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THÉORIE 


DE  LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE, 


ET 


DES  AUTRES  PHÉNOMÈNES  QUI  oéPENDENT  DE  LA  FIGURE  NON  SPHÉRIQUE 

DE  CETTE  PLANÀTE. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l\4cadémie  royale  des  Sciences  et  ReUes- Lettres 

de  Berlin,  année  1780.) 


C'est  un  phénomène  reconnu  depuis  longtemps  que  la  Lune  nous  pré- 
sente toujours  la  même  face;  mais  ce  n'est  que  depuis  l'invention  des  lu- 
nettes qu'on  a  pu  déterminer  les  lois  de  la  libration,  c'est-à-dire  de  ces 
balancements  que  la  Lune  parait  faire  autour  de  son  centre,  et  par  les- 
quels, dans  le  cours  de  chaque  mois,  elle  nous  cache  et  nous  découvre 
alternativement,  vers  ses  bords,  quelque  partie  de  sa  surface.  Galilée  est 
le  premier  qui  ait  observé  la  libration,  mais  il  parait  n'en  avoir  bien 
connu  qu'une  partie,  celle  qui  se  fait  perpendiculairement  a  l'écliptique, 
et  qu'on  nomme  libration  en  latitude,  Hévélius  découvrit  ensuite  la  libra- 
tion en  longitude;  mais  il  était  réservé  à  Dominique  Cassini  de  donner 
une  explication  générale  et  complète  de  ce  phénomène.  Il  trouva  qu'on 
pouvait  satisfaire  à  toutes  les  apparences  de  la  libration,  en  supposant  : 
I**  que  la  Lune  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  dont  les  pôles,  fixes 


\ 
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sur  sa  surface,  soient  constamment  élevés  sur  Técliptique  de  87^-^,  et  sur 
le  plan  de  l'orbite,  de  82^ |,  et  soient  toujours  sur  un  grand  cercle  du 
globe  de  la  Lune,  parallèle  au  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  de 
l'orbite  et  par  ceux  de  l'écliptique;  2*^  que  la  rotation  de  cette  Planète 
autour  de  son  axe  s'achève  dans  l'espace  de  25  jours  et  5  heures,  par  une 
période  égale  à  celle  du  retour  de  la  Lune  au  nœud  de  son  orbite  avec 
l'écliptique. 

Cette  Théorie  ne  parut  qu'après  la  mort  de  Cassini.  Son  fils  Jacques 
Cassini  la  donna,  en  1721,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences 
de  Paris,  mais  sans  aucun  détail  des  observations  qui  avaient  servi  à  l'é- 
tablir. Elle  avait  donc  besoin  d'être  vérifiée  par  de  nouvelles  observa- 
tions, et  c'est  de  feu  Tobie  Mayer  qu'elle  a  reçu  la  perfection  qui  lui  man- 
quait encore.  Cet  Astronome  publia  en  1750,  dans  les  Kosmographische 
Nachrichten  de  Nuremberg,  la  première  Partie  d'un  Traité  sur  la  rotation 
de  la  Lune  et  le  mouvement  apparent  de  ses  taches  ^  destiné  à  servir  de 
base  à  une  nouvelle  Sélénographie.  On  doit  regretter  que  l'Auteur  ne  l'ait 
pas  achevé;  mais  ce  qu'il  nous  en  a  laissé  peut  être  regardé  comme  un 
Ouvrage  complet  sur  la  Théorie  astronomique  de  la  libration. 

Par  une  suite  d'observations  de  plusieurs  taches  de  la  Lune,  faites  avec 
soin  pendant  les  années  1748  et  1749»  et  calculées  avec  toute  la  préci- 
sion et  l'élégance  qu'on  peut  désirer,  Mayer  trouve  que  le  plan  de  l'équa- 
teur  lunaire  est  incliné  sur  le  plan  de  l'écliptique  de  i  degré  et  29  mi- 
nutes, que  la  section  de  ces  deux  plans  est  toujours  a  peu  près  parallèle 
à  la  ligne  des  nœuds  moyens  de  l'orbite  de  la  Lune,  en  sorte  que  le  plan 
de  Técliptique  tombe  entre  les  deux  plans  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de 
la  Lune,  et  que  la  Lune  tourne  sur  l'axe  de  son  équateur,  d'Occident  en 
Orient,  de  manière  que  chaque  point  de  cet  équateur  revient  au  point 
équinoxial  lunaire  dans  un  temps  précisément  égal  à  celui  dans  lequel  la 
Lune  revient  au  nœud  par  son  mouvement  moyen,  c' est-a-dire  dans  l'es- 
pace de  I  mois  draconitique,  lequel  est,  comme  on  sait,  de  27^  5^  G"  56'. 
Ces  déterminations  s'accordent  avec  celles  de  Cassini ,  à  l'exception  de 
l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire,  que  Cassini  a  faite  de  2  degrés  et  demi, 
et  que  Mayer  a  diminuée  de  i  degré.  Cela  pourrait  faire  croire  que  cette 
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inclinaison  est  variable  et  ya  en  diminuant;  mais  Ma  ver  prétend  qu*on 
peut  prouver,  par  des  observations  faites  du  temps  de  Cassini,  que  cet 
Astronome  s'est  en  effet  trompé  de  i  degré  dans  la  détermination  de  l'in- 
clinaison de  l'équateur  lunaire,  et  il  promet  d'en  donner  la  démonstra- 
tion dans  une  autre  Partie  de  son  Ouvrage.  Enfin  les  déterminations  de 
Mayer  se  trouvent  confirmées  par  les  observations  que  M.  de  la  Lande  a 
faites  en  1763,  et  dont  il  a  donné  les  détails  et  les  résultats  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1 764  ;  il  est  vrai  que  M.  de 
la  Lande  trouve  i  degré  et  43  minutes  pour  Tinclinaison  de  Téquateur 
lunaire;  mais  cette  différence  pouvant  être  attribuée  aux  erreurs  des  ob- 
servations, on  n'en  saurait  encore  rien  conclure  par  rapport  à  la  variabi- 
lité de  cette  inclinaison. 

Telles  sont  les  lois  de  la  rotation  de  la  Lune  qu'on  a  déduites  des  ob- 
servations, et  qui  étant  combinées  avec  celles  du  mouvement  de  cette 
Planète  autour  de  la  Terre  suffisent  pour  déterminer  à  cbaque  instant  la 
position  apparente  du  disque  lunaire;  mais  si  la  connaissance  de  ces  lois 
suffit  pour  les  besoins  de  l'Astronomie,  TAstronomie  physique  exige  de 
plus  la  connaissance  de  leurs  causes;  et  cette  dernière  connaissance  est 
d'autant  plus  intéressante  qu'elle  peut  fournir  les  moyens  non-seulement 
de  constater  et  de  rectifier  les  lois  déjà  connues,  mais  encore  d'en  dé- 
couvrir de  nouvelles.  L'accord  des  nœuds  de  l'équateur  de  la  Lune  avec 
ceux  de  son  orbite,  et  l'égalité  entre  la  révolution  de  l'équateur  de  la 
Lune  par  rapport  à  ses  nœuds  et  la  révolution  de  ceUe  Planète  dans  son 
orbite  par  rapport  aux  nœuds  de  cette  orbite,  sont  peut-être  l(»s  phéno- 
mènes les  plus  singuliers  du  Système  du  inonde.  Il  résulte  de  leur  com- 
binaison que  la  durée  de  la  rotation  entière  de  la  Lune  doit  être  parfaite- 
ment égale  à  celle  du  temps  périodique  de  cette  Planète;  et  cette  égalité 
est  évidemment  une  suite  nécessaire  de  ce  que  la  Lune  nous  montre  tou- 
jours la  même  face;  phénomène  qui  pour  être  connu  depuis  longtemps 
n'en  est  pas  inoins  extraordinaire,  quoique  d'ailleurs  il  ne  paraisse  pas 
unique  dans  le  Système  du  monde.  En  effet  il  semble  qu'on  puisse  con- 
clure quelque  chose  de  semblable,  à  l'égard  du  premier  satellite  de  Sa- 
turne et  du  quatrième  satellite  de  Jupiter,  des  observations  faites  par 
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Cassini  et  Maraldi  sur  les  taches  de  ces  satellites  [voyez  Y  Histoire  de  l'As- 
tronomie moderne^  livre  X,  §  XIII,  et  livre  XI,  §  XVI);  ce  qui  porterait  à 
regarder  cette  égalité  entre  la  rotation  et  la  révolution  comme  une  loi 
générale  des  Planètes  secondaires. 

Quoi  qu'il  en  soit,  comme  le  système  de  l'attraction  universelle  ne 
rend  jusqu'à  présent  aucune  raison  de  la  rotation  des  Planètes  autour  de 
leurs  axes,  il  n'en  peut  rendre  aucune  de  l'égalité  dont  il  s'agit.  Le  mou- 
vement de  rotation  d'un  corps  est  indépendant  de  son  mouvement  de 
translation;  ces  deux  mouvements  résultent  d'une  impulsion  primitive 
et  arbitraire,  et  peuvent  être  par  conséquent  entre  eux  dans  tel  rapport 
que  l'on  veut.  Si  donc  la  rotation  de  la  Lune  est  uniforme  et  parfaitement 
égale  a  sa  révolution  autour  de  la  Terre,  il  est  nécessaire  de  supposer  que 
la  vitesse  de  rotation  primitive,  imprimée  a  cette  Planète,  est  exactement 
égale  à  sa  vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre;  et  il  est  clair 
que  cette  égalité  doit  être  tout  à  fait  rigoureuse;  autrement  la  différence 
entre  les  angles  décrits  par  les  méridiens  de  la  Lune  autour  de  son  axe  et 
les  angles  parcourus  en  même  temps  par  le  centre  de  la  Lune  autour  de 
la  Terre  irait  continuellement  en  augmentant;  d'où  il  s'ensuivraii  que 
celte  Planète  devrait  à  la  longue  présenter  successivement  ses  faces  à  la 
Terre.  Mais  celte  égalité  rigoureuse  n'est  plus  nécessaire  si  l'on  suppose 
que  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  soit  sujet  à  quelques  inégalités 
dépendantes  de  l'attraction  de  la  Terre  sur  cette  Planète  supposée  non 
sphérique.  Il  suffit  en  ce  cas  que  la  Lune  ait  reçu  une  vitesse  de  rotation 
primitive  peu  différente  de  sa  vitesse  moyenne  de  translation,  et  qu'en- 
suite l'action  de  la  Terre  détruise  l'effet  de  celte  petite  différence,  en  em- 
pêchant le  côté  de  la  Lune  qui  est  tourné  vers  la  Terre  de  s'en  écarter  au 
delà  d'un  certain  terme,  à  peu  près  comme  l'action  de  la  gravité  retient 
autour  de  la  perpendiculaire  un  pendule  qui  n'a  reçu  qu'une  impulsion 
assez  petite. 

Cette  manière  d'expliquer  pourquoi  la  Lune  nous  montre  toujours  à 
peu  près  la  même  face  est  assez  simple  et  naturelle:  je  l'avais  déjà  pro- 
posée dans  mes  Recherches  sur  la  libration  de  la  Lune  présentées  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  en  17G3  \ voyez  le  lome  IX  des  Prix  de  cette 
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Académie  (')].  M.  d'Alembert  l'a  confirmée  depuis  par  une  analyse  en- 
core plus  exacte  de  ce  Problème;  et  elle  ne  parait  rien  laisser  à  désirer 
sur  le  phénomène  de  l'égalité  entre  la  révolution  de  la  Lune  autour  de 
son  centre,  et  sa  révolution  autour  de  la  Terre,  du  moins  en  tant  que  l'at- 
traction universelle  peut  en  rendre  raison. 

Mais,  si  l'on  est  parvenu  a  trouver  une  explication  satisfaisante  de  ce 
phénomène,  il  parait  qu'on  n'a  pas  été  si  heureux  à  l'égard  de  l'autre 
phénomène  de  la  rotation  de  la  Lune,  qui  concerne  l'égalité  entre  le 
mouvement  des  nœuds  de  l'équateur  lunaire  et  celui  des  nœuds  de  l'or- 
bite de  la  Lune.  En  considérant  cette  Planète  comme  non  sphérique,  il 
est  clair  que  l'action  de  la  Terre  doit  continuellement  changer  la  posi- 
tion de  son  équateur,  comme  l'action  de  la  Lune  et  celle  du  Soleil  dépla- 
cent à  chaque  instant  l'équateur  de  la  Terre;  mais  le  mouvement  des 
points  équinoxiaux  de  la  Terre  est  très^lent  (n'élant  que  de  5o"  par  an) 
et  parait  n'avoir  aucun  rapport  aux  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune; 
il  n'y  a  que  l'inégalité  périodique  de  ce  mouvement,  qu'on  appelle  l'e- 
qualion  de  la  précession  des  équinoxes,  et  la  petite  variation  de  l'obliquité 
de  l'écliptique,  qu'on  nomme  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  qui  dé- 
pendent du  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune.  Aussi  M.  d'Alembert,  qui 
s'est  occupé  le  premier  de  la  Théorie  physique  de  la  libration  de  la  Lune, 
en  appliquant  à  cette  Planète  les  formules  qu'il  avait  données  pour  la 
Terre,  a  d'abord  trouvé  des  résultats  peu  conformes  aux  observations 
[voyez  le  XV"*  Mémoire  de  ses  Opuscules,  tome  II).  Je  tâchai  dans  mes 
Recherches  sur  la  libration  de  suppléer  ce  qui  manquait  à  cet  égard  à  la 
Théorie  de  M.  d'Alembert,  en  faisant  voir  que  la  circonstance  de  l'égalité 
entre  le  temps  de  la  rotation  de  cette  Planète  et  celui  de  sa  révolution 
autour  de  la  Terre  empêche  que  les  formules  du  mouvement  de  l'axe  do 
la  Terre  ne  puissent  avoir  lieu  par  rapport  à  celui  de  la  Lune,  et  en  don- 
nant les  véritables  équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  le  vrai  mou- 
vement de  cet  axe;  mais  voyant  que  ces  équations,  qui  sont  au  nombre 
de  deux,  et  du  second  ordre,  étaient  trop  compliquées  pour  pouvoir  être 

{*)  Le  Mémoire  dont  il  est  ici  question  apjwirlient  à  la  troisième  Section  des  OEuvrcs  de 
Lagrange.  [Note  de  l'É€iiteur,) 
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intégrées  rigoureusement  par  les  méthodes  connues,  je  me  contentai  de 
les  traiter  comme  M.  d'Alembert  avait  fait  celles  du  mouvement  de  l'axe 
de  la  Terre,  en  les  réduisant  au  premier  ordre  par  l'omission  des  termes 
qui  contiennent  les  différences  secondes  des  variables,  et  que  je  supposai 
pouvoir  être  négligés  sans  erreur  sensible.  J'obtins  de  cette  manière  de 
nouvelles  formules  pour  les  mouvements  de  l'axe  lunaire,  mais  dans  les- 
quelles le  mouvement  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  n'avait  aucun 
rapport  au  mouvement  des  nœuds  de  son  équateur;  l'égalité  de  ces  deux 
mouvements  étant  ensuite  supposée,  je  trouvai  qu'il  résultait  de  là  que 
l'axe  de  la  Lune  devait  s'approcher  insensiblement  du  plan  de  l'éclip- 
tique,  ce  qui  paraît  contraire  aux  observations.  M.  d'Alembert  ayant  re- 
pris cette  matière  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1768,  et  l'ayant  discutée  avec  beaucoup  plus  de  profondeur  et  de 
détail  qu'on  n'avait  encore  fait,  est  parvenu  à  des  résultats  analogues 
aux  miens,  mais  plus  généraux;  il  a  déterminé  de  plus,  par  des  équations 
et  des  constructions  géométriques  fort  simples,  les  cas  où  les  mouvements 
des  points  équinoxiaux  lunaires  et  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  doi- 
vent être  égaux,  et  ceux  où  leur  plus  grande  différence  en  longitude  peut 
être  égale  ou  moindre  que  la  circonférence,  mais  toujours  dans  la  sup- 
position que  les  équations  différentielles  des  mouvements  de  l'axe  de  la 
Lune  puissent  être  regardées  et  traitées  comme  des  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

On  voit  par  là  que  le  Problème  des  mouvements  de  l'axe  lunaire  n'a  été 
résolu  jusqu'ici  d'une  manière  satisfaisante  ni  du  côté  de  l'Analyse,  ni 
par  rapport  à  l'observation;  et  que  le  système  de  la  gravitation  univer- 
selle, qui  a  si  bien  rendu  raison  des  différents  mouvements  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre,  n'a  pas  encore  expliqué  le  point  le  plus  remarquable 
de  la  Théorie  de  cette. Planète,  la  coïncidence  des  nœuds  de  l'équateur 
lunaire  avec  ceux  de  l'orbite  de  la  Lune.  J'ai  donc  cru  devoir  revenir  sur 
cette  question  et  la  traiter  avec  toute  l'exactitude  et  tout  le  détail  qui 
sont  dus  à  son  importance  et  à  sa  difficulté;  et,  pour  ne  rien  laisser  à  dé- 
sirer sur  les  phénomènes  qui  peuvent  dépendre  de  l'attraction  de  la  Terre 
sur  la  Lune  supposée  non  sphérique,  je  me  suis  proposé  d'examiner  non- 
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seulement  ceux  qui  ont  rapport  à  la  rotation  de  cetle  Planète,  mais  aussi 
ceux  qui  regardent  le  mouvement  de  translation  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre. 

Tel  est  l'objet  des  Recherches  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  k  l'Aca- 
démie; elles  sont  partagées  en  cinq  Sections. 

La  première  est  destinée  à  l'exposition  d'une  méthode  générale  et  ana- 
lytique pour  résoudre  tous  les  Problèmes  de  la  Dynamique.  Cette  mé- 
thode, que  j'ai  employée  le  premier  dans  ma  Pièce  sur  la  libration  de  la 
Lune,  a  l'avantage  singulier  de  ne  demander  aucune  construction  ni 
aucun  raisonnement  géométrique  ou  mécanique,  mais  seulement  des 
opérations  analytiques  assujetties  à  une  marche  simple  et  uniforme.  Elle 
n'est  autre  chose  que  le  principe  de  Dynamique  de  M.  d'Alembert,  réduit 
en  formule  au  moyen  du  principe  de  l'équilibre  appelé  communément 
loi  des  vitesses  virtuelles.  Mais  la  combinaison  de  ces  deux  principes  est 
un  pas  qui  n'avait  pas  été  fait,  et  c'est  peut-être  le  seul  degré  de  perfec- 
tion qui,  après  la  découverte  de  M.  d'Alembert,  manquait  encore  à  la 
Théorie  de  la  Dynamique. 

Dans  la  seconde  Section,  je  considère,  en  général,  le  mouvement  d'un 
corps  de  figure  quelconque,  et  je  donne  les  formules  nécessaires  pour 
déterminer  ce  mouvement.  J'indique  ensuite  une  transformation  très- 
utile  pour  faciliter  le  calcul,  dans  le  cas  où  le  mouvement  de  rotation  se 
fait  autour  d'un  axe  fixe  dans  le  corps  et  mobile  dans  l'espace,  mais  qui 
demeure  toujours  à  peu  près  perpendiculaire  à  un  plan  immobile;  ce  qui 
est  le  cas  de  la  Lune  par  rapport  à  l'écliptique.  On  pourrait  aussi  s'en 
servir  pour  déterminer  les  oscillations  d'un  pendule  de  figure  quelcon- 
que, lorsque  l'axe  du  pendule  ne  s'écarte  que  très-peu  de  la  verticale,  et 
que  le  pendule  a  en  même  temps  un  mouvement  quelconque  de  rotation 
autour  de  l'axe;  Problème  jusqu'ici  non  résolu. 

Dans  la  troisième  Section,  j'applique  les  formules  au  mouvement  de 
la  Lune,  en  tant  qu'elle  est  attirée  par  la  Terre  et  par  le  Soleil,  et  je  par- 
viens directement  a  six  équations  diflerentielles  du  second  ordre,  dont 
trois  donnent  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre,  et  les  trois  autres  donnent  son  mouvement  de  rotation  autour  de 

2. 
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ce  centre.  Ces  équations  sont  présentées  sous  la  forme  la  plus  simple,  et 
les  trois  dernières  ont  surtout  l'avantage  que  les  variables  n'y  sont  que 
linéaires;  à  l'égard  des  trois  premières,  elles  sont  analogues  à  celles  que 
M.  Euler  a  employées  dans  sa  nouvelle  Théorie  de  la  Lune,  mais  elles 
contiennent  de  plus  les  termes  dus  a  la  non-sphéricité  de  celte  Planète  et 
que  i\f .  Euler  a  négligés,  Je  termine  cette  Section  par  des  considérations 
sur  la  figure  de  la  Lune,  que  je  regarde  d'abord  pour  plus  de  simplicité 
comme  un  sphéroïde  elliptique  homogène  dont  l'équateur  et  les  méri- 
diens seraient  des  ellipses  très-peu  excentriques;  je  prouve  ensuite  que 
cette  figure  est  en  effet  celle  que  la  Lune  aurait  dû  prendre,  en  vertu  de 
la  force  centrifuge  de  ses  parties,  combinée  avec  l'attraction  de  la  Terre, 
si  elle  avait  été  primitivement  fluide,  et  je  détermine  dans  cette  hypo- 
,  thèse  les  véritables  dimensions  de  cette  figure  par  une  méthode  et  des 
formules  plus  simples  à  quelques  égards  que  celles  qu'on  avait  déjà  don- 
nées pour  cet  objet  :  il  en  résulte  que  la  Lune  devrait  être  élevée  sous  son 
équateur,  mais  quatre  fois  plus  dans  le  sens  du  diamètre  de  cet  équateur 
qui  est  dirigé  vers  la  Terre,  et  qui  passe  par  conséquent  par  le  centre 
apparent  de  la  Lune,  que  dans  le  sens  du  diamètre  perpendiculaire  à 
celui-ci  et  qui  passe  par  les  bords  apparents  de  cette  Planète. 

Dans  la  quatrième  Section,  je  traite  en  particulier  des  mouvements  de 
la  Lune  autour  de  son  centre;  ces  mouvements  se  réduisent  a  la  rotation 
de  la  Lune  autour  d'un  axe  fixe  dans  l'intérieur  de  cette  Planète,  et  aux 
mouvements  de  cet  axe,  ou  du  plan  de  l'équateur  lunaire  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, par  rapport  au  plan  de  l'écliptique.  Suivant  la  Théorie  de 
la  libration  donnée  par  Mayer,  le  lieu  moyen  de  la  Terre  vue  du  cenlre 
de  la  Lune  et  rapportée  à  l'équateur  de  cette  Planète  doit  toujours  ré- 
pondre à  un  même  point  de  cet  équateur;  et  le  méridien  lunaire  qui 
passe  par  ce  point  est  celuf  que  Mayer  prend  pour  le  premier  méridien 
de  la  Lune,  et  auquel  il  rapporte  les  longitudes  sélénographiques  de  ses 
taches.  Mais  celte  Théorie  suppose  l'uniformité  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Lune;  si  donc  ce  mouvement  n'est  pas  uniforme,  le  lieu 
moyen  de  la  Terre  rapportée  a  l'équateur  de  la  Lune  ne  répondra  pas 
toujours  à  un  méridien  fixe;  mais  il  y  aura  une  petite  différence  qui  ex- 
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primera  la  libration  réelle  et  physique  de  la  Lune;  cette  petite  quantité 
est  une  des  variables  du  Problème  et  se  trouve  déterminée  par  une  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont  l'intégration  est  très- 
facile.  Intégrant  donc  cette  équation,  on  a  directement  la  valeur  de  la 
libration  réelle  de  la  Lune,  toute  séparée  de  sa  libration  optique;  et  cette 
valeur  contient  un  terme  proportionnel  au  sinus  d'un  angle  qui  croit 
très-lentement,  dont  l'effet  est  analogue  au  mouvement  d'un  pendule  qui 
fait  de  très-petites  oscillations.  Ce  terme  ayant  un  coefficient  arbitraire 
sert  k  expliquer  comment  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à  peu 
près  la  même  face,  sans  qu'on  soit  obligé  de  supposer  que  la  vitesse  pri- 
mitive de  rotation,  imprimée  à  cette  Planète,  soit  exactement  égale  à  sa 
vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre.  Je  fais  d'ailleurs  plu- 
sieurs remarques  importantes  sur  la  nature  et  la  quantité  de  cette  partie 
de  la  libration,  la  seule  qui  soit  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune; 
l'autre  partie  de  la  libration,  c'est-à-dire  la  libration  optique,  n'a  par 
elle-même  aucune  difficulté,  n'étant  produite  que  parle  mouvement  non 
uniforme  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Je  considère  ensuite  les  mouvements  de  l'axe  lunaire,  et  pour  cela  j'in- 
tègre les  deux  équations  différentielles  qui  renferment  la  loi  de  ces  mou- 
vements. Cette  intégration  y  introduit  quatre  constantes  arbitraires;  et 
Ton  voit  d'abord  qu'en  supposant  ces  constantes  nulles,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  simple  du  Problème,  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  doivent 
coïncider  exactement  avec  les  nœuds  movens  de  l'orbite  de  la  Lune: 
mais  rien  n'oblige  à  regarder  ces  constantes  comme  tout  à  fait  nulles;  je 
suppose  donc  qu'elles  aient  seulement  une  valeur  fort  petite,  et  je  trouve 
qu'alors  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  peuvent  s'écarter  des  nœuds 
moyens  de  l'orbite  d'un  angle  plus  ou  moins  grand,  mais  qui  sera  tou- 
jours au-dessous  de  90  degrés,  en  sorte  que  leur  mouvement  moyen  sera 
néanmoins  exactement  égal  au  mouvement  moyen  des  nœuds  d«»  l'or- 
bite; ce  qui  est  parfaitement  conforme  aux  observations. 

A  l'égard  de  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique,  elle 
serait  constante  dans  le  cas  de  la  coïncidence  exacte  des  nœuds  de  l'équa- 
teur et  de  l'orbite  de  la  Lune,  mais  dans  l'autre  cas  elle  est  sujette  a  quel- 
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ques  variations  périodiques;  ce  qui  parait  s'accorder  aussi  avec  les  ob- 
servations, et  ce  qui  étant  en  même  temps  contraire  aux  résultats  des 
autres  Théories,  données  jusqu'ici,  prouve  TinsutTisance  de  ces  Théories 
et  la  nécessité  où  l'on  était  de  traiter  le  Problème  de  la  libration  de  la 
Lune  par  des  méthodes  nouvelles  et  plus  rigoureuses. 

Comme  la  valeur  moyenne  de  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  est  à 
peu  près  connue  par  les  observations,  je  m'en  sers  pour  déterminer  à 
très-peu  près  une  des  constantes  qui  dépendent  de  la  figure  de  la  Lune, 
laquelle,  dans  le  cas  où  cette  Yigure  est  supposée  elliptique,  exprime 
précisément  l'allongement  de  la  Lune  dans  le  sens  du  diamètre  de  l'é- 
quateur qui  est  dirigé  vers  la  Terre.  Je  trouve  que  cette  quantité  est 
nécessairement  renfermée  entre  ces  limites  0,0006746,  o,ooo5i49,  le 
demi-axe  de  la  Lune  étant  pris  pour  l'unité;  mais  la  supposition  de  la 
fluidité  primitive  de  la  Lune  donne  pour  la  même  quantité  une  valeur 
beaucoup  plus  petite;  d'où  il  suit,  ou  que  la  Lune  n'est  pas  homogène, 
ainsi  qu'on  l'a  supposé,  ou  que  sa  figure  actuelle  n'est  pas  celle  qu'elle 
devrait  avoir  si  ayant  été  originairement  fluide  elle  eût  conservé,  en  se 
durcissant,  la  figure  qu'elle  aurait  dû  prendre  par  les  lois  de  l'Hydrosta- 
tique. Il  n'y  a  au  reste  à  cela  rien  de  surprenant;  car  M.  d'Alembert  a 
trouvé  aussi  par  rapport  à  la  Terre  que  les  phénomènes  de  la  précession 
des  équinoxes  et  de  la  nutation  ne  peuvent  s'accorder  avec  l'hypothèse 
de  l'homogénéité  de  la  Terre  et  de  sa  figure  elliptique  telle  qu'elle  résulte 
de  la  Théorie. 

La  dernière  Section  est  destinée  à  l'examen  des  inégalités  que  la  non- 
sphéricité  de  la  Lune  peut  causer  dans  le  mouvement  de  cette  Planète 
autour  de  la  Terre.  Je  fais  abstraction  dans  cette  recherche  des  quantités 
qui  ne  produiraient  que  des  inégalités  de  la  forme  de  celles  qu'on  con- 
naît déjà,  parce  qu'il  ne  pourrait  résulter  de  là  que  des  corrections 
presque  insensibles  dans  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune,  les- 
quelles sont  encore  trop  éloignées  d'avoir  la  précision  nécessaire  pour 
demander  de  pareilles  corrections;  et  je  me  borne  à  avoir  égard  aux 
termes  qui  peuvent  donner  des  inégalités  nouvelles  et  d'une  forme  par- 
ticulière. Je  trouve  que  les  inégalités  qui  altèrent  le  mouvement  de  la 
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Lune  autour  de  son  centre  peuvent  influer  aussi  dans  son  mouvement 
autour  de  la  Terre;  je  détermine  Teffel  de  ces  inégalités  tant  dans  la  lon- 
gitude que  dans  la  latitude  de  la  Lune;  mais  je  démontre  que  cet  effet 
ne  peut  qu'être  insensible,  et  qu'il  est  impossible  d'expliquer  par  là, 
comme  on  pourrait  d'abord  le  croire,  l'accélération  que  feu  M.  Mayer  a 
supposée  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  pour  satisfaire  à  la  fois  aux 
observations  anciennes  des  Chaldéens,  et  à  celles  des  Arabes,  faites  dans 
le  IX*  siècle.  J'ai  fait  voir  ailleurs  que  cette  accélération  ne  pouvait  être 
produite  par  la  non-sphéricité  de  la  Terre;  mais  il  était  nécessaire  d'exa- 
miner en  particulier  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune,  a  cause  de  la 
circonstance  de  l'égalité  entre  la  rotation  et  la  révolution  de  cette  Pla- 
nète; et  cet  examen  achève  de  prouver  l'impossibilité  d'expliquer  l'équa- 
tion séculaire  de  la  Lune  par  la  Théorie  de  la  gravitation. 


SECTION  PRExMIERE. 

F.\POSITIO!H   d'une   MÉTHODE  ANALYTIQUE   POUR   RESOUDRE  TOUS   LES   PROBLÈMES 

DE    DYNAMIQUE. 

I.  Le  principe  donné  par  M.  d'Alembert  réduit  les  lois  de  la  Dyna- 
mique à  celles  de  la  Statique;  mais  la  recherche  de  ces  dernières  lois  par 
les  principes  ordinaires  de  l'équilibre  du  levier,  ou  de  la  composition 
des  forces,  est  souvent  longue  et  pénible.  Heureusement  il  y  a  un  autre 
principe  de  Statique  plus  général,  et  qui  a  surtout  l'avantage  de  pouvoir 
être  représenté  par  une  équation  analytique,  laquelle  renferme  seule  les 
conditions  nécessaires  pour  l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  puis- 
sances. Tel  est  le  principe  connu  sous  la  dénomination  de  loi  des  vitesses 
virtuelles;  on  l'énonce  ordinairement  ainsi  :  Quand  des  puissances  se /ont 
équilibre,  les  vitesses  des  points  où  elles  sont  appliquées,  estimées  suivant  la 
direction  de  ces  puissances,  sont  en  raison  inverse  de  ces  mêmes  puissances. 
Mais  ce  principe  peut  être  rendu  très-général  de  la  manière  suivante. 


( 
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2.  Si  un  système  quelconque  de  corps,  réduits  à  des  points  et  tirés 
par  des  puissances  quelconques,  est  en  équilibre,  et  qu'on  donne  à  ce 
système  un  petit  mouvement  quelconque  en  vertu  duquel  chaque  corps 
parcoure  un  espace  infiniment  petit,  la  somme  des  puissances  multi- 
pliées chacune  par  l'espace  que  le  point  où  elle  est  appliquée  parcourt 
suivant  la  direction  de  cette  puissance  est  toujours  égale  à  zéro. 

D'où  il  suit  que  si  m,  m',  m',...  sont  les  masses  des  corps,  P,  Q,  R,... 
les  forces  accélératrices  qui  sollicitent  le  corps  m  vers  des  centres  quel- 
conques dont  les  distances  soient  />,  ^,  r, . . .  ;  et  de  même  P',  Q',  R, . . . 
le?  forces  qui  sollicitent  le  corps  w!  vers  des  centres  dont  les  distances 
soient  p\  q\  r', . . . ,  et  ainsi  de  suite;  et  qu'on  suppose  que  les  lignes 


deviennent 

p  —  op,  q  —  àq,  r  —  dr,,,.,     p'  —  dp',  q'  —  oq',  r' —  or' ,,..,..  ., 

par  une  variation  quelconque  infiniment  petite  dans  la  position  des 
corps;  on  aura  pour  l'équilibre  cette  équation  générale 

m(PÔ/;-f-QÔ9-f-Rdr-+-...)H-/w'(P'ô/?'    -hQ'oq'  -f- R'or' -h. . .) 

H-  /n"(P"(î/  -h  Q"d^"  4-  R"â/-''  -h . . .)  -h  .  .  .  z=  o. 

3.  Pour  avoir  les  valeurs  des  variations  ou  différences 


6py  dq^  dr,.,.y  dp' y  dq',  or\ 


on  différentiera  a  l'ordinaire  les  expressions  des  dislances  /?,  q,  r, ..., 
p\  q'y  r',...,  mais  en  regardant  les  centres  des  forces  comme  fixes,  et  en 
faisant  varier  seulement  les  quantités  relatives  à  la  position  de  chaque 
corps  dans  l'espace,  et  l'on  marquera  les  différentielles  par  la  caractéris- 
tique J  pour  les  distinguer  des  différentielles  ordinaires.  On  réduira  ainsi 
les  valeurs  de  toutes  ces  différences  à  un  certain  nombre  de  pareilles  dif- 
férences qui  dépendront  uniquement  du  changement  de  position  du  sys- 
tème, et  qui  demeureront  par  conséquent  indéterminées;  et  comme  l'é- 
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quation  précédente  doit  avoir  lieu  quel  que  puisse  être  ce  changement, 
il  faudra  la  vérifier  indépendamment  des  différences  indéterminées  dont 
il  s*agit,  et  par  conséquent  égaler  séparément  à  zéro  la  somme  des  termes 
multipliés  par  chacune  de  ces  indéterminées;  ce  qui  donnera  précisé- 
ment autant  d'équations  particulières  et  finies  qu'il  en  faudra  pour  U\ 
détermination  de  l'équilihrc  du  système  proposé. 

i.  Supposons  maintenant  que  le  même  système  de  corps  soit  en  mou- 
vement,  et  que  or,  y,  z  soient  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe 
décrite  par  le  corps  m;  x\y ,  z*  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe 
décrite  par  le  corps  m',  et  ainsi  de  suite;  ces  coordonnées  étant  rappor- 
tées à  trois  axes  fixes  dans  l'espace,  et  ayant  une  origine  commune.  Il 
est  clair  que  le  mouvement  ou  la  vitesse  du  corps  m  dans  l'instant  dt 
peut  être  regardée  comme  composée  de  trois  autres  vitesses  exprimées 

par 

dx    (ly    dz 
Tt'  lit'  777' 

et  dirigées  parallèlement  aux  axes  desa?,  j,  z.  Il  est  de  plus  évident  que 
si  le  corps  était  libre  et  qu'aucune  force  étrangère  n'agit  sur  lui,  chacune 
de  ces  trois  vitesses  demeurerait  constante;  mais  dans  l'instant  suivant 
elles  se  changent  réellement  en  celles-ci 

dx        .dx       dy        ,dy^       dz         .dz 
dt  dt        dt  dt        dt  dt^ 

donc,  si  l'on  regarde  les  vitesses  précédentes  comme  composées  de  ces 
dernières  et  des  vitesses 

,dx  jdy    .         .dz 

_rf_,  _j^^.,  _,/_, 


ou  bien  'en  prenant  dt  constant) 


dy  d^z 


î 7T^ 


dt  '  dt  '  dt 

il  s'ensuit  que  celles-ci  doivent  être  détruites  par  l'action  des  forces  qui 
V.  3 
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agissent  sur  les  corps.  Mais  ces  vitesses  sont  dues  à  des  forces  accéléra- 
trices égales  à 

d'^x  d^y  d^z 

'W     "'dt^'     "  dF' 

et  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x,  y,  z  (en  exprimant,  suivant 
l'usage  reçu,  la  force  accélératrice  par  l'élément  de  la  vitesse  divisé  par 
l'élément  du  temps),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  des  forces  égales  à 

d^x    d^r    d^^ 
IIF'  'ÏÏF'  W 

et  dirigées  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  suivant  les  lignes  mêmes  a;,  j, 
z;  donc  il  faudra  que  ces  forces,  étant  supposées  appliquées  au  corps  m, 
soient  détruites  par  l'action  de  toutes  les  autres  forces  du  système.  Il 
faudra  par  la  même  raison  que  les  forces 

d^x'     dY     d^z' 
dp  '    dp  '    dp  ' 

étant  supposées  appliquées  au  corps  m!  suivant  les  lignes  x\  y,  z\  soient 
aussi  détruites;  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  suit  qu'il  doit  y  avoir  équilibre 
entre  ces  différentes  forces  et  les  autres  forces  qui  sollicitent  les  corps, 
et  qu'ainsi  les  lois  du  mouvement  du  système  se  réduisent  à  celles  de  son 
équilibre;  c'est  en  quoi  consiste  le  beau  principe  de  Dynamique  de 
M.  d'Alembert. 

5.  Donc,  pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  système  proposé, 
il  n'y  aura  qu'à  chercher  celles  de  l'équilibre  des  corps  m,  m\  m'\. . . 
sollicités  par  les  forces 

P,Q,R,...,    P',QMr,...,    r,Q'',  R",..., 
suivant  les  lignes 

p,q,r,...,    p',q\r\...,    p\q\r'\...y 

comme  dans  le  cas  du  n*^  2,  et  de  plus  par  les  forces 

d'x      (Vy     rfVz  rf^     (rfV     d^  d^x"      d'y"     d^z" 

dp'    dp'    dp'        dP  '    dp'  'dp'        dp'   itF'    dp'"' 
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suivant  les  lignes 

Ainsi  il  ne  faudra  qu'ajouter  au  premier  membre  de  Téquation  générale 
du  numéro  cité  les  termes  dus  à  ces  dernières  forces. 

Or  les  lignes  x  étant  toujours  parallèles  entre  elles,  on  peut  les  regar- 
der comme  concurrentes  a  un  point  infiniment  éloigné  et  prendre  ce 

point  pour  le  centre  des  forces  -^--  Soit  h  la  distance  infinie  de  ce  point 

au  plan  auquel  les  lignes  x  sont  terminées  et  qui  les  rencontre  à  angles 
droits,  on  aura  x-^-h  pour  la  distance  du  corps  m  au  centre  des  forces 
dont  il  s'agit,  et  oo?  sera  la  variation  de  cette  distance,  en  supposant  que 
la  position  du  corps  varie  et  que  celle  du  centre  demeure  fixe,  parce 
qu'à  cause  de  la  perpendicularité  de  la  ligne  h  sur  le  plan,  la  variation 

d'^x 

de  cette  ligne  est  nulle.  Donc  le  terme  dû  à  la  force  -t7{  agissant  suivant 

la  ligne  x  sera  ^^-nr  ^^'»  ^^  ^in^x  des  autres. 

Ainsi  il  faudra  ajouter  au  premier  membre  de  Téquation  du  n**  2  les 

termes  suivants 

(d'x  ,  d^y    ,  rf»2  . 


Jd'x"  .    „       d'y''  .   „      d'z"      ,\ 


El  l'on  aura  cette  équation  générale  pour  le  mouvement  du  système 

fd^x    ,.  d'y    ^  d'z    ^  _^^  ^^  ,,  ^  \ 

o  — m( -^  ox  ^  -^   or  -f-  -^  oz  -h  Vàp  -+-  O07  -^    '^^'^   -f-...j 


3. 
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6.  Pour  en  faire  usage,  on  remarquera  d'abord  que,  si  Ton  dénote  par 
^1»  Ji»  ^i  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  du  cen- 
tre des  forces  P,  par  0:2»  J2.  ^2  celles  du  centre  des  forces  Q,  par  0:3, /s» 
5,  celles  du  centre  des  forces  R,  et  ainsi  des  autres,  ces  coordonnées 
étant  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  coordonnées  des  corps,  on  aura 


p- 

=  sl[x- 

-*.)' 

-t-(r- 

-X'f 

+  (z- 

■z,)', 

<1 

yfïT- 

-X,)' 

+  (j- 

-T'Y 

+  {z- 

■z,)\ 

r  : 

=  vV  - 

>   •   •  •  • 

+  (/- 

■z,f, 

m 

de  sorte  qu'en  différentiant  on  aura  les  valeurs  de  ip,  ^q,...  exprimées 
en  5a7,  Jy,  J2.  Et  l'on  trouvera  de  même  celles  de  ^p\  Sq\ ...  en  àx\ 
8y\  $z\  et  ainsi  de  suite. 

De  plus,  en  ayant  égard  à  la  disposition  mutuelle  des  corps,  on  aura 
une  ou  plusieurs  équations  de  condition  entre  les  variables  ^,  v,  z,  x\ 
y\  z',...,  par  le  moyen  desquelles  on  pourra  exprimer  toutes  ces  varia- 
bles par  quelques-unes  d'entre  elles,  ou  bien  par  d'autres  variables  en 
moindre  nombre  et  telles,  qu'elles  soient  entièrement  indépendantes  et 
répondent  aux  différents  mouvements  que  le  système  peut  recevoir. 
Nommant  donc  ces  variables  indépendantes  y,  ^,  w,...,  on  aura,  par  la 
substitution  et  la  différentiation,  les  différences  Jo?,  Jy,  àz^  8x\  Sy\.,. 
exprimées  par  celles-ci  5^,  5^j^,  Jw,...,  et  l'équation  générale  du  nu- 
méro précédent  prendra  cette  forme 

Or  les  variables  9,  tf,  w,...  étant  (hypothèse)  indépendantes  les  unes 
des  autres,  leurs  différences  Jç?,  J^j^,  Jw,...  seront  absolument  indéter- 
minées; donc  pour  satisfaire,  en  général,  à  l'équation  précédente  il  fau- 
dra faire  séparément 

Ces  équations  particulières  étant  en  même  nombre  que  les  variables  in- 
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déterminées  9,  if,  w,...  serviront  à  déterminer  ces  mêmes  variables,  et 
par  conséquent  le  mouvement  de  tout  le  système. 

7.  Telle  est  la  méthode  générale;  mais  elle  est  susceptible  de  ditVé- 
rentes  simplifications  que  nous  exposerons  ailleurs.  Nous  nous  conten- 
terons ici  de  montrer  comment  on  peut  abréger  le  calcul  nécessaire  pour 
réduire  les  quantités 

en  fonctions  de  9,  ^f ,  w, 

Pour  cet  effet  je  remarque  que,  puisque  les  deux  caractéristiques  ci  et  8 
représentent  des  différences  ou  variations  indépendantes  entre  elles, 
toute  quantité  affectée  de  ces  deux  caractéristiques  à  la  fois  doit  avoir  la 
même  valeur,  dans  quelque  ordre  qu'elles  soient  placées,  ce  qui  est  facile 
à  démontrer  et  forme  le  principe  fondamental  du  Calcul  des  variations. 
Ainsi  dHx  sera  la  même  chose  (jue  8dx,  d^Sx  la  même  chose  que  od'x, 
et  ainsi  du  reste. 

Il  s'ensuit  de  la  que  la  quantité 

d^x  dx  -h  d^yèr  -h  <hz  dz 


fc  « 


sera  la  même  chose  que  celle-ci 


di  dx  ox  -h  f/r  ô  )'  -f-  dz  dz d\  dx^  -h  d}'^  -f-  dz^  ; 

9. 


%  ft 


de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  trouver  la  valeur  des  deux  quantités 

dx  dx  -+-  dy  dy  -h  dz  àZy     dx^  -f-  dy-  -f-  dz- 

en  9,  '^,  Cl),...,  et  leurs  différences,  et  de  différentier  ensuite  la  première 
par  d  et  la  seconde  par  d,  c'est-a-dire  en  affectant  les  différences  des  ca- 
ractéristiques d  ou  ô. 

8.   Or  X  étant  une  fonction  de  y,  '^,  'o....,  on  aura 

,         dx  j        dx    ,,        dx    , 
dx  -=i  -r-  ao  -\ — rr  dût  H — 7-  dr»)  -4-  . .  . , 
(/9  d^     ^        dr,) 
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e!  de  même 


Donc 


^         dx  -         dx  ^ .        dx  * 

ôj;  =  -7-  09  -f-  -/r  oïl  -h  -/-  <5w  H- 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables  dy^,  dy^y,  dz^,  dz  îs. 

Ainsi  la  quantité 

dx^  -f-  dy^  -4-  dz^ 

sera  de  la  forme 

L  ^9*  -h  2M  c^9  (/^  -h  N  </ij^'  -4- . . . , 

L,  M,  N, . . .  étant  des  fonctions  connues  des  variables  finies  9,  (f, ...  ;  et 

de  même  la  quantité 

dx  ix  -h  rfr  ^r  -^  ^2  é-z 

sera  de  la  forme 

L  ^9  89  -h  M  J9  i'!  -+-  d^  ^9  )  -H  N  rf^j^  64»  -^- 

Donc,  en  différentiant  la  première  de  ces  quantités  par  J,  on  aura 

=-  -(îL(/9'-h  Ld9dd(^  -f-  3Mc?9ûf^j>  -+-  M(/(j^ôrf9  -f-  M^9($rfv|/  -h  . . ., 

et  en  différentiant  la  seconde  par  d,  on  aura  pareillement 

didxdx  H-  rf/  ^/  -f-  (/z  3z  ) 

=  rf(Lc/9)d9  4-Lc/9rfÔ9M-(/(M(/9)ô^j>4-M(/9rfdij>^-rf(Mrfv|/)d9-hMûf<j;</69-f-.... 

Retranchant  donc  la  quantité  précédente  de  cette  dernière,  en  se  souve- 
nant que  8d(p  est  la  même  chose  que  rfjy,...,  on  aura  la  valeur  de 

d^x  dx  -h  d^y  dy  4-  d^z  'îz, 

laquelle  sera  exprimée  ainsi 

d(Ld(^)d(p ^  -hrf(Me/9)ô4^  4- </(Mrf<j;)«59  —  5Mrf9rfil^  -f- 
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dette  quantité  résulte  évidemment  de  celle  qui  exprime  h  valeur  do 

si  Ton  y  change  les  signes  de  tous  les  termes  qui  contienneiil  des  ditlé- 
rences  affectées  de  la  simple  caractéristique  5,  et  que,  dans  les  autres 
termes  où  se  trouvent  les  différences  affectées  de  la  double  caracléris- 
tique  9d,  on  efface  la  d  après  la  8,  et  qu'on  l'applique  aux  quantités  par 
lesquelles  ces  différences  sont  multipliées. 

Ainsi  Ton  changera  le  terme  -îLr/y*  en 5Le/9^  le  terme  Ldf^Sd'^ 

en  d{Ld^)  î<p,  et  ainsi  des  autres. 

Cette  règle  est,  comme  on  voit,  très-simple,  et  Tacilitr»  extrêmement  le 
mécanisme  du  calcul  que  notre  méthode  demande.  On  pourrait  la  dé- 
montrer à  priori;  mais  nous  avons  préféré  la  démonstration  précédente, 
comme  étant  plus  sensible  et  plus  convaincante. 

9.  A  l'égard  des  termes 

et  de  leurs  semblables,  on  remarquera  que  dans  le  cas  de  la  nature  les 
forces  P,  Q,  R,...  sont  ordinairement  des  fonctions  des  distances//,  y, 
r,...,  en  sorte  que  les  termes  dont  il  s'agit  sont  tous  intégrables;  ce  qui 
fournit  aussi  un  moyen  de  simplifier  beaucoup  le  cab'ul  de  ces  termes: 
car  il  n'y  aura  qu'à  intégrer  d'abord  a  l'ordinaire  la  quantité 

et  la  redifférentier  ensuite  relativement  à  la  caractéristiiiuc  rJ. 
Dans  le  Svstème  du  monde  on  a 

V 

Il  _  /      n  ^  s       H  ._  ^' 

p'  q^  r* 

y,  g.  A,...  étant  des  constantes;  donc  on  aura  dans  ce  cas 

Pâ/i -h  Qa^ -h  Râr-f- . .  .=  -  0^^-+- ^ -f- ^ -h  . . .  V 
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10.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  résulte  une  méthode  fort 
simple  pour  transformer  l'équation  générale  du  n®  5  par  la  substitution 
dV.utres  variables  quelconques  à  la  place  de  x,y,  z;  x\y\  z'\ 

Soil,  pour  abréger, 

dx^  -h  û^r  '  -+-  dz"          ,  dx'-  4-  dy'^  -f-  dz'^  „  dx"^  -f-  dy"''  -f-  dz'"" 

T  =:  m H-i — y-  m  —- h  m 


df  2  do  2  di 

V=:  m   \{^dp    -H  Qrfg  -f-  Wdr  -f-...) 

'  (*(P'rf/?'  4-  Ç^dq'  H-  H'(/r'  -4-. . .) 


m 

t. 


m"  A P"rfp"H-  Q'rfç '-f-  R'Wr"-f- . . . ^ 


Et  supposons  X,  r,  z  ;  ^',  y\  . . . ,  exprimées  par  d'autres  variables  quel- 
conques y,  tf ,  rù On  substituera  les  valeurs. données  de  Xy  y,  z\  x\ 

j, . . .  en  9,  (j^,  w, . . .  dans  les  deux  quantités  T  et  V;  on  différentiera  en- 
suite suivant  5,  en  regardant  y,  t|/,  w,. ..  et  rfy,  d\y  rfw,...  comme  des 
variables  particulières;  et  l'équation  générale  deviendra 


(îw  -t-.  .  .  —  o, 


fîT 

en  entendant  par  t-  le  coeiricient  de  îy  dans  la  différentielle  de  T,  par 
^-r-  l<i  coefficient  de  5rf©  dans  la  même  différentielle;  et  ainsi  du  reste. 

11.  Si  les  variables  ç>,  ^,  w,...  sont  indépendantjes  entre  elles  (et  Ton 
peut  toujours  les  prendre  telles,  qu'elles  le  soient),  on  aura  sur-le- 
champ  (6),  pour  le  mouvement  du  système,  ces  équations  particulières 

aT  _^     ôy_ 

,  ôT      ôT     av 

0  ao)        ûot)        oe») 
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Mais,  si  ces  variables  ne  sont  pas  indépendantes,  alors  il  faudra  ré- 
duire les  diflerenees  dip,  d(|/,  doi>,...  au  plus  petit  nombre  possible,  et, 
égalant  ensuite  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  resteront, 
on  aura  les  équations  du  Problème. 

12.  Si  Ton  multiplie  les  équations  précédentes  respectivement  par  rfy, 
(t}f^  ^o),...,  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  on  aura  une  équation  in- 
tégrable.  En  effet,  puisque 

^  ^  ^î    .  ^f  ^  ^       ^  ^  ^T  ./  «T    ,        dT    .,       dT    ,         \ 


idcf     ^      id^      ^      dd(ù 

Féquation  dont  il  s'agit  sera 

,/  ÔT    .  aT         .,    dT    .  \ 

^T     .,  ôT    .  ,         AT     ,, 

ôc/9      ^      (5c/4^      ^       drfw 

dT    ,  ÔT    ,,         aT    , 


•  •  • 


^  â^  '^^  ^  «q;  '''<'  -^  â^ ''^  +...  =  0. 

Or.  V  étant  une  fonction  finie  de  ç>,  <f,  (•>,...,  on  aura 

.^      rfV  .       rfV  ,,       d\  . 

mais 

rfV       dV       rfV       ÔV 

d(f        ^9        c/vp        d^ 

ce  qui  est  évident  par  la  nature  du  Calcul  différentiel.  Donc  on  aura  aussi 

On  démontrera  de  même  que,  puisque  T  est  une  fonction  des  quantités 
finies  9,  ^,  <i),...  et  de  leurs  différences  premières  dcp,  d^,  rfw,...,  en  re- 

V.  4 


iA 
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gardant  9,  tj^,  co,...,  df^  d^,  dra^...  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes les  unes  des  autres,  on  aura 

Ainsi  l'équation  précédente  prendra  cette  forme 

donl  l'intégrale  est 

^      J  ^T        ,,  dT      j  rr.  «r 

Je  remarque  maintenant  que  par  la  nature  de  la  quantité  T  on  a  né- 
cessairement 

oT    .       ax    .,       aT   , 


Car  T  étant  une  fonction  homogène  de  deux  dimensions  des  différences 

rir,  dy^  dz^  dx\  dy\  dz\.,.  (10),  elle  sera  aussi  une  pareille  fonction 

des  différences  rfjp,  d^^  rfo,...;  donc,  regardant  ces  différences  comme 

des  variables  particulières,  on  aura  par  la  propriété  connue  de  ces  sortes 

de  fonctions 

dl    ,        dT    ,^        dT    . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


odo    ^       dd^     ^       odfji 

L'intégrale  trouvée  deviendra  donc 

T-h  V=  consi., 

équation  qui  n*est  autre  chose  que  celle  qui  renferme  le  principe  connu 
de  la  conservation  des  forces  vives;  car  il  est  visible  que  2T  exprime  la 
somme  des  forces  vives  actuelles  de  tous  les  corps  du  système,  et  que 

consi.  —  2  V 
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est  égal  à  la  valeur  de  ces  forces  en  supposant  les  corps  libres  et  isolés 
(numéro  cité). 

Notre  méthode  donne  ainsi  une  démonstration  directe  et  générale  de 
ce  fameux  principe,  mais  on  aurait  tort  de  la  confondre  pour  cela  avec 
ce  même  principe;  car  ce  principe  ne  donne  de  lui-même  qu'une  seule 
équation,  et  ne  suffît  seul  que  pour  résoudre  les  Problèmes  qui  ne  de- 
mandent qu'une  seule  équation;  au  lieu  que  notre  méthode  donne  tou- 
jours toutes  les  équations  nécessaires  pour  la  solution  du  Problème. 

On  aurait  pu  au  reste  déduire  immédiatement  le  principe  de  la  con- 
servation des  forces  vives  de  l'équation  générale  du  n®  5,  en  y  changeant 
la  caractéristique  $  en  d  (ce  qui  est  évidemment  permis,  puisque  les  dif- 
férences marquées  par  î  sont  indéterminées  et  arbitraires)  et  intégrant 
ensuite;  mais  nous  avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  faire  voir  com- 
ment les  différentes  équations  différentielles  du  mouvement  du  système 
fournissent  toujours  une  équation  intégrable,  qui  n'est  autre  chose  que 
celle  de  la  conservation  des  forces  vives. 

13.  Si  le  système  donné  était  composé  d'une  infinité  de  particules 
animées  par  des  forces  quelconques  proportionnelles  à  des  fonctions  des 
distances;  nommant,  en  général,  dm  la  masse  de  chaque  particule,  P, 
Q,  R,...  les  forces  qui  la  sollicitent  vers  des  centres  donnés  et  qu'on  sup- 
pose proportionnelles  à  des  fonctions  des  distances  /?,  ^r,  r,...  à  ces  cen- 
tres, X,  y  y  z  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  de 
cette  particule  dans  l'espace;  et  dénotant  par  le  signe  S  des  intégrations 
relatives  à  la  somme  de  toutes  les  particules  du  système;  il  est  clair  que 
les  quantités  T  et  V  du  n^  10  deviendront 

^  _  S ( dx^  -f-  dy^  -i-  dz*)  dm 


V=:  Srfm  Ç{Vdp  -h  Qdq  -f-  IWr  -*- . . .  u 


Et  Ton  pourra  après  les  substitutions  faire  sortir  hors  du  signe  S  les 
variables  9,  ^,  co,...  qui  sont  censées  ne  dépendre  que  de  la  position  du 
système  en  général. 

4. 
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Dans  le  Système  du  inonde  on  aura 


donc 


p^  q*  r' 

p  ç  r 


SECTION  DEUXIEME. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE  A  LA  HECIIERCHE  DES  ÉQUATIONS 
POUR  LE  MOUVEMENT  d'UN  CORPS  SOLIDE  DE  FIGURE  QUELCONQUE,  ATTIRÉ 
PAR    DES    FORCES    QUELCONQUES. 

14.  Il  faut  commencer  par  chercher  les  conditions  qui  résultent  de  la 
solidité  du  corps;  or  ces  conditions  consistent  évidemment  en  ce  que  les 
distances  mutuelles  de  tous  les  points  du  corps  demeurent  invariables. 
Nommant  donc,  en  général,  x^y,  z  les  coordonnées  rectangles  d'un  point 
quelconque  du  corps,  et  x^^y^y  z^  les  coordonnées  rectangles  d'un  autre 
point  du  même  corps,  il  faudra  que  la  quantité 


\j{x  —  x^y-k-  (y  —  Xif-h  (z  —  ZxY 

soit  toujours  la  même,  et  soit  par  conséquent  indépendante  du  mouve- 
ment du  corps. 

Cela  posé,  soient  x\y\  z'  les  coordonnées  d'un  autre  point  du  corps 
pris  a  volonté  et  que  nous  appellerons  dans  la  suite  le  centre  du  corps,  et 
soit,  en  général, 

x  =  x'-^l,     y-zy'-^rif      2=:z'-hÇ; 

il  est  visible  que  ?,>],?  seront  les  coordonnées  du  mémo  élément  du 
corps  auxquelles  appartiennent  les  x,  y,  z,  mais  rapportées  à  des  axes 
passant  par  le  centre  du  corps  et  parallèles  aux  axes  des  x\  y\  z\  Si 
donc  ?|,  Y3<,  Ç<  sont  les  valeurs  de  ?,  vj,  Ç  pour  l'élément  qui  appartient 
aux  coordonnées  Xi,  y^,  Z|,  on  aura  aussi 
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et  la  distance 

sera  exprimée  par 


s 
s 


De  sorte  que  les  conditions  provenantes  de  la  solidité  ne  pourront  regar- 
der que  les  coordonnées  £,  vj,  Ç,  et  nullement  les  coordonnées  x\  y\  z\ 
lesquelles  demeureront  par  conséquent  indéterminées.  C'est  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident  de  soi-même,  puisque  ces  dernières  coordonnées  se 
rapportent  à  un  point  déterminé  de  la  masse  du  corps,  dont  la  position 
dans  l'espace  peut  être  quelconque. 

15.  Toute  la  ditfîculté  se  réduit  donc  à  déterminer  la  forme  des  quan- 
tités §,  rif  Ç,  en  sorle  qu'elles  satisfassent  aux  conditions  de  la  solidité. 
Or  je  remarque,  en  général,  que  si  l'on  imagine  dans  l'intérieur  du  corps 
trois  axes  flxes  et  perpendiculaires  entre  eux  qui  se  coupenl  dans  le  cen- 
tre du  corps,  et  qu'on  rapporte  à  ces  axes  la  position  de  chaque  point  du 
corps  par  de  nouvelles  coordonnées  rectangles  a,  6,  c,  ces  coordonnées 
serviront  à  déterminer  la  position  et  la  distance  mutuelle  de  tous  les 
points  du  corps;  de  sorte  que  le  corps  sera  solide  lorsque  ces  coordon- 
nées seront  constantes  pour  chaque  point  du  corps,  et  par  conséquent 
indépendantes  du  temps;  mais  si  elles  peuvent  varier  d'un  instant  a 
l'autre,  le  corps  changera  alors  de  figure,  comme  les  corps  flexihles  ou 
fluides.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  chercher  les  valeurs  des  premières  coor- 
données Ç,  ï],  Ç  exprimées  par  les  dernières  a,  b,  c,  et  les  conditions  de 
la  solidité  seront  remplies  en  regardant  ces  dernières  comme  constantes. 

Or,  comme  ces  différentes  coordonnées  se  rapportent  aux  mêmes  points 
du  corps,  et  ont  d'ailleurs  leur  origine  dans  le  même  point  (|u'on  prend 
pour  le  centre  du  corps,  mais  ne  diffèrent  que  par  la  position  de  leurs 
axes,  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  les  valeurs  dont  il  s'agit,  soit  à  l'aide 
de  la  Trigonométrie,  ou  par  des  construchons  géométriques,  ou,  ce  qui 
est  encore  plus  simple,  par  la  Théorie  connue  de  la  transformation  des 
coordonnées;  nous  les  donnerons  plus  has,  et  nous  commencerons  ici 
par  faire  des  remarques  générales  sur  les  expressions  de  ces  valeurs. 


.y>  THEOBIE 

ih,  .S;*fi»  thtiti'.U^.r  •:*'*  f'Xpres>ion>  od  |>eul  d'îil>jrd  coDclure,  soit  «le 
h  lUi-'fn^  f\*i  h  triri??forrriation  des  coordoonfes,  s^iil  de  celle  considérà- 
fiofj  qfjVri  '-mn^ij^ui  r.  ou  ?:,  ou  •  coDsUinte>  re  qui  donne  des  plaD> 
(^q^fidi^ruUîr^  :iux  axe*  de  ce>  méujes  coordonnées  on  doit  avoir  lou- 
jour*  de*^  e/jijation<^  linéaires  entre  a,  6.  r:  on  peuL  di>-je,  conclure  de 
U  qij<-  le*>  %';ileur^  de  f ,  •#:.  •  en  a,  t,  c  ne  peuvent  être  que  de  la  forme 
•uiv;int<' 

/.  TT.  ^r/  —  hr.    —  Cf   , 

les  qu;intités  ç\  c\  i\  r,\  r/',...  étant  les  mêmes  pour  tous  les  points  du 
f'orps  et  dépendant  uniquement  de  la  position  de  ses  axes  par  rapport  aux 
îixes  fixes  des  coordonnées  x,  v,  z. 

(h  les  conditions  de  la  solidité  du  corps  consistent  en  ce  que  la  dis- 
l^ince  entre  deux  points  quelconques  doit  être  constante,  et  par  consé- 
quent indépendante  des  quantités  z\  r/,  T,  |",  yî'  , . . .  :  donc,  si  l'on  su|>- 
pow;  que  les  coordonnées  a,  b,  c  et  2,  r,,  %  répondent  à  un  point  du  corps, 
et  que  pour  un  autre  point  elles  deviennent  a,,  i,,  c,.  £,,>;,,  ?,,  il  est 
riair  que  Va  distance  entre  ces  deux  points  sera  exprimée  également  par 

via  —  a, /'  —  ■  6  —  6,  '  —  \c  —  c^  * 
et  p;ir 

en  sorte  qu'il  faudra  qu'on  ait  cette  équation  identique 

'$--$.)'  -^  'r,  -  •/;./  -4-  (  r  -  i;.  )'  =  [a  -  a,y  •^-  (b  —  b,)' -{- '  c  -  c,  :i. 

Mais  il  est  visible  que  pour  avoir  ç,,  yj^,  Ç»,  il  n'y  a  qu'à  changer  a, 
A,  c  en  a,.  6,,  c,  dans  les  expressions  précédentes  de  ^,  >3,  Ç,  et  qu'ainsi 
pour  avoir  ^—  Ç,,  vj  —  vj,,  ?—  ^,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  les  mêmes 
expressions  a  —  a, ,  A  —  6, ,  c  —  c,  au  lieu  de  a,  b,  c. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  et  comparant 
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les  termes  semblables,  on  aura  ces  six  équations  de  condition 

Ç'>   -H  y,'.  ^  Ç'.  =3  ,,         Ç'Ç"  ^  ^V   ^-  Ç'Ç"  =:  O, 

i"' -*- 7î"» -f-  r' = I ,  rr -+-  ^'^"^ -4-  CT = o, 

entre  les  neuf  variables  Ç',  tq',  Ç',  ?",...;  en  sorte  que  ces  variables  se  ré- 
duiront à  trois  indéterminées. 

17.  Si  Ton  voulait  avoir  les  valeurs  de  a,  6,  c  en  Ç,  vj,  ^,  il  suilirait 
d'ajouter  ensemble  les  trois  équations  ci-dessus 

après  avoir  multiplié  respectivement  ces  équations  par  ?',  vj',  Ç',  par  £", 
ïj",  Ç"  et  par  §*',  >]*',  Ç";  car  en  vertu  do  ces  six  équations  de  condition 
trouvées  on  aura  sur-le-champ 

Or,  comme  ces  expressions  de  a,  6,  cr  doivent  satisfaire  également  à  l'é- 
quation identique 

, rt  —  û.  ;»  -^  (  ft  -  6.  )'  -M  c  —  6'.  j'  1=  ;  $  -  S.  -  -h  .  yj  -  ■/;,  !'  -f-    ?  -  Ç.  )S 

en  les  substituant  dans  cette  équation  et  comparant  les  termes  homolo- 
gues, on  aura  ces  six  autres  équations  de  condition 

lesquelles  doivent  être  une  suite  nécessaire  de  celles  qu'on  a  trouvées  ci- 
dessus,  puisqu'elles  résultent  de  la  même  équation  identi<|ue. 

18.  Substituons  maintenant  dans  les  expressions  de  T  et  V  du  n**  13, 
pour  ar,/,  s,  leurs  valeurs  x'-hq,  j'-Hiî,  -  ^-^  (**)• 
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On  aura  d'abord 

</:r'—  dy^A-  dz^  =  rfx'^-h  dy"^  dz''-h  9.{dx'dl-h  dfdn  -f- dz'dÇ)  -^ dg»-*-  rfyj'H- c^Ç'; 

multipliant  par  dm  et  intégrant  par  rapport  a  la  caractéristique  S,  la- 
quelle ne  regarde  que  la  variabilité  des  coordonnées  a,  b,  c  contenues 
dans  les  valeurs  de  Ç,  >3,  Ç,  puisque  ces  coordonnées  sont  les  seules  quan- 
tités qui  varient  d'un  point  du  corps  à  l'autre,  on  aura 

^      dr"-i-dy'-i-flz'' ^  _,        dr'Sdidm-i-dr'^dr,dni-^dz'Sd^(im      S(d?'-^dn^'^dK')df/i 
2dt  dt^  'idt^ 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  de  d^,  din,  rfÇ. 

Or,  S,  étant  égal  à  aS'-h  6Ç"h-  cÇ*",  on  aura,  en  regardant  a,  6,  c  comnrje 
constantes  dans  la  difTérentiation  de  Ç,  et  ensuite  comme  seules  variables 
dans  l'intégration  marquée  par  S,  on  aura,  dis-je, 

Sdldm  =  dl'iiadm  -h  dt^'Sbdm  -f-  dl'"Scdm, 

et  l'on  aura  de  même  les  valeurs  de  Sd-ndniy  SdÇdm  en  changeant  dans 
la  précédente  la  lettre  5  en  vj  ou  Ç. 

19.  Mais  je  remarque  que,  si  l'on  suppose  (ce  qui  est  permis  et  même 
très-naturel)  que  le  point  que  nous  avons  pris  pour  le  centre  du  corps  (14) 
en  soit  le  véritable  centre  de  gravitéy  les  valeurs  des  intégrales 

i^adm,     Sbdm,     Scdm, 

qui  expriment  les  sommes  des  moments  de  chaque  particule  dm  du  corps 
par  rapport  à  trois  axes  passant  par  son  centre,  seront  nulles  par  les  pro- 
priétés connues  du  centre  de  gravité.  De  sorte  qu'on  aura  dans  cette  hy- 
pothèse 

ce  qui  simplifie  beaucoup  la  valeur  de  T,  et  la  réduit  à 

^      dx''  -^  dy''  -f-  dz"  ^  ,         S(rf$'  -+-  dn'  -^  rfÇ'  )  dm 
2dt^  idt^ 

^ Cette  expression  de  T  est,  comme  on  voit,  composée  de  deux  parties, 
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dont  la  première  dépend  uniquement  des  variables  x\  y\  z'  qui  se  rap- 
portent au  centre  de  gravité  du  corps,  et  dont  la  seconde  dépend  seule- 
ment des  variables  §,  yj,  Ç  qui  donnent  la  position  de  toutes  les  particules 
du  corps  autour  de  ce  centre;  ainsi  ces  deux  parties  sont  indépendantes 
entre  elles  et  peuvent  être  traitées  séparément.  La  première  n'est  autre 
chose  que  la  valeur  de  T  qui  aurait  lieu  dans  le  cas  où  Ton  supposerait 
tout  le  corps,  dont  la  masse  est  S^//n,  concentré  dans  son  centre  de  gra- 
vité, et  où  l'on  chercherait  le  mouvement  de  ce  centre;  la  seconde  partie 
exprime  au  contraire  la  valeur  de  T  qui  aurait  lieu  dans  le  cas  où  Ton 
supposerait  le  centre  du  corps  fixe  (soit  que  ce  centre  soit  celui  de  gra- 
vité ou  non),  ce  qui  donnerait 

» 

dx':=i  O,      rfj'=  O,      rf2'=  o, 

et  où  l'on  chercherait  seulement  le  mouvement  de  tous  les  autres  points 
du  corps  autour  de  ce  centre. 

20.  Je  désigne  la  valeur  de  ^dm  ou  la  masse  du  corps  par  m.  Ainsi 
la  première  partie  de  la  quantité  T  sera  représentée  par 

dx'^  -h  dy'^  -h  dz'^ 

Comme  cette  expression  ne  contient  que  les  variables  x\  y\  z'  qui  sont 
(hypothèse)  indépendantes  tant  entre  elles  que  des  autres  variables  du 
Problème,  elle  n'a  pas  besoin  d'autre  préparation;  ainsi,  en  l'employant 
à  la  place  de  T  dans  les  équations  du  n^  1 1  et  prenant  x\  y\  z'  pour  y,  vj;. 
Cl),  on  aura  les  trois  équations  nécessaires  pour  le  mouvement  du  centre 
du  corps. 

Mais,  si  au  lieu  des  coordonnées  x\  y'  de  l'orbite  projetée  on  veut 
employer  à  l'ordinaire  le  rayon  vecteur  p  et  l'angle  d  parcouru  par  ce 

rayon,  on  fera 

x'^pcoso-,    j^'=:psina, 

et  l'on  aura,  en  substituant, 

dx""  -h  dy""  =  p'da'  -h  c/p-. 
V.  ^  5 
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Cette  dernière  manière  de  représenter  l'orbite  du  corps  est  surtout  utile 
lorsqu'elle  est  peu  différente  d'un  cercle  et  en  même  temps  peu  inclinée 
au  plan  des  coordonnées  x^y ^  comme  cela  a  lieu  à  l'égard  de  toutes  les 
Planètes  par  rapport  à  l'écliptique;  car  alors  p  est  une  quantité  à  peu 
près  constante,  (Test  à  peu  près  proportionnel  au  temps,  et  z'  est  toujours 
une  quantité  très-petite,  ce  qui  fournit  des' moyens  d'approximation 
pour  la  détermination  du  mouvement  du  corps. 

Si  Ton  veut  éviter  les  angles,  on  considérera  qu'en  représentant, 
pour  plus  de  simplicité,  le  temps  /  par  l'angle  du  mouvement  moyen, 
c'est-à-dire  par  la  valeur  moyenne  de  (7,  la  différence  d  —  /  sera  tou- 
jours un  angle  fort  petit  dans  l'hypothèse  précédente;  d'où  il  s'ensuit 
que  psin(a  — /)  sera  une  quantité  fort  petite  et  pcos((7— ^)  une  quan- 
tité peu  variable. 

Faisons  donc 

psinfo--   /)— Y,     pcosio- — /) -- X, 

on  aura 

psina=r  Y  cos/  -h  Xsin/  —  ^',     pcosc  —  Xcos^  —  Y  sin/m  x'\ 

et  de  là  on  tirera 

dx'^  -h  df'  =r  (  JX  -  \dtY  H-  (c/Y  -\-  \dl  ,K 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  variables  X,  Y  introduites  à  la  place  de  x\  y' 
ne  sont  autre  chose  que  de  nouvelles  coordonnées  rectangles  ayant  la 
même  origine  que  celles-ci,  et  couchées  sur  le  même  plan,  mais  pla- 
cées de  manière  que  l'axe  des  X  soit  mobile  et  passe  toujours  par  le  lieu 
moyen  du  corps,  et  que  l'axe  des  Y  soit  toujours  perpendiculaire  à  celui- 
là.  C'est  ainsi  que  M.  Euler  a  représenté  le  mouvement  de  la  Lune  dans 
sa  nouvelle  Théorie  de  cette  Planète;  et  notre  méthode  donnera  immé- 
diatement l'es  mêmes  équations  que  M.  Euler  n'a  trouvées  qu'à  l'aide  de 
plusieurs  substitutions  et  réductions. 

En  employant  d'autres  substitutions  on  trouvera  des  formules  diffé- 
rentes, et  l'on  sera  assuré  d'avoir  toujours  par  cette  méthode  les  équa- 
tions les  plus  simples  dont  chaque  manière  de  représenter  le  mouvement 
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du  corps  est  susceptible;  ce  qui  n'est  pas  un  des  moindres  avantages  de 
notre  méthode. 

21.  Venons  maintenant  à  l'autre  partie  de  la  valeur  de  T,  laquelle 
contient  les  quantités  relatives  au  mouvement  de  rotation  du  corps  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  et  qui  est  représentée  par  la  formule 

S;  rfÇ^  J-^rf^*  -h  rfÇ'  )  dm 

_„^  ._. 

On  y  substituera  donc  à  la  place  de  rf|,  rAj,  rfÇ  leurs  valeurs  tirées  des 
expressions  du  n**  16.  Mais  je  remarque  qu'on  rendra  les  résultats  beau- 
coup plus  simples,  si  a  la  place  de  la  quantité 

^/Ç'  -+-  dr,'  -+-  dt' 
on  prend  celle-ci 

qui  lui  est  équivalente  en  vertu  des  équations  de  condition  du  n"  17. 
En  effet,  puisque 

dl-  :adl'-hbdl"^cdl'',  dn=adn'-hbdT/' -\~cdr}'\  d^  =  ad}:'  ^r  bdl^^'-hcdr, 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

dp  =  i^'di''-^  w'dw'-h  r^r, 

dQ  ^  Xdl"'  -î-  f\dr{'  -h  Ç'^Ç", 
c/R  =  frf^'  -^  f{'dT!  -f-  r'rfÇ', 

et  qu'on  ail  égard  aux  équations  de  condition  du  n"  16  différentiées,  on 

trouvera 

Xdl  -h  n'dr,  -f-  Ç'rfÇ  =  crfQ  -  6rfR, 

X'dl  -+-  ^"dn  ^  XJ'dX,  =  ad\{  -  cdP, 

Ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trois  quantités,  on  aura  donc 

dl'^dn'-4-dZ'={cdQ—bdR)''^{adR-cd?y-h{bdP'-adQY 

=  a'-^'b^)dl\''{-(a''\'ChdQ^'{-{b''Vc')dP^—9.bcdQdR—:iacdPdK—7.abdVdQ, 

5. 
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Ainsi  la  quantité 


S(rfg^-l-c/yi'-f-(/g»)rf/n 


deviendra 


en  faisant,  pour  abréger, 

A  =  S(a'  H^  6')  dm,     B  =  S(a'-+-  c')  dm,     C  =  S(6»-»-  c»)  dm, 
F  =  Sàcdm,  G  =  Sacdm,  ÏL  =  Sabdm. 

Ces  intégrations  sont  relatives  à  toute  la  masse  du  corps,  en  sorte  que 
A,  B,  C,  F,  G,  H  doivent  être  maintenant  regardées  et  traitées  comme 
des  constantes  données  par  la  figure  du  corps. 

22.  Il  est  à  présent  nécessaire  de  réduire  les  neuf  variables  §',  in\  Ç', 
§",. . .  à  trois  indéterminées,  ce  qu'on  peut  obtenir  par  le  moyen  des  six 
équations  de  condition  du  n®  16,  ou  plus  simplement  encore  en  cher- 
chant directement  les  valeurs  de  ces  mêmes  variables  par  la  méthode 
connue  de  la  transformation  des  coordonnées. 

En  effet,  puisque  Ç,  vj,  Ç  sont  les  coordonnées  rectangles  d'un  point 
quelconque  de  la  masse  du  corps  par  rapport  à  trois  axes  passant  par  son 
centre  et  parallèles  aux  axes  fixes  des  coordonnées  a?,  j,  z,  et  que  a,  6,  c 
sont  les  coordonnées  rectangles  du  même  point  par  rapport  à  trois  autres 
axes  passant  par  le  même  centre,  mais  fixes  au  dedans  du  corps  et  par 
conséquent  variables' k  l'égard  des  axes  des  ?,  >],  Ç,  il  s'ensuit  que  pour 
avoir  les  expressions  de  ?,  vj,  Ç  en  a,  b,  c  il  n'y  aura  qu'à  transformer  de 
la  manière  la  plus  générale  ces  dernières  coordonnées  dans  les  autres. 

Pour  cela  nous  nommerons  co  l'angle  que  le  plan  des  a,  b  fait  avec 
celui  des  Ç,  vj,  et  t|;  l'angle  que  l'intersection  de  ces  deux  plans  fait  avec 
l'axe  des  §;  enfin  nous  désignerons  par  9  l'angle  que  l'axe  des  a  fait 
avec  la  même  ligne  d'intersection;  ces  trois  quantités  co,  ^,  çj  serviront, 
comme  on  voit,  à  déterminer  la  position  des  axes  des  coordonnées  a,  6,  c 
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relativement  aux  axes  des  coordonnées  §,  vj,  Ç;  par  conséquent  on  peut 
par  leur  moyen  exprimer  ces  dernières  par  les  autres. 

II  est  clair  que,  si  Ton  imagine  que  le  corps  proposé  soit  la  Terre,  que 
le  plan  des  a,  6,  soit  celui  de  Téquateur,  et  que  l'axe  des  a  passe  par  un 
méridien  donné;  que  de  plus  le  plan  des  ^,  yj  soit  celui  de  Técliptique, 
et  que  Taxe  des  Ç  soit  dirigé  vers  le  premier  point  d'Aries;  il  est  clair, 
dis-je,  que  w  sera  l'obliquité  de  l'écliptique,  ^  la  longitude  de  Téquinoxe 
d'automne  ou  du  nœud  ascendant  de  l'équateur  sur  l'écliptique,  et  9  sera 
la  distance  du  méridien  donné  à  cet  équinoxe.  Mais,  si  l'on  transporte 
ces  dénominations  à  la  Lune,  en  prenant  cette  Planète  pour  le  corps  dont 
il  s'agit,  on  aura  w  pour  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'éclip- 
tique, 6  pour  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  et  9  pour 
la  distance  d'un  méridien  lunaire  à  ce  nœud. 

En  général  ç  sera  l'angle  que  le  corps  décrit  en  tournant  autour  de 
l'axe  des  coordonnées  cr,  axe  qu'on  pourra  appeler,  à  cause  de  cela,  axe 
de  rotation  du  corps^  90®  —  w  sera  l'angle  d'inclinaison  de  cet  axe  sur  le 
plan  fixe  des  coordonnées  §  et  y?,  et  tf  —  90"  sera  l'angle  entre  la  projec- 
tion de  ce  même  axe  et  l'axe  des  coordonnées  Ç. 

23.  Cela  posé,  supposons  d'abord  qu'on  change  les  deux  coordonnées 
a  et  6  en  deux  autres  a\  h'  placées  dans  le  même  plan,  mais  telles,  que 
l'axe  des  a'  tombe  dans  l'intersection  des  deux  plans  et  celui  des  b'  soit 
perpendiculaire  à  cette  intersection;  on  aura 

a'  =  acos9  —  h  sinqp,     b' z^b  C0S9  -h  asincp. 

Supposons  ensuite  que  les  deux  coordonnées  b'  et  c  soient  changées  en 
deux  autres  b'\  c\  dont  l'une  6"  soit  toujours  perpendiculaire  à  l'intersec- 
tion des  plans,  mais  soit  placée  dans  le  plan  des  ^  et  vj,  et  dont  l'autre  c' 
soit  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan;  on  trouvera  de  la  même  manière 

h"  =  6'cosw  —  csino),     6*'  =  ccos&)-h  6'sino). 

Enfin  supposons  encore  qu'on  change  les  coordonnées  à  et  b"  qui  sont 
déjà  dans  le  plan  des  ?  et  >]  en  deux  autres  a",  b"  placées  dans  ce  même 


38  THÉORIE 

plan,  mais  telles,  que  Taxe  des  à'  coïncide  avec  Taxe  des  2;  on  trouvera 
pareillement 

a"  ■--  a!  cos  <]^  —  6"  sin  4»,     6  "  --  ^"  cos <]^  -f-  a'  sin  ^]; . 

Et  il  est  visible  que  les  trois  coordonnées  a!\  b"\  d  seront  la  même  chose 
que  les  Ç,  v],  Ç,  puisqu'elles  sont  rapportées  aux  mêmes  axes;  de  sorte 
qu'en  substituant  successivement  les  valeurs  de  a',  h'\  b\  on  aura  les 
expressions  cherchées  de  Ç,  vj,  Ç,  en  a,  6,  c,  lesquelles  se  trouveront  de 
la  même  forme  que  celles  du  n*^  16,  en  supposant 

^  =  cos  9  cos  4»  —  sincp  sin^»  coso), 
\"  ^=^  —  sin9  cos^  —  cos9sin4'  coso, 
^'"=:sintj;sinû); 

r!  rtr  cos9sin4'  -î-  sin9  cos']/ coso), 
y}"=  —  sin9sin4^  -\-  cos  9  cos 4»  coso, 
r!'':=^  —  cos  4  sino); 

Ç'  =sin9sino3, 
Ç"z=icos9sinw, 

Ç^'rr:  COSC). 

Ces  valeurs  satisfont  aussi  aux  six  équations  de  condition  du  même  nu- 
méro, ainsi  qu'à  celles  du  n°  17,  et  résolvent  ces  équations  dans  toute 
leur  étendue,  puisqu'elles  renferment  trois  variables  indéterminées  9, 

Si  maintenant  on  fait  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  rfP,  rfQ,  rfR 

du  n*^  21,  on  trouvera,  après  quelques  réductions,  ces  expressions  fort 

simples 

r/P  =r  sin9  sino)  ^4  -f-  cos  9^0), 

(/Q  -ziz  cos  9  sino)  r/^  —  sin9r/&), 
r/R  —  d'j  -4-  cos&)rf4'- 

24.  Puisque  les  variables  9,  ^f ,  w  sont  indéterminées  et  indépendantes 
entre  elles,  il  ne  s'agira  donc  plus  que  d'avoir  les  quantités  T  et  V  en 
fonctions  de  ces  variables:  ensuite,  différentiant  par  rapport  à  la  carac- 
téristique ô,  on  aura  trois  équations  de  la  forme  de  celles  du  n**  11,  les- 
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quelles  senriront  h  déterminer  ces  variables  par  le  temps  /,  et  par  consé- 
quent à  connaître  les  lois  de  la  rotation  du  corps. 

Si  Ton  développe  ces  équations,  on  les  trouvera  analogues  k  celles  que 
j'ai  données  autrefois  dans  ma  pièce  sur  la  Libration;  mais  elles  se  pré- 
senteront ici  sous  une  forme  encore  plus  simple,  ce  qui  est  dû  à  la  ma- 
nière dont  nous  avons  exprimé  la  quantité 

de,'  -+-  (i-n^  -4-  f/Ç' 

par  le  moyen  des  trois  quantités  rfP,  rfQ,  rfR.  xMais  quoique  ces  équations 
aient  peut-être  toute  la  simplicité  que  la  nature  du  sujet  peut  comporter, 
elles  sont  néanmoins,  comme  toutes  celles  qu'on  avait  déjà  trouvées,  pt»u 
propres  pour  la  solution  du  Problème  de  la  libration  de  la  Lune,  à  caus*' 
des  sinus  et  cosinus  d'angles  qui  se  trouvent  mêlés  avec  les  différenlielles 
de  ces  angles,  et  qui  rendent  l'intégration  fort  difficile  et  l'approxima- 
tion peu  exacte. 

25.  Comme  ce  Problème  ne  peut  être  résolu  que  d'une  manièn*  ap- 
prochée, on  doit  s'appliquer  principalement  à  donner  aux  équations  dif- 
férentielles la  forme  la  plus  convenable  pour  l'approximation,  et  il  n'est 
pas  difficile  de  se  convaincre  (fue  les  formules  les  plus  propres  à  cela  se- 
raient celles  qui  ne  contiendraient  aucun  sinus  ou  cosinus,  du  moins 
<lans  les  termes  différentiels  et  indépendants  des  forces  perturbatrices,  et 
dans  lesquelles  ces  termes  seraient  des  l'oncîtions  de  quelques  vaiiables, 
qui  par  la  nature  de  la  question  devraient  demeurer  très-petites:  en  sorte 
que  dans  la  première  approximation  on  put  réduire  ces  tondions  à  la 
forme  linéaire,  qui  est,  comme  on  sait,  la  seule  susceptible  d'intégra- 
tion, en  général,  et  quel  que  soit  le  nombre;  des  variables  et  l'ordre  de 
leurs  diflerences.  Or,  s'il  est  possible  de  remplir  ces  conditions,  ce  ne 
peut  être  qu'a  l'aide  de  quelques  substitutions  convenables;  mais  il  serait 
peut-être  difficile  de  découvrir  ces  substitutions  à  posteriori  d'après  les 
équations  différentielles  déjà  trouvées;  heureusement  notre  méthode 
fournit  pour  cette  recherche  des  moyens  directs  :  ils  dépendent  des  con- 
sidérations suivantes. 
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26.  On  voit,  par  la  forme  des  équations  du  n**  11 ,  que  les  termes  diffé- 
rentiels et  indépendants  des  forces  perturbatrices  viennent  uniquement 
de  la  quantité  T;  ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  faire  en  sorte  que  cette 
quantité  soit  elle-même  exprimée  par  des  fonctions  sans  sinus  et  cosinus 
de  quelques  variables,  qui  doivent  rester  très-petites;  pour  cela  il  faudra 
que  la  quantité  T,  et  par  conséquent  chacune  des  trois  quantités  rfP,  rfQ, 
rfR,  soit  de  la  forme  dont  il  s'agit.  Or  je  remarque  qu'en  appliquant  à  la 
Lune  les  formules  du  n**  23,  l'angle  w  qui  exprime  l'inclinaison  de  l'é- 
quateur  lunaire  sur  le  plan  de  l'écliptique  sera  toujours  très-petit  et  au- 
dessous  de  2  degrés  d'après  les  observations;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
prenait  pour  inconnues  à  la  place  de  deux  des  trois  angles  <p,  ^,  w  les 
deux  quantités  Ç',  Ç",  ou  les  deux  ?'%  ri'\  ces  nouvelles  variables  auraient 
la  condition  demandée,  et  il  ne  resterait  plus  qu'à  faire  en  sorte  que  les 
sinus  et  cosinus  du  troisième  angle  disparaissent  entièrement  des  trois 
quantités  rfP,  rfQ,  rfR. 

Il  est  vrai  que  si  l'on  voulait  appliquer  les  mêmes  formules  à  la  Terre, 
à  l'égard  de  laquelle  w  serait  égal  à  l'obliquité  de  l'écliptique,  qui  est 
de  23*^^,  les  quantités  Ç',  Ç",  Ç'",  vi'"  ne  seraient  plus  si  petites,  par  con- 
séquent la  première  approximation  ne  serait  pas  à  beaucoup  près  aussi 
exacte  que  pour  la  Lune:  mais  il  n'y  aurait  alors  qu'a  pousser  l'approxi- 
mation plus  loin  par  les  méthodes  connues. 

Quant  a  l'autre  condition  qui  regarde  l'évanouissement  des  sinus  et 
cosinus,  pour  peu  que  l'on  considère  nos  formules,  on  s'apercevra  aisé- 
ment qu'elle  se  trouvera  remplie  en  prenant  pour  inconnues  les  deux 

quantités 

Ç'  =  sinwsincp,     Ç"=  sinwcos9, 

avec  la  somme  des  deux  angles  y  et  i|^;  car  il  arrivera  nécessairement  que 
les  sinus  et  cosinus  de  f-^^  s'en  iront  des  expressions  de  rfP,  rfQ,  rfR. 
Mais  au  lieu  de  prendre  pour  inconnues  les  deux  quantités  sinwsiny 
et  sinot)cos^,  il  vaudra  mieux,  pour  éviter  les  radicaux,  prendre  ces 
deux-ci 

lang-  5109,      lang-  C0S9, 


( 
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qui  ont  en  même  temps  l'avantage  d*étre  toujours  plus  petites  que 
celle&-là. 

27.  Je  ferai  donc 


5  =  tang-sm(p,     a  — lang-cosç,     0  =  (^-h^, 

2  2 


et,  substituant  d'abord  dans  les  formules  du  n^  23 


0)  ûi) 

2tang-  2iang*- 


I  -h  lang'  -  ï  H-  lang'  - 


à  la  place  de  sinco,  cosw,  ensuite  6  —  y,  j,  w  à  la  place  de  +,  tang-  siny, 


'  tang-  C0S9  et  5^-f-  a*  à  la  place  de  tang*-?  on  aura 


y, (1-4-  a'  —  *')  oosô  H-  isusinO 

y„  (i  -f-  **—  u})  sin0  H-  2511  cosd 

s   = : — : :^ » 


r= 


l-H  **  -f-  II' 

2iisind  —  25COS0 

_  • 

I  -f-  **  -4-  II'       ' 


,       (14-  II'  — 5')  sin 6—  2iiicos& 

« ,+,'+«' ' 

^      (ï  -4-5'—  II')  COS0  —  2511  sind 

" ,+,'+„• ' 


2iicosd  +  2«sind 


H-  5'  -4-  II'  ' 

211 
~   I  -4-  5'  -h  II'  ' 

v-  ï— i'—  II' 

^  I  -+- 1'  H-  II' 

V.  G 
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28.  Substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  df,  dQ, 
dB.  du  n®  21,  on  aura,  après  les  réductions,  celles-ci 

(ï  —  5^  —  a»)  de  —  ii{sdu  —  uds) 


dK  = 


iH-  5*  -f-  a* 


''Q^  ,  +  ,.+  „.' 

,_       2{sdd-hdu) 

dV  = ; r^» 

ï  -f-  5'  -f-  a* 

lesquelles  ne  contiennent,  comme  on  voit,  ni  sinus  ni  cosinus  d'angles, 
mais  seulement  les  variables  finies  s,  m,  avec  leurs  différentielles  pre- 
mières ds^  du^  et  la  différence  dO  de  l'angle  Q. 

29.  Il  ne  restera  plus  qu'à  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  quan- 
tité V,  laquelle  dépend  des  forces  particulières  qui  agissent  sur  le  corps    * 
(13);  mais  ce  calcul  n'ayant  par  lui-même  aucune  difficulté,  nous  remet- 
trons à  la  Section  suivante  à  le  développer  relativement  à  la  Lune,  en 
lant  qu'elle  est  attirée  par  la  Terre  et  par  le  Soleil. 

30.  Mais  avant  de  terminer  celle-ci,  nous  croyons  devoir  faire  remar- 
quer que  l'axe  autour  duquel  nous  avons  considéré  la  rotation  du  corps 
(22),  et  qui  est  fixe  dans  l'intérieur  du  corps,  mais  mobile  dans  l'espace, 
n'est  pas  le  vrai  axe  autour  duquel  le  corps  tourne  à  chaque  instant  et 
qu'on  peut  nommer  axe  spontané  de  rotation.  Celui-ci  est  mobile  tant  à 
l'égard  du  corps  que  dans  l'espace,  et  sa  position  dans  le  corps  dépend 
des  trois  quantités  rfP,  rfQ,  rfR.  En  effet  la  formule    . 

dl^  -f-  rf/î»  -f-  c?Ç'  =  (crfQ  -  h  dKY  -f-  (a  rfR  -  c  rfP)»  h-  (6  rfP  -  adQY 

du  n*"  21  fait  voir  que  si  l'on  prend  les  coordonnées  a,  6,  c  proportion- 
nelles respectivement  à  rfP,  rfQ,  rfR,  la  quantité 

dl'  H-  dn^  -f-  rfÇ^ 

devient  nulle  pour  tous  les  points  qui  répondent  à  ces  coordonnées;  de 
sorte  qu'il  y  a  par  rapport  au  centre  du  corps  une  suite  de  points  en 
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repos,  formant  une  ligne  droite  qui  passe  par  ce  centre  et  fait  avec  les 
axes  des  coordonnées  a,  b,  c  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respecti- 
vement 

rfP  dQ  rfR 


VrfP^  -f-  c/Q»  -+-  ^R^       yf^V^  H-  dQ^  -t-  diV       )Jd^^  -h  rfO'  -r-  rfR» 
c'est  Taxe  spontané  dont  il  s'agit.  On  peut  démontrer  aussi  que 


v</P^4-rfQ^-f-rfR' 
dt 

exprimera  la  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe,  et  que 

yp      rfQ      rfR 

dt'     dt'     HT 

seront  les  vitesses  particulières  de  rotation  que  le  corps  peut  être  sup- 
posé avoir  à  la  fois  autour  des  axes  des  coordonnées  a,  fr,  c,  el  qui  par 
leur  composition  donnent  la  vitesse 


v/r/P'J-é/Q'-hrfR' 


dt 
autour  de  Taxe  spontané. 


SECTION  TROISIÈME. 

DÉVELOPPEMENT  UES  FORMULES  NÉCESSAIRES  POUR  DÉTERaUNER  LES  MOUVEMENTS 
DE  LA  LUNE  QUI  DÉPENDENT  DE  LA  NON-SPHÉRICITÉ  DE  CETTE  PLANÈTE. 

31.  Nous  .venons  de  donner  les  formules  qui  renferment  la  solution 
générale  de  ce  Problème;  ainsi  il  ne  s'agit  que  d'appliquer  ces  formules 
au  cas  particulier  de  la  Lune,  en  tant  qu'on  la  regarde  comme  non  sphé- 
rique,  et  que  chacune  de  ses  particules  est  attirée  par  la  Terre  et  par  le 
Soleil  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances. 

32.  Quelle  que  soit  la  manière  dont  on  représente  le  mouvement  d'un 

corps  de  figure  quelconque,  nous  avons  vu  que  ce  mouvement  dépend  de 

6. 
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six  variables,  dont  trois  déterminent  la  position  d'un  point  quelconque 
donné  du  corps  (point  que  nous  appelons  en  général  le  centre  du  corps) 
et  dont  les.  trois  autres  déterminent  la  position  même  du  corps  autour  de 
son  centre;  et  nous  avons  montré  que  chacune  de  ces  variables  fournit 
pour  le  mouvement  du  corps  (11)  une  équation  de  la  forme 

m 

,^       dT       dW_ 

(p  étant  une  de  ces  six  variables,  et  T,  V  des  fonctions  de  ces  mêmes  va- 
riables; ainsi  tout  se  réduit  à  déterminer  ces  fonctions. 

33.  La  fonction  T  ne  dépend  que  des  forces  accélératrices  qui  pro- 
viennent de  l'inertie  du  corps,  et  la  fonction  V  dépend  uniquement  des 
forces  accélératrices  eihérieures  qui  sont  supposées  agir  sur  le  corps. 

En  nommant  t  le  temps  dont  l'élément  est  supposé  constant,  x\y\  z* 
les  trois  coordonnées  rectangles  du  centre  dif  corps,  qu'on  suppose  être 
son  centre  de  gravité  (ces  coordonnées  étant  rapportées  à  des  axes  fixes 
dans  l'espace),  Ç,  >?,  Ç  les  coordonnées  rectangles  de  chaque  particule  dm 
du  corps  par  rapgfort  à  trois  axes  passant  par  soti  centre  et  parallèles  aux 
mêmes  axes  fixes,  /?,  ^r, . . .  les  distances  rectilignes  de  la  particule  dm 

au  centre  des  forces  î^»  -^»«-m  on  a  trouvé,  en  général,  (13,  19) 

_       dx'^^df^r^dz'^           ^{d\^  ^  dri"  ^  d^^)  dm 
^=  -^^  '^"^ Tdt- ' 

V=  —/S g" s .. ., 

p  g 

la  caractéristique  S  dénotant  des  intégrales  totales  et  relatives  à  la  masse 
entière  du  corps. 

Examinons  successivement  les  différents  termes  de  ces  formules  et 
voyons  ce  qu'ils  deviennent  par  rapport  k  la  Lune. 

34.  Nous  regarderons  la  Terre  comme  en  repos,  et  nous  prendrons  x\ 
y\  z'  pour  les  coordonnées  de  l'orbite  décrite  par  le  centre  de  gravité  de 
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la  Lune  autour  de  la  Terre;  les  deux  premières  x\  y'  seront  prises  dans 

le  plan  de  récliptique,  Taxe  des  x'  étant  dirigé  vers  le  premier  point 

à^ArieSy  et  Taxe  des  y'  vers  le  point  qui  répond  à  90  degrés  de  longitude; 

et  l'axe  de  la  troisième  coordonnée  z'  sera  perpendiculaire  k  réeliptique 

et  dirigé  vers  son  pôle  boréal. 

Comme  la  latitude  de  la  Lune  est  toujours  assez  petite,  il  est  clair  que 

la  variable  z'  sera  aussi  très-petite;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  deux 

autres  variables  x',  7';  cependant  si  l'on  considère  que  le  mouvement  de 

la  Lune  autour  de  la  Terre  est  à  peu  près  circulaire  et  uniforme,  on  verra 

qu'en  introduisant  à  la  place  de  ces  coordonnées  le  rayon  vecteur  0  de 

l'orbite  projetée  sur  l'écliptique  et  l'angle  0  de  la  longitude  vraie,  on 

aura 

j:'=pcoso-,    ^''=3psino-, 

expressions  dans  lesquelles  p  sçra  presque  constant  et  7  a  peu  près  pro- 
portionnel au  temps. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité  que  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
à  la  Terre  soit  représentée  par  l'unité,  et  que  le  temps  t  soit  représenté 
par  l'angle  du  mouvement  moyen,  c'est-a-dire  par  la  longitude  moyenne 
de  la  Lune  ;  on  aura 

p'  et  a'  étant  des  quantités  fort  petites. 

Mais  au  lieu  de  ces  substitutions  il  vaudra  mieux  employer  celles  que 
nous  avons  indiquées  dans  le  n**  20,  et  qui  consistent  à  faire 

psin((7—  0  =  Y,     pC0S{(7  —  /)=:X, 

où  Y  est,  comme  on  voit,  une  quantité  fort  petite  et  X  une  quantité  peu 
différente  de  l'unité.  De  cette  manière  on  aura 

X'=  p  COST  rr:  X  COS/  —  Y  sIh  /, 

^'=p  sin 0- =  Y  cos / -h  Xsin/, 
et  de  là  on  tirera 

rfar'»-4- c(r'»=  (rfY -f-Xrf/)«-f- (rfX  -  Yrf/^ 
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35.  Nous  mettrons  pour  plus  de  simplicité  i  -hx  à  la  place  de  X,  j  a 
la  place  de  Y  et  5  à  la  place  de  z\  Ainsi  les  trois  coordonnées  rectangles 
x\y'  et  z'  de  l'orbite  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  autour  de  la  Terre 
seront  représentées  par 

(i  -+-  x)  005/  —  rsin/,    ^*cos/  h-  (i-f-x)sin/,     z; 

et  Ton  aura 

dx'^  -f-  dy-  -h  dz''  =  [dx  -h(i-hx)  dt]'  -h  (dx  —  jrf/)'  -f-  dz', 

expressions  dans  lesquelles  les  trois  variables  it?,  j,  z  seront  toujours  fort 
petites;  et  ces  trois  variables  seront  les  mêmes  que  M.  Euler  a  employées 
et  désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  sa  Nouvelle  Théorie  de  la  Lune. 

Nous  adoptons  ici  cette  manière  de  représenter  le  mouvement  de  la 
Lune  d'autant  plus  volontiers  qu'on  trouve  dans  cet  Ouvrage  de  M.  Euler 
les  valeurs  des  quantités  x,  y,  s,  en  tattt  qu'elles  dépendent  de  l'action 
de  la  Terre  et  du  Soleil  sur  la  Lune,  regardée  comme  un  point,  déjà  ex- 
primées par  les  mouvements  moyens  et  calculées  avec  une  grande  pré- 
cision; et  nous  ferons  usage  de  ces  valeurs  dans  nos  recherches  sur  l'effet 
(le  la  non-sphéricité  de  la  Lune. 

36.  Ainsi  la  première  partie  de  l'expression  de  T,  celle  qui  se  rapporte 
au  mouvement  progressif  du  centre  de  la  Lune,  sera  (en  nommant  m  la 
masse  de  la  Lune) 

mVldx         y      Idy  y      dz^] 

Je  dénoterai  dans  la  suite  cette  quantité  par  T'. 

37.  Pour  représenter  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de 
son  centre  de  gravité,  on  imaginera  dans  l'intérieur  de  la  masse  de  cette 
Planète  trois  axes  fixes,  perpendiculaires  entre  eux,  qui  passent  par  ce 
centre  et  qui  demeurent  toujours  fixes  au  dedans  du  corps;  et  l'on  rap- 
portera à  ces  trois  axes  la  position  de  chaque  particule  dm  de  la  masse 
de  la  Lune  par  le  moyen  de  trois  coordonnées  a,  é,  c.  On  tara  (ainsi 
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qu'on  Ta  vu  dans  la  Section  précédente,  n**  16)  pour  les  coordonnées  5, 
TQ,  Ç  de  cette  particule  les  formules 

dans  lesquelles  ^',  ^'', . . .  sont  indépendantes  de  la  position  de  cette  par- 
ticule dans  rintérieur  du  corps,  et  sont  uniquement  des  fonctions  des 
variables  qui  déterminent  la  position  du  corps  autour  de  son  centre. 

38.  Maintenant  je  regarde  le  plan  qui  passe  par  les  deux  axes  des 
coordonnées  a  et  b  comme  Téquateur  de  la  Lune,  et  par  consé(|uent  le 
troisième  axe  des  coordonnées  c  comme  Taxe  de  rotation  de  cette  Pla- 
nète.  Je  nomme  w  l'inclinaison  de  Téquateur  lunaire  sur  Técliptique, 
^  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  lequel  est  en  même 
temps  le  nœud  descendant  de  l'écliptique  par  rapport  au  même  équîi- 
teur,  c'est-à-dire  l'équinoxe  d'automne  de  la  Lune,  cette  longitude  étant 
vue  du  centre  de  la  Lune  et  prise  à  l'ordinaire  sur  l'écliptique,  ou  sur  un 
plan  parallèle  à  l'écliptique  et  passant  par  le  centre  de  la  Lune;  enfin  je 
nomme  9  la  distance  du  point  de  l'équateur  lunaire,  par  lequel  passe 
l'axe  des  abscisses  a,  au  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  c'est-à-dire 
l'angle  formé  au  pôle  de  la  Lune  par  le  méridien  fixe  qui  passe  par  cet 
axe,  et  par  le  méridien  mobile  qui  passe  par  le  nœud  ascendant  de  l'é- 
quateur, et  qui  est  par  rapport  à  la  Lune  Iç  colure  de  l'équinoxe  d'au- 
tomne. Il  est  visible  que  ces  trois  angles  w,  ^^  9  suffisent  pour  déterminer 
dans  un  instant  quelconque  la  position  du  corps  de  la  Lune  par  rapport 
à  l'écliptique;  ainsi  l'on  pourrait  les  prendre  pour  les  variables  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut,  et  réduire  par  conséquent  la  détermination 
du  mouvement  de  la  Lune  sur  son  centre  à  trois  équations  entre  ces  va- 
riables, comme  on  en  a  usé  jusqu'ici  dans  toutes  les  recherches  de  ce 
genre.  Mais  nous  avons  déjà  indiqué  les  inconvénients  auxquels  les  équa- 
tions trouvées  de  la  sorte  sont  sujettes,  et  nous  avons  donné  dans  le  n"  26 
un  moyen  de  les  éviter,  lequel  consiste  à  employer  au  lieu  des  angles  w, 
f,  4^,  les  fonctions 

^  lang- sin9  =  i,     lang- cos<p  =  M,     4'"*"?  =  ^» 
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dont  les  deux  premières  ont,  par  rapport  à  la  Lune,  Tavantage  d'être 
toujours  très-petites,  puisqu'on  sait  par  les  observations  que  rinclinai- 
son  co  est  fort  petite,  cette  inclinaison  ayant  été  trouvée  par  Cassini  de 
2**^,  par  Mayer  de  1*^29',  et  par  M.  de  Lalande  de  i**47'- 

39.  A  regard  de  Tangle  0,  son  emploi  a  aussi  un  avantage  particulier 
par  rapport  à  la  Lune;  en  eflet,  puisque  t  est  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  (34),  t-hiSo^  sera  la  longitude  moyenne  de  la  Terre  vue  du  centre 
de  la  Lune,  et  retranchant  l'angle  ^,  on  aura  /  -h  180®—  ^  pour  la  lon- 
gitude moyenne  de  la  Terre  comptée  depuis  le  nœud  ascendant  de  l'équa- 
teur  lunaire;  donc  /—  ^j^  sera  celte  longitude  comptée  depuis  le  nœud 
«lescendant  de  cet  équateur,  c'est-à-dire  depuis  l'équinoxe  du  printemps 
de  la  Lune.  Or  il  résulte  des  observations  exactes  de  la  libration  de  la 
Lune  faites  par  Mayer  que,  si  Ton  transporte  cette  longitude  t—^  sur 
Téquateur  lunaire  en  partant  du  même  équinoxe  lunaire,  elle  doit  ré- 
pondre toujours  à  un  même  point  de  cet  équateur,  en  sorte  que  le  méri- 
dien lunaire  qui  passera  par  ce  point  sera  fixe  sur  la  surface  de  la  Lune. 
Mayer  prend  ce  méridien  pour  le  premier  méridien  de  la  Lune,  et  y  rap- 
porte les  longitudes  sélénographiques  des  taches  de  la  Lune;  nous  le 
nommerons  aussi  d'après  lui  \e  premier  méridien  lunaire,  et  nous  suppo- 
serons, ce  qui  est  permis,  qu'il  coïncide  avec  le  méridien  fixe  par  lequel 
passe  l'axe  des  coordonnées  a,  et  qui  fait  avec  le  colure  de  l'équinoxe 
d'automne  de  la  Lune  l'angle  9;  or  nous  venons  de  voir  que  le  premier 
méridien  fait  avec  le  colure  de  l'équinoxe  du  printemps  l'angle  t  —  ^; 
ainsi  il  fera  avec  celui  de  l'équinoxe  d'automne  l'angle  t  —  ^  -h  180®; 
donc  on  aura  (p  =  t  —  ^  -h  180^,  et  de  là 

9-f-  4.  =  01=  180° -f-  /. 

Cette  détermination  est  fondée  sur  le  phénomène  connu  de  la  non-ro- 
tation apparente  de  la  Lune,  et  sur  l'hypothèse  de  l'uniformité  de  la  ro- 
tation réelle  de  cette  Planète  autour  de  son  axe,  et  du  mouvement  des 
nœuds  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique;  si  ces  mouvements  sont 
sujets  à  quelques  inégalités,  alors  la  distance  du  premier  m^dien  à  l'é- 
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quinoxe  du  printemps  ne  sera  plus  exactement  égale  à  /  — 1{/,  mais  elle 
sera  l  —  ij/  -4-  r,  r  étant  une  quantité  dépendante  de  ces  inégalités,  et  par 
conséquent  très-petite,  puisque  jusqu'ici  les  observations  n'ont  pu  la  faire 
connaître.  Dans  ce  cas  la  valeur  de  9  h- <f  ou  de  9  deviendra  i8o^-i-/-f-r. 

40.  De  cette  manière  donc  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  son 
centre  sera  déterminé  par  les  trois  variables  très-petites  r,  s,  a,  de  même 
que  celui  de  son  centre  autour  de  la  Terre  Test  par  les  trois  variables  x, 
7,  s,  aussi  fort  petites.  Mais  les  trois  premières  sont  beaucoup  plus  pe- 
tites que  ces  dernières,  et  Ton  pourra  les  regarder  comme  des  quantités 
très-petites  du  premier  ordre,  vis-à-vis  desquelles  il  sera  permis  de  né- 
gliger celles  des  ordres  suivants;  cependant  il  faudra  tenir  compte  des 
quantités  du  second  ordre  dans  les  expressions  de  T  et  de  V,  parce  que 

celles  de  ^->  -5-»--  se  trouveront  rabaissées  au  premier. 

ox     ox  '^ 

41 .  Nous  avons  déjà  donné  dans  la  Section  précédente  (27)  les  valeurs 
exactes  des  quantités  Ç',  ^", ...  en  fonctions  de  ô,  5,  u;  ainsi  il  ne  s'agira 
que  d'y  substituer  pour  6  sa  valeur  180®-+-  /  -h  r,  et  par  conséquent  pour 

sin$ 

—  sin(/-f-r)     ou     — -  sin /  cos r  —  cos /  sin r, 

et  pour  cos5 

—  cos(/-f-r)     ou     —  cos/cosr-f- sin/sinr, 

et  de  négliger  les  termes  où  les  quantités  r,  s,  u  formeraient  ensemble 
des  produits  de  plus  de  deux  dimensions,  en  mettant  pour  cet  effet  à  la 

place  de  sinr  et  cosr  leurs  valeurs  approchées  r  et  i 

Nous  donnerons  d'abord  les  expressions  des  valeurs  dont  il  s'agit  en  y 
conservant  les  sinr  et  cosr,  parce  que  nous  pourrons  avoir  occasion  d'en 
faire  usage  sous  cette  forme;  on  aura  ainsi,  en  négligeant  les  dimensions 
de  set  u  au-dessus  de  la  seconde, 

I'  =  —  [(i  —  21')  cosr -h  2*asinr]cos/-h[(i  —  21»)  sinr  — 21a  cosr]  sin/, 

$"'=[(1  —  211*)  cosr— 21a sinr]  sin/ -4-  [(i  —  2M»)sinr-h  2iacosr]  cos/, 

l'=  —  2(iccosr-hisinr)sin/  —  2( a  sinr  —  icosr)cos/; 

V.  1 


•f 
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/)'  =r  —  [(ï  —  25')  cosr-f-  2«asinr]sin/  —  [('  ""  2*')  sinr—  2Sucosr]cost, 
t\"=z—  [{i  —  2a')cosr  —  25usinr]  cos^-f-  [(i  —  2a*)sinr-f-  2iacosr]  sin/, 
•/î'^'irr  2(MC0sr-f-  5 siii r)  cos/  —  2(Msinr—  5C0sr)  sin/  ; 

Ç'  =  25,       Ç"=:2M,       Ç'*'=r  1  —  25'—  2  a'. 

42.  Substituant  maintenant  i a  la  place  de  cosr,  et  r  a  la  place 

(le  sinr,  et  négligeant  toujours  les  produits  de  r,  s^  u  au  delà  de  deux 
dimensions,  les  expressions  précédentes  se  changeront  en  celles-ci 

5'  =  —  (  I 25M  cos/  4-  (r—  2  5£<)sin/, 

5"=  (  I 2uA  sin^-+-  (r  -h  25m)  cos/, 

^'*=  —  2(a  -f-  r5)sin/  -+-  2(5  —  ra)  cos/; 


252^)  cos /y 


yî'  =  —  (  I 21' j  sin  /  —  (  r  — 

73''=:—  (  ï 2aM  cos/  -^{r-h  2iu)sin/, 

n'"=i(u  H-  r5)cos/  -f-  2(5—  ru)sin/; 

Ç'=:25,       Ç''=2M,       Ç'"=I  —  25'—  aa'. 

Si  l'on  fait  les  mêmes  substitutions  dans  les  expressions  des  quantités 
rfP,  rfQ,  rfR  du  n**  28,  et  qu'on  y  néglige  aussi  les  troisièmes  dimensions 
de  r,  s,  w,  on  aura 

dK=  (  ^  "^  "7 25'  —  2M'j  dt  —  i(sdu  —  uds)y 

jrx  f         ds        udr\   ,; 


=,(, 


,/P^,(,  +  ^_^:^^U/. 


43.  Or  nous  avons  déjà  réduit  la  quantité 

S(rf?-f-rfy}'-f-rfÇ')rfm 


2t//' 


5 


»// 
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qui  est  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  T,  à  une  simple  fonction  de  dP, 
dQ,  dh,  (21);  ainsi,  faisant  les  substitutions  précédentes  et  négligeant 
toujours  les  mêmes  dimensions,  on  aura  pour  la  quantité  dont  il  s'agit 
et  que  je  désignerai  par  T"  la  formule 

?.  \  di        dt^       ^         ^  ^^  jf    j 

i>  /         dsV        ,J        duY        ^l         ds       7.udr       drds\ 

~  ^ "  \"  -  rf?) -^  =* H* "^  rfF )  -  =  ^ i"  -  rf7 -^ -rfT  - -rfiT ) 

^/         du       9.sdr       drdu\        ,„/  ds\  /        du\ 

_,G(.-;-  ^-4-  -^~  +  -^)  -4H(«-^]  (s-;--^). 

i4.  Réunissant  donc  les  deux  quantités  T'  et  T",  on  aura  la  valeur 
complète  de  la  quantité  T,  laquelle  aura  ainsi  l'avantage  d'être  une  fonc- 
tion rationnelle;  et  entière  des  six  variables  très-petites  a;,  j,  z,  r,  s,  u  el 
de  leurs  différences  premières,  sans  aucun  mélange  de  sinus  et  cosinus 
d'angles. 

45.  Il  faut  chercber  maintenant  la  valeur  de  la  fonction  V  qui  dépend 
uniquement  des  forces  accélératrices  qu'on  suppose  agir  sur  le  corps. 

Ces  forces  dans  la  question  présente  ne  peuvent  être  que  l'attraction 

de  la  Terre  et  celle  du  Soleil,  lesquelles  étant  exprimées  par  ^  et  -^  re- 
lativement à  chaque  particule  dm  de  la  Lune,  on  aura  (33) 

,,  /.41  dm  ^  dm 

-^        p        ^       q 

46.  Considérons  d'abord  le  terme  —/S —  venant  de  l'attraction  de 

la  Terre,  p  sera  la  distance  rectiligne  de  la  particule  dm  de  la  Lune  au 
centre  de  la  Terre,  par  conséquent  elle  sera  exprimée  ainsi 


car  x\  y\  z  étant  les  coordonnées  rectangles  du  centre  de  la  Lune  par 
rapport  au  centre  de  la  Terre,  el  S,  77,  Ç  celles  de  la  particule  dm  de  la 
Lune  par  rapport  au  centre  de  cette  Planète,  il  est  visible  que  x'-hB, 

7- 
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y -h  Y) y  z'-hÇ  seront  celles  de  la  même  particule  dm  par  rapport  au 
centre  de  la  Terre. 
Or,  par  le  n**  35,  on  a 

x'=z{i  -f-x)cos/~7sin/,     y  =jrcost  -f-  (i -f- :r)sin/,     z'=  z; 

et  si  dans  les  formules 

du  n"*  37,  on  substitue  les  valeurs  de  ?',  §"',...  du  n®  42,  on  trouvera 

1  =  —  Xcos/  -4-/;zsîn/,    ri  =  —  Xsin/  —  fxcos/,     Ç=  v, 
en  taisant,  pour  abréger, 

"k  =ali 2sA  — 6(r-4-  2*a)  —  2c(*  —  ra), 

u=za{r  —  2su)  -h  bli 2a' |—  2c(a-f-  rf), 

V  =:  205  -h  ibu  -+-  C(l  —  1S^  —-  2U*); 

ainsi  Ton  aura 

x'-¥-l  =  (i-\-  X  —  A)cos/  —  (j—  ix)sint, 

^•'-hyî  =  (n-^  —  X)  sin/  4-(j—  ajcos/, 

z'  -^-1^=  z  H- v; 

donc  

p  =  V^(T-h  ^  —  A)'  H-  (  j  —  u)'  -f-  ( z  -+.  v7, 

expression  qui  a  l'avantage  d'être  délivrée  de  l'angle  t. 

47.  Comme  dans  l'expression  intégrale  S  —  le  signe  S  se  rapporte 

uniquement  à  la  variabilité  des  coordonnées  a,  6,  c  de  la  particule  dm 
par  rapport  aux  axes  du  corps,  il  est  nécessaire  de  développer  la  valeur 

de  -  relativement  aux  quantités  a,  ft,  c  renfermées  dans  X,  a,  v;  or  ce 

développement  n'a  point  de  difficulté;  car  les  quantités  a,  6,  c  ne  pou- 
vant jamais  surpasser  le  demi-diamètre  de  la  Lune,  elles  seront  toujours 
des  fractions  très-petites  (la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre  étant 
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prise  pour  l*unité),  et  même  beaucoup  plus  petites  que  les  quantités  du 

premier  ordre  a?,  y,  z,  r,  Sy  u;  et  il  en  sera  de  même  des  quantités  X,  fi,  v. 

Soit/i'  la  valeur  dep  lorsque  a,b  eic  sont  nuls,  c'est-à-dire  la  distance 

du  centre  de  la  Lune  à  la  Terre,  ou  le  rayon  vecteur  de  Forbile  réelle  âv 

la  Lune,  on  aura 

p'  =  y/(i  -+-  xy  4-  7^  -+-  z\ 

et  par  conséquent 


Donc,  en  ne  poussant  l'approximation  que  jusqu'aux  secondes  dimen- 
sions de  >.,  fji,  V,  on  aura 

i^  _  I         X(i -+- j:)  4- fjtj  — ys        X' H- njL*  4- y'       3[X(i  4- x)  4- |uir  —  y2]\ 

P^y^  y^  vy       '  Tp^  '' 

multipliant  par  dm  et  ensuite  intégrant  relativement  à  la  caractéris- 
tique S,  laquelle  ne  regarde  que  la  variabilité  de  a,  é,  c,  on  aura 

^rfm_Srf/w       (I  4- x)SX(/m  4- jSa</m  —  z^vdm       S(X'4- |[/'4- y*)  ^/m 

p  p  p^  7.p^ 

4 7-      I  4-  ^  .*  SX'(/m  4-  r'Su.'dm  4-  z'  Sv^dm 

4-  21  4-  X'  rSXotrfm  —  2(1  4-ar'i  3  SXyrfm  —  2r2  Suydm  1. 

H  ne  s'agit  donc  plus  que  de  remettre  à  la  place  de  X,  a,  v  leurs  valeurs 
du  numéro  précédent,  en  faisant  sortir  hors  du  signe  S  les  quantités  r, 
5,  u  qui  doivent  être  regardées  comme  constantes  dans  ces  intégrations. 

48.  On  voit  d'abord  que  les  valeurs  des  trois  intégrales  SXrf/w,  SiJ.dm, 

Svdm  renfermeront  dans  tous  leurs  termes  les  quantités  Sadm,  Sbdm, 

ScÉ&n,  qui  sont  nulles  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  puisqu*on 

suppose  que  ce  centre  est  l'origine  des  coordonnées  a,  b,  c:  ainsi  l'on 

aura 

SX(/m=:o,     SiJidm  ^o,     Sydm=zo. 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  intégrales  il  faut  commencer  par  cher- 
cher celles  de  X^,  fji*,  v^,  Xjx, . . .  ;  et  comme  les  valeurs  de  X,  tj.,  v  ne  sont 
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exactes  qu'à  la  Iroisiëme  dimension  près  de  r,  s  et  u,  il  faudra  également 
négliger  cette  dimension  dans  les  valeurs  dont  il  s*agit.  On  trouvera  ainsi 

>^    '^a^  t      r^  ^  ^s^   —  h^r^-r- ^c^s^ —  iah[r-r'isu   —  ^ac{s  —  ru) '\- ^hcn^ 
p}    -a}r^  -.   b^'i  -  r^  —  4tt',  -•-  ^c^u^a-  lah' r  —  itu)  —  ^acru  —  ^bc{u  -h  rs  , 

}  u  —  fû  r  —  7.tu   —  b^{r  -h  7.SU)  -h  ^c^su 

--  abi  —  2 r*  —  21*  —  lU* ;  —  2ac(  ii  -r-  2 rf  )  —  2 6c  i  —  2m  , 

>  V  -=  2/2**  -    i.b^ru  --  2C*i«  —  ru  . 

-*-  7.ab-  u  —  rt)  -\-  ac  il —  8*'—  211M  —  bc(r  -i- 651/1, 

y.v  -■  7.à*ri  -*■  2h*u  —  ic^iu  -f-  rsj 

■■'  2ab  s  -î'  ru)  -h  aci r —  6su]  -f-  fec  (  i 25'  —  StfM  . 

Or  nous  avons  déjà  supposé  ('21^ 

S  n'-^'b',dm      \,     Sa'-i   c»)rfmr=B,     S  (  6' H- c' j  rf/w  1=  C, 
Sa6<//n— H,  Sacé//w  m  G,  Sicrf/w  =  F; 

(l'oû 

Sa^dm-^ %      Sh^dm:=-. »      Sc^dm=  — ^ ; 

2  2  2  ^ 

donc,  multipliant  les  valeurs  précédentes  par  dm,  intégrant  el  substi- 
tuant ces  dernières  valeurs,  on  aura 

SXv/m    -  ^--    5^  -4-  (C  -  B)  r'^-4iC-A )i=-  2H(r-h25w)  — 4G(5-rtf) -h4F/^, 

SfJ-^dm — ^-^^^ \-{B—Or'-h^(h—\)u''h2U[r—isu]  —  ^Gru—^F{u-^rs), 

Sv'dm  r.rîi±ilIli^H-.4(A-(:)5M-4(A--B)w'-f-8H5M-+-4G5-f-4Fa, 

SX/irfm:!^  (B  — (^)r4-  2(B-)  (J  — 2A)5ii 

-♦  H(i—  2/''  — 25'—  2w')  —  2G(tt-f-  ?.ri  —  2F(5  — 2rM), 
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Sljdm  =  2(  A  —  C)  5  -h  2(B  —  X)ru 
-+-2H(ii  — rj)-f-G  (  I—  ~ 


—  8*»— 2«M  — 


F[r-+-65ii), 


Sayrfm=2(A— B)M-h2(A  — C  rj 

-*- 2H(i-h  m)  4- G( r  —  65m) 


^1-  ~  -25»-8wA 


</m 


On  fera  donc  ces  substitutions  dans  l'expression  de  S  —  trouvée  ci- 
dessus,  et  multipliant  ensuite  tous  les  tenues  par  — /,  on  aura  la  partie 
de  la  fonction  V  qui  est  due  à  l'attraction  de  la  Terre  sur  la  Lune. 

49.  Cette  partie  de  V  sera  donc  représentée  de  la  manière  suivante,  en 
mettant  m  à  la  place  de  Sdm, 


^^dm  fm       /(A-+-B-f-C) 

P  P 


%'i 


3/(1 -h  X)» 


2/1 


's 


A-*-B-C 


H-(C-B)r»4-4(C-A)*' 


—  2 H ( r  -*-  2su)  —  4^5  —  r«  )  H-  4 F r$ 
-,  J^T^-^-^^^-^-(B-C)r^4-4(B-A)«' 

H-  2H(r—  2511)  —  4^^*"  —  4F(M  H-  rf  ) 

~  2p^  I i -+-4(A-C)*'-f-4(A~  B)M' 

-f-8H5w4-4G5-f-4Fw 

-  ^^^'"t"^'^^^r(B-C)r-h2(B^C-2A)jMH-H(i-2H-25'->2^'j 

—  2G{m  -h  1rs)  —  2F (5  —  2 ru) 
^  3/(1  -h^x)z  r (^^  _  c)5  -f-  2(B  -  A)rfi  4-  2H  (li  ^  rs) 

"hG  lï—  ' 8j»— 2aA  —  F(r-h6ji/) 

^  ii^L(A  — B^ii-+-2(A  — C)r$-f-2H(*-hm) 

-hG(r  — 65«)-+-F  (i~  -_5if»  — 8mA  I 


Celte  formule  est  encore  susceptible  de  quelques  réductions,  à  cause 
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(le  la  petitesse  des  quantités  ^,  j,  z;  mais  nous  avons  cru  devoir  donner 
rrabonl  la  valeur  complète,  pour  qu'on  puisse  ensuite  mieux  voir  quels 
sont  les  termes  qu'on  y  peut  négliger. 

50.  Il  reste  a  examiner  l'autre  partie  de  la  fonction  Y,  laquelle  doit 
provenir  de  l'action  du  Soleil  sur  la  Lune.  Or,  en  désignant  par  q  la  dis- 
tance rectiligne  du  Soleil  à  chaque  particule  dm  de  la  Lune,  Faction 
directe  du  premier  de  ces  deux  astres  sur  toute  la  masse  de  l'autre  donne 

dans  la  fonction  V  la  quantité  —gS  — ;  et  pour  avoir  la  valeur  de  q  il 

suffit  de  se  rappeler  que  j^'-i-Ç,  v'h- vî,  c'-h  Ç  sont  les  coordonnées  rec- 
tangles de  chaque  particule  dm  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes  fixes  pas- 
sant par  le  centre  de  la  Terre;  de  sorte  que,  si  l'on  nomme  X  et  Y  les 
deux  coordonnées  du  lieu  du  Soleil  dans  l'écliptique  par  rapport  aux 
mêmes  axes,  on  aura  évidemment 


q  =  ij:\  —  x'^  l)'  -f-  :  Y  —  r'  —  yj  i'  -r-  (  z'  -h  r\^ 

Soit  R  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  c'est-à-dire  le  ravon  vecteur  de 
son  orbite,  et  1  la  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil,  en  sorte  que 
1  -h  i8o^  soit  la  longitude  vraie  du  Soleil,  on  aura 

X  =  —  Rcos2,     Y  =  —  HsinZ; 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  précédente  de  q,  ainsi 
que  celles  de  x'-h  Ç,  y' -h  vj,  z'-h^  trouvées  dans  le  n^  46,  on  aura 

d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  -»  et  ensuite  celle  de  S —  par  des  opéra- 
tions semblables  à  celles  des  numéros  précédents;  mais  il  y  a  ici  une  re- 
marque importante  à  faire. 

51.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  la  Terre  en  repos  pour  n'avoir  à 
considérer  que  les  différents  mouvements  de  la  Lune  par  rapport  à  la 
Terre,  lesquels  sont  les  seuls  qu'il  nous  importe  de  connaître;  cette  sup- 
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position  est  permise,  mais  elle  demande  qu'on  retranche  de  la  force  di- 
recte du  Soleil  sur  la  Lune  la  partie  employée  à  lui  donner  le  mouvement 
qui  lui  est  commun  avec  la  Terre,  et  par  lequel  ces  deux  corps  circulent 
autour  du  Soleil  ;  or  cette  force  est  évidemment  égale  à  Tattraction  du  So- 
leil sur  la  Terre;  par  conséquent  il  faudra  joindre  à  la  force  ^^  provenant 

de  Faction  directe  du  Soleil  sur  chaque  particule  dm  de  la  Lune,  une 
force  égale  et  directement  contraire  k  celle  du  Soleil  sur  la  Terre.  Or  il 

est  visible  que  la  force  ^  deviendra  celle  dont  il  s'agit,  en  y  faisant  g  né- 
gatif, et  en  supposant  que  dans  l'expression  de  q  les  quantités  x'  -^  Ç. 
y'-hrif  'S'-^-  Ç  s'évanouissent  vis-à-vis  de  X  et  Y,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  y  regardant  le  rayon  R  de  l'orbite  du  Soleil  comme  infiniment 

grand.  Donc,  puisque  la  force  ^  donne  dans  la  fonction  V  le  terme 

dm 

—  ^S  — 9  la  nouvelle  force  dont  il  s'agit  y  donnera  un  autre  terme  égal 

à  gQf  en  dénotant  par  Q  ce  que  devient  la  fonction  S —  lorsqu'on  y  re- 
garde R  comme  infiniment  grand.  Mais  dans  cette  hypothèse  on  a,  en  ré- 
duisant la  valeur  de  -  en  série, 

i  —  i.  _  ('-^■^  — ^)cos(/  —  2)  —  (j—  /x)sin(/  —  2; 
g  ~"  R  R* 

(il  est  nécessaire  de  tenir  compte  du  second  terme,  parce  que  le  premier  ^ 

disparait  dans  les  différentiations  de  V);  multipliant  donc  cette  quantité 
pardon  et  intégrant  par  rapport  a  la  caractéristique  S,  on  aura,  en  re- 
marquant (48)  que  S^  =  m,  SXdm  =  o,  Siidni  =  o, 

^      ^ri       (i-hj;)cos(/~2)->rsin(/-2)l 

Et  la  valeur  exacte  de  la  fonction  Y,  en  tant  qu'elle  est  due  à  l'action 
du  Soleil  sur  la  Lune,  sera  exprimée  par 


(o- 


9  / 


V.  8 


^  ^ 
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52.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  déterminer  le  rapport  entre 
les  deux  constantes/et  g  qui  expriment  les  forces  absolues  de  la  Terre 
et  du  Soleil  à  la  distance  égale  à  i,  et  qui  sont  par  conséquent  propor- 
tionnelles aux  masses  de  ces  deux  corps.  Or  ces  masses  sont  à  très-peu 
près,  par  les  Théorèmes  connus,  en  raison  directe  des  cubes  des  distances 
moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  en  raison  inverse  des  carrés  des 
temps  périodiques  de  ces  deux  astres,  ou  bien  en  raison  directe  des  carrés 
de  leurs  mouvements  moyens.  Donc  ayant  supposé  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à  la  Terre  égale  à  i,  si  Ton  nomme  k  celle  du  Soleil,  et  qu'on 
désigne  par/i  le  rapport  du  mouvement  moyen  du  Soleil  à  celui  de  la 

Lune,  on  aura 

f:g=i  :  kui\ 

eX  par  conséquent 

Ainsi  la  partie  de  la  fonction  V  qui  dépend  de  l'action  du  Soleil  sera  re- 
présentée par  la  formule 

dm 


fk^n^(Q^S 


53,  Il  ne  s'agit  plus  que  de  développer  la  quantité  S  —  -,  mais  j'ob- 
serve d'abord  que  les  termes  provenant  des  quantités  X,  jx,  v  qui  dépen- 
dent de  la  figure  de  la  Lune  se  trouveront  divisés  par  q'^,  en  désignant 
par  q'  la  valeur  de  q  lorsqu'on  y  suppose  ces  quantités  nulles,  c'est-à-dire 
la  distance  rectiligne  du  centre  de  la  Lune  a  celui  du  Soleil;  donc  ces 

termes  seront  multipliés  par  *^  ,^    ?  et  seront  par  conséquent  aux  termes 

semblables  provenant  de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  dans  le  rapport 

de  ^   ,3     a  —;;  mais/?'  est  à  peu  près  égal  à  i  (47)  et  ^'  est  aussi  à  peu 

près  égal  à  A,  à  cause  du  peu  d'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  et  de  la 
grandeur  de  la  distance  du  Soleil  vis-à-vis  de  celle  de  la  Lune;  d'où  il 
s'ensuit  que  le  rapport  dont  il  s'agit  sera  à  très-peu  près  égal  à  celui 
de  /i^  à  I .  Or  on  a  par  les  Tables,  en  prenant  les  mouvements  moyens  qui 
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répondent  à  une  année  commune, 

1 1  •  aq"  44'  So"  359°,  747  2  ,  „ 

donc 

n^=z  0,0055q520  =:  rt 7; 

^         178,724 

dom*  le  rapport  cherché  sera  à  Irès-peu  près  de  i  à  179. 

Je  conclus  de  là  qu*on  peut  négliger  en  toute  sûreté  les  inégalités  de 
Taction  du  Soleil  sur  la  Lune  dues  à  la  non-sphéricité  de  cette  Planète 
vis-à-vis  de  celles  de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  dues  à  la  même 
cause.  Par  conséquent  on  pourra  substituer  partout  g'  à  la  place  de  y,  ce 

qui  donnera 

42  <//7i       xj  dm       m 

o  —  =  o  — r  =^  "7  ' 

q  étant  la  valeur  de  q  lorsque  X,  fx,  v  sont  nulles,  c'est-à-dire 


q'—^V^'-^  aKfn-d:)cos(/  — 2)  —  2R7sin(/  —  2;  H-  (i  -f- x)*-+-^r'^-  2^ 

54.  Rassemblant  ce  que  nous  venons  de  trouver  depuis  le  n°  45,  on 
aura  la  valeur  complète  de  la  fonction  V,  laquelle  sera  composée  de  deux 
parties,  Tune  V  indépendante  de  la  figure  de  la  Lune,  et  qui  se  trouvera 
toute  multipliée  par  la  masse  m  de  cette  Planète,  l'autre  V"  due  entière- 
ment à  la  non-sphéricité  de  la  Lune,  et  dont  chaque  terme  sera  multiplié 
par  une  des  six  constantes  A,  B,  C,  F,  G,  H,  qui  dépendent  uniquement 
de  la  figure  de  la  Lune  (21  ). 

La  première  partie  sera 

v  /-^  r  '  _u  '*'*'      '*'**  a.  n^h^  (i'h^)cos(/-Z)-rsin(/-  2)1 

et,  à  cause  de 

8. 
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la  seconde  partie  sera 


^  3/(j-f-^»  fc-(C--B)r^-4(C-~A)i»4-2H(r4-25ii) 

—  2G(a-i-  2/» )  —  2F(«  — 2rM) 

H- ^^^^^i^ï^  r^l A  ~  C)* -f- 2(B -- A)ra -+- 2H( «  -  r5) 

H-G  (i-  ——85'—  2«M  —  F(r-h6*ii)  j 


-^  iîZ!  Tb— {B--C)H— 4(B--A)M»— 2H(r— 25a)-f-4Gm-h4F(i«-f-rf)  1 

-+.^/ÇrA-4(A-C)5«-4(A-B)a>-8Hja-4G5-4Fal 

-h^£^f2(A~B)a-h2(A— C)r5-h2H(5-t-rM)-+-G(r  — 6jm) 

-hF^  — Ç  — 2*»  — BttAl. 

55.  Ayant  donc  par  ces  formules  les  valeurs  de  V  et  de  V",  ainsi  que 
celles  de  T'  et  de  T"  par  les  formules  des  n^'  36  et  43,  on  aura  les  valeurs 
complètes  de  T  =T'  +  T"  et  de  V  =  V'-h  V"  en  fonctions  des  six  varia- 
bles a?,  y,  5,  r,  Sy  M,  dont  les  trois  premières  déterminent  le  mouvement 
du  centre  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  dont  les  trois  dernières  dé- 
terminent le  mouvement  de  cette  Planète  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité; et  l'on  aura  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables  une  équation  de 

la  forme 

,  àT       dT       dV  _ 

ôdx       dx  '^  $x  '~'^' 

en  faisant  varier  séparément  dans  les  fonctions  T  et  V  les  quantités  a?,  dx, 
j,  dy,  z,  rfz,  r^dr,...,  et  marquant  ces  variations  par  la  caractéristique  8. 
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56.  Comme  T'  et  V  sont  des  fonctions  de  a?,  y^  z  sans  r,  s,  u,  et  que 
T  est  une  fonction  de  r,  s,  u  sans  x,  y,  z,  il  est  clair  que  les  trois  équa- 
tions dues  aux  variations  de  a?,  y,  z  et  de  leurs  différentielles  seront  de 
la  forme 

,dT'     àT     av     ÔV 

àdx  ""  '$x        'ïx         dx   "'    ' 

,dT'     iv     av     dv" 

a  -^n » — I-  -5 1 — > —  =  o, 

oay        ojr        ojr         oy 

,dT     dv     av     av 

idz        az  àz  dz 

et  que  les  trois  autres  provenant  des  variations  de  r,  5,  u  et  de  leurs  dif- 
férentielles seront  de  la  forme 

d(Jr        àr  dr     ~    ' 

,aT"     dT"     av" 

dds         ds  ds 

iJ^^dT^      av"  _  ^ 
ddu        du  du 

Les  trois  premières  serviront  donc  à  déterminer  x,y,  2,  c'est-à-dire  le 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  les  trois  dernières  serviront 
à  déterminer  r,  5,  u,  et  par  conséquent  à  connaître  la  rotation  de  cette 
Planète. 

57.  Puisque 

,„,       mVidx         y       idy  \^       dz^\ 

par  le  n''  36,  on  aura  par  la  différentiation 

aT'        m  Idx         V  ar  Idy  \ 

m  =  dï[dï-'n'       i^^'"U^"^")' 


0 

aT' 

àdy 


m  idy  \       àV  Idx         \ 


dT        dz  ar 

ddz  dp  dz 


,1'  -  > *      -  >-    TiH     — -1   — :î-3m   :  —  i.   — ^■ 


•     -•,•;••'♦*  v<*  >f  t  f-'^-^nr,^'-''!»! 


^/ 


'  Qf  f  i-  J 


"//         .fy  ,      — it^iftr  —  i— î-       *4ii/  —  i^ 


X 


/ 


//J*  -ni = ■         - 


7A    nfiJr'tit»*;#rir  ttr*  \k\^,nr*  4kn^.  I<r*  l/oi^  pn^mières  des  équations  du 

//'r 


ill*      '      \/i  •         7  '  /        m    oz 


1   ÔV 
m    oy* 


0  MHil  li«N  ('M|Uii(ioiis  <|ni  <i()ivent  servir  à  déterminer  l'orbite  de  la 
LniM'i  ni  rllrNK*iirr()nlonlaver  relies  de  M.  Ëuier,  A'àïï9>  ^9i  Now^Ue  Théorie 

ilv  h  iMhr,  iiiix  (iiiantites   -  -i  -  >  — ;: — » 5—  près,  lesquelles  resul- 

•  m    ox      m    oy     m    pz    ^  ^ 
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teut  de  la  non-sphéricité  de  cette  Planète  (54)  et  que  M.  Euler  a  né- 
gligées. 

59.  Pour  faire  usage  de  ces  équations,  on  commencera  par  réduire  en 
série  les  quantités  irrationnelles  p  et  q'  ainsi  que  leurs  puissances,  ce 
qui  n'a  aucune  difficulté  à  cause  de  la  petitesse  des  quantités  x,  y.  z 

et  -r.  vis-à-vis  de  l'unité;  ensuite  on  intégrera  par  les  méthodes  connues; 

rOuvrage  cité  de  M.  Euler  ne  laisse  rien  à  désirer  sur  cet  objet,  du 
moins  en  tant  qu'on  fait  abstraction  de  la  figure  de  la  Lune;  ainsi  nous 
pourrons  prendre  les  valeurs  de  œ^  y,  z  trouvées  dans  cet  Ouvrage,  pour 
celles  qui  satisfont  aux  trois  équations  précédentes  dans  le  cas  où  l'on 

negliee  les  quantités  extrêmement  petites 5— »  — v— 5 ,-— ^  et  il 

ne  restera  qu'a  chercher  l'elfet  de  ces  quantités. 

Voici  ces  valeurs,  dans  lesquelles  je  n'ai  conservé  que  les  termes  dont 

les  coelficients  sont  au-dessus  de  »  et  où  j'ai  nommé  a,  iS,  7,  £  les 

1000  *  '  r     # 

arguments  que  M.  Euler  désigne  par  y,  r,  p,  t,  c'est-h-dire  l'anomalie 
moyenne  de  la  Lune,  l'argument  moyen  de  sa  latitude,  la  distance 
moyenne  de  la  Lune  au  Soleil,  et  l'anomalie  moyenne  du  Soleil, 

X z=z  —  o,oo3  587  I  —  0,006  374  6.cos2y  -f-  o,o545ooo.cosa 

-h  0,001  5i39.cos2a  H-  0,010  167  5,cos(^?.y  —  a)  -t-  0,001  987  o.cos?.j3, 

>•  =:  0,010  33o4.sin2y  —  0,1094^7  8.sina 

—  0,022  260  1  .sin(2y  —  a)  -+-  o,oo3  164  3. sine  —  0,001  980  3.sin2(3, 

z  =  0,089640 o.sin (3  -f-  o,oo3  326  5.sin(  2y  —  (3)  —  o,oo2  4669.sin(a  -f-  ^^ 

—  0,007  246o.sin(a  —  ^)  —  0,001  i78  7.sini2y  —  a  —  (3). 

Les  angles  a,  /3,  7,  s  croissent  proportionnellement  au  temps,  en  sorti* 

da    e/3    dy    dt  X  .   .  .      , 

^"^  'di^  3/ '  di'  di  ^^"^        quantités  constantes,  et  égales  aux  rapports 

des  mouvements  moyens  de  l'anomalie  de  la  Lune,  de  son  argument  de 
latitude,  de  sa  distance  au  Soleil,  et  de  l'anomalie  du  Soleil,  au  mouve- 
ment moyen  de  la  longitude  de  la  Lune,  a  cause  que  nous  exprimons  le 
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temps  /  par  ce  dernier  mouvement  (34);  ainsi  Ton  aura  par  les  Tables 
de  Mayer,  en  prenant  les  mouvements  moyens  q^ui  répondent  à  une  année 
Julienne, 

da  __  i3'^"2'28«>43^i5^^  _  476872  _ 

rf/""    i3-'^4*9023'5"    "480938  ""^'99'^**' 

</(â  _  i3"^^4'28<>4y48^^  __  482871  _ 

dt"    i3-^4*9°23'5"    -"480938""''^^*^' 

dy  __   12^^4*9°  37^  24^^  _  444962  _ 

dt  "    i3'-4«9«23'5"    -480938  -^>9^^'9^' 

dz  _     11*29*^44^35^^     _   35974    __         .^ 
dt  ^    i3-^4«9"23'5"    -  480^38  -^'^74»oo. 

60.  Avant  de  quitter  ces  équations,  il  est  bon  de  déterminer  par  leur 
moyen  la  constante /qui  exprime  l'attraction  absolue  de  la  Terre,  et  qui 
multiplie  aussi  tous  les  termes  de  la  quantité  V. 

Pour  cela  il  suffit  de  considérer  la  première  équation,  laquelle  devant 
avoir  lieu  dans  Phypothèse  que  œ,  j,  z  soient  des  quantités  assez  petites, 
il  faudra  aussi  qu'elle  ait  lieu,  a  très-peu  près,  en  supposant  ces  quan- 
tités nulles;  or  dans  ce  cas,  si  Ton  néglige  les  termes  venant  du  Soleil  et 
affectés  du  coefficient  très-petit  /i*,  ainsi  que  ceux  qui  proviendraient  de 
la  non-sphéricité  de  la  Lune,  le  premier  membre  de  l'équation  dont  il 
s'agit  se  réduira  à  —  i  -+-/,  à  cause  que  /?'  devient  égal  à  i;  par  consé- 
quent on  aura  à  très-peu  prè8/=  i . 

Si  l'on  veut  aussi  avoir  égard  aux  termes  dus  au  Soleil,  on  considérera 
qu'à  cause  de  R  très-grand,  on  a  à  peu  près 

_£_  _  j ^{i  -^ x)cos{i  —  2)  —  ,rsin(7  —  2)^ 

substituant  cette  valeur,  mettant  pour  R  sa  valeur  moyenne  A,  et  ne  re- 
tenant que  les  termes  tout  constants,  le  premier  membre  de  la  même 

équation  se  réduira  à 

3/n' 


savoir 


-I -4-/(1 -h  n^)- 


— /(-f) 


\ 


-    ^  ■    I 
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ce  qui  étant  égalé  à  zéro  donnera 


I 

2 


quanlité  très-peu  diflérenle  de  l'unité,  à  cause  de  n^  ~  —  environ  (53). 

61.  A  l'égard  des  constantes  A,  B,  C,  F,  G,  H,  on  ne  saurait  lesdéler- 
rainer  sans  connaître  la  figure  et  la  constitution  intérieure  de  la  Lune. 
En  général,  puisque  (21) 

il  est  visible  que  les  trois  constantes  A,  B,  C  ne  sont  autre  chose  que  les 
moments  d'inertie  de  la  masse  de  la  Lune  autour  des  axes  des  coordon- 
nées c,  6,  a,  c'est-à-dire  autour  de  son  axe  de  rotation,  du  diamètre  de 
son  équateur,  perpendiculaire  au  premier  méridien,  et  du  diamètre  de 
Téquateur  qui  est  dans  ce  méridien;  et  que  les  trois  autres  constantes  F, 
G,  H  sont  proportionnelles  aux  sommes  des  moments  des  forces  centri- 
fuges par  rapport  \\  ces  mêmes  axes,  en  sorte  ([u'en  supposant  ces  der- 
nières constantes  nulles  on  a  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  trois 
axes  dont  il  s'agit  soient  des  axes  naturels  de  rotation.  Cela  est  assez 
connu  par  la  Théorie  des  axes  de  rotation,  pour  que  nous  soyons  dis- 
pensé d'entrer  là-dessus  dans  aucun  détail. 
Si  la  Lune  était  homogène  et  sphérique,  il  est  clair  (ju'on  aurait 

A  —  B  rr:  C,       Cl       F  =r  O,       G  —  O,       II  =  O  ; 

et  la  même  chose  aura  lieu  aussi  en  supposant  la  Lune  composée  de  cou- 
ches sphériques  de  différentes  densités;  ce  n'est  donc  qu'autant  que  la 
figure  de  la  Lune  et  celle  de  ses  couches  s'écartent  de  la  sphérique,  que 
les  constantes  A,  B,  C  peuvent  être  inégales,  et  les  constantes  F,  G,  H, 
(liflérentes  de  zéro. 
Soient  R  la  distance  d'une  particule  quelconque  dm  au  centre  de  la 
V.  9 
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Lune,  P  l'angle  du  rayon  R  avec  le  plan  de^  a  et  6,  Q  Tangle  de  la  pro- 
jection de  R  sur  ce  plan  avec  Taxe  des  a,  on  aura 

c  =  RsinP,     b  :^RcosPsinQ,     a  =  RcosPcosQ; 

de  plus  on  aura 

R'cosPrfPr/QrfR 

pour  le  volume  de  la  particule  dm;  de  sorte  qu'en  nommant  D  la  densité 
de  cette  particule  on  aura 

rf/w  =  DR»e/RcosPe/PrfQ; 
ainsi  l'on  aura 

m=SDR'rfRrfsinPe/Q; 

A  =8DR*dKcos»PrfsinPrfQ, 

B  =  SDR* rfR(sin»P  4-  cos'P cos'Q)  rfsinPrfQ, 

C  =:SDR*rfR(sin^P4-cos^Psin»Q)rfsinPrfQ; 

F  =SDR*rfRsinPcosPsinQ(/sinP(/Q, 
G  =  SDR*  e/R  sinP  cosP  cosQ  rfsinP  c/Q, 
H  =  SDR*  rfR  cos'P  sinQ  cosQ  rfsin  P  dQ. 

il  y  a  ici  trois  intégrations  consécutives  à  exécuter,  la  première  par  rap- 
port à  R,  et  l'on  prendra  cette  intégrale  depuis  R  =  o  jusqu'à  R  =  R'  (en 
nommant  R'  la  valeur  de  R  à  la  surface  de  la  Lune);  ayant  ensuite  sub- 
stitué pour  R'  sa  valeur  en  P  et  Q  donnée  par  la  figure  de  la  Lune,  on 
exécutera  les  deux  autres  intégrations,  l'une  par  rapport  à  P  depuis 
P=  —  90**  jusqu'à  P  --  90®,  l'autre  par  rapport  à  Q  depuis  Q  =  o  jusqu'à 
Q  =  36o*^,  et  comme  ces  intégrations  sont  indépendantes,  il  sera  libre  de 
commencer  par  celle  qu'on  voudra. 

La  densité  D  doit  être  donnée  en  fonction  de  R,  P  et  Q,  et  si  elle  est 
constante,  ou  du  moins  constante  dans  chaque  rayon,  en  sorte  que  D  ne 
contienne  point  R,  il  est  clair  qu'on  pourra  exécuter  d'abord,  en  général. 
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la  première  intégration,  et  il  viendra 

m=riSDR'^^sinPrfQ; 


A  =:^  iSDR'^cos'Prfsinl^/Q, 


B  =  g  SDR'M  sin'P  -f-  cos^ P  cos'Q i  f/sin  PrfQ, 


C  :^  ^SDR'»i.sin»P-i-cos»Psin^Q)//sinPrfQ; 


F  -  -  -' SDR'*sinPcosPrfsinPr/cosQ, 
G  =  -^  iSDR'*sinPcosPrfsinPrfsinQ, 

« 

H  =  -  ^-  '  ,  SDir^cos'PrfsinPf/cosî^. 

5X4 

62.  La  supposition  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  qu'on  puisst^ 
faire  a  l'égard  de  la  figure  de  la  Lune  est  de  la  regarder  comme  un  sphé- 
roïde elliptique  homogène,  dont  les  méridiens  et  l'équateur  soient  des 
ellipses  telles,  que  Tun  des  axes  de  l'équateur  passe  parle  premier  méri- 
dien, en  sorte  qu'il  en  résulte  une  figure  elliptique  élevée  sous  l'équa- 
teur et  allongée  vers  la  Terre,  cette  figure  étant  en  effet  celle  que  la  Lune 
aurait  dû  prendre  naturellement  en  vertu  de  sa  rotation  el  de  l'action  de 
la  Terre,  si  cette  Planète  avait  été  primitivement  fluide. 

Qu'on  désigne  par  a\  b\  c'  les  coordonnées  a,  é,  c  pour  la  surface  de 
la  Lune,  et  qu'on  nomme/,  g,  h  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde,  les- 
quels sont  en  même  temps  les  axes  des  coordonnées  a,  6,  c,  en  sorte 
que  h  soit  le  demi-axe  proprement  dit  de  la  Lune,/ le  demi-axe  de  l'équa- 
teur qui  passe  par  le  premier  méridien,  et  g  l'autre  demi-axe  de  l'équa- 
teur; on  aura  pour  l'équation  d'un  pareil  sphéroïde,  entre  les  coordon- 
nées a' y  //,  c\  celle-ci 

a'^      b''       &' 

>-  -f-  -  -  H-  7T  =^  I. 
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Or,  si  R'  est  la  valeur  de  R  à  la  surface,  on  aura  pour  a',  b\  d  les 
mêmes  expressions  que  pour  a,  6,  c,  en  y  changeant  seulement  R  en  R'; 
donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  en  tirera 


R' 


v/ 


sin'P       cos'Psin^Q       cos^Pcos^Q 
i—  +  -.  -^  J. 


Telle  est  la  valeur  de  R'  qu'il  faudrait  substituer  dans  les  formules  pré- 
cédentes, pour  pouvoir  procéder  ensuite  aux  intégrations  relatives  a  P 
et  Q;  mais  les  intégrations  générales  étant  sujettes  à  trop  de  difficultés, 
nous  nous  contenterons  d'examiner  le  cas  où  le  sphéroïde  est  à  très-peu 
près  sphérique,  en  sorte  que  les  différences  entre  les  trois  demi-axes  ^, 
^,  /soient  très-petites;  ce  qui  parait  être  le  cas  de  la  Lune. 

63.  Nous  ferons  donc 


/  ë 


e  et  i  étant  deux  constantes  très-petites,  qui  expriment  les  ellipticités  du 
premier  méridien  de  la  Lune  et  de  celui  qui  le  coupe  k  angles  droits,  el 
dont  nous  négligerons  les  produits  et  les  puissances  qui  passent  la  pre- 
mière dimension. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente  de  R',  on 
aura  à  très-peu  près 


donc 


R'=  A(I-+-ecos»Pcos'Q^-lCOs'Psin'Q); 
R''  —  A>(n-  3e  cos'P  cos'Q  H-  3i  cos^P  sin'Q j, 
R'^  =:  A*(i  -4-  5e  cos'P  cos^Q  h-  5 / cos'P  sin»Q)  ; 

et  faisant  ces  dernières  substitutions  dans  les  expressions  des  quantités 
m.  A,  B,  C,  on  trouvera  après  les  intégrations,  qui  n'ont  aucune  diffî- 
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culte  en  supposant  la  densité  D  constante, 

2D/i»x36o« 
m  r- :i  -r  e-h  r  ; 

A  =  -* x—^- 1-4-2^4-21), 

_,        4DA*x36o«.   ^       ^  . 
4DA'x36o'' 


donc 


A  —  — = —  (i  -f-  e  -4-  /), 


D 

2/1-W 
(. = —     I  -4    /   , 


m  étant  la  mas^se  entière  de  la  Lune,  et  h  son  demi-axe. 

A  l'égard  des  constantes  F,  G,  H  on  les  trouvera  égales  à  zéro;  en  sorte 
que  les  trois  axes  du  sphéroïde  seront  des  axes  naturels  de  rotation. 

64.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  forces  qui  pourraient  donner 
à  la  Lune  supposée  fluide  une  figure  telle  que  celle  que  nous  venons 
d'examiner.  Dénotons  par  a,  ^3,  7  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  par- 
ticule dm  suivant  les  trois  coordonnées  a,  b,  c  de  cette  particule;  on  sait, 
par  la  Théorie  de  l'équilibre  des  fluides,  que  l'équilibre  aura  lieu  dans 
toute  la  masse  du  fluide,  si  les  quantités  a,  /3,  7  sont  des  fonctions  de  a, 
h,  c,  telles  que 

yjla  -¥  '^  (Ih  -h  y  de 

soit  une  quantité  intégrable;  et  ah)rs  l'intégrale  de  cette  quantité,  égalée 
à  une  constante,  sera  l'équation  de  la  surface  extérieure,  en  supposant 
que  a,  6,  c  deviennent  a\  //,  c\  que  nous  prenons  pour  les  coordonnées 
de  la  surface.  Donc,  si  a',  j3',  7'  sont  ce  que  d(îviennent  les  fonctions  a. 
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|6,  7  lorsque  a,  b,  c  y  deviennent  a\  b\  c\  on  aura 

oL'da'  H-  Ç^'db'  -h  ydc'  =  o 

pour  l'équation  différentielle  de  la  surface  du  fluide.  Mais  nous  supposons 
que  cette  surface  est  représentée  (62)  par  l'équation 

^'2  h^  ^    ^ 

dont  la  différentielle  est 

a'da'       b'dh'       c'dc' 

donc  il  faudra  que  cette  équation  soit  identique  avec  la  précédente,  et 
par  conséquent  que  les  quantités  a',  |9',  /  soient  respectivement  propor- 

tionnelles  à  -^^  --?  yr,;  donc,  en  général,  les  forces  a,  j3,  y  devront  être 

proportionnelles  respectivement  à  -a^->    --5  j--  Donc,  faisant  successive- 

ment  a=/,  è  =  g-,  c  =  A,  on  aura  les  forces  qui  doivent  agir  aux  extré- 
mités des  trois  axes  de  Tellipsoïde,  Icwsquelles  devront  par  conséquent 

être  proportionnelles  à  -^^  -5  v?   c'est-à-dire  en  raison  réciproque  de 

ces  demi-axes;  donc  aussi  les  trois  demi-axes  de  Tellipsoide  devront 
être  réciproquement  proportionnels  aux  forces  qui  agissent  à  leurs  extré- 
mités. 

65.  Pour  appliquer  cette  Théorie  à  la  Lune,  il  ne  s'agit  que  de  déter- 
miner les  forces  qui  peuvent  agir  sur  chacune  des  particules  de  sa  masse; 
or  ces  forces  sont  :  i^  l'attraction  de  toute  la  mas^se  de  la  Lune;  2^  l'at- 
traction de  la  Terre;  3*^  la  force  centrifuge  provenant  du  mouvement  de 
la  Lune. 

Quant  à  la  première  de  ces  forces,  en  supposant  la  densité  égale  à  1, 
et  la  force  attractive  de  chaque  particule  égale  à  sa  masse  divisée  par  le 
carré  de  la  distance,  on  trouve,  par  les  formules  que  j'ai  données  dans 
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mon  Mémoire  sur  ^attraction  des  sphéroïdes  elliptiques,  année  1773  (*), 
que  rattractîon  d'un  sphéroïde  représenté  par  Téquation 

z^  -f-  ma:'  H-  n r'  =  Ar, 

sur  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  ce  sphéroïde  et  déter- 
miné par  les  coordonnées  a,  b,  c  parallèles  à  x,  y,  z,  se  réduit  à  Irois 
forces  dirigées  suivant  a,  b,  c,  et  exprimées  par  2mBa,  2/iFè,  aGc;  les 
quantités  B,  F,  G  étant  des  fonctions  de  met  n,  telles  qu'en  taisant 

I  —  m 

u*  = j      y  —.  n  —  ni, 

m 

Q=  -^ f^arctanga -,       Q' =  -— --^, 

mtx^  '         ma*  mu?  ma' 


on  ait 


Or  l'équation  du  sphéroïde  du  numéro  précédent  étant 

.t-        r-*       z' 


r  '  t  '  A'-' 


fen  changeant  a\  b\  c'  en  x,y,  z),  on  aura  par  la  comparaison  de  cette 
équation  avec  la  précédente 

/'  g" 

et  mettant  pour  j-^  ^  leurs  valeurs  1  -h  ^,   i  -h  e  (63;,  e  et  1  étant  des 
quantités  très-petites,  on  aura 

m=  i  —  2e,     n:=i  —  2  /  ; 

donc 

a'=2e,     y  =2(6  —  /  ■; 
(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  640. 
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donc,  puisque  /x  est  une  quantité  fort  petite,  on  aura 


fX'     ,     u^ 


arc  lança  —  a  —  V  -^  ^ 
^'3  5 

et  de  là 

o=ér(-f  )-!(-¥)•  0'-„7{i-|->K-T)' 

donr 

(iQ  _       I  rfQ  i6       f/0'  I  ^0'  4 

dm  ?  Je  3.5       dm  9.   de  3.5' 

donc 

"vK-t-t)*-'  f=i(--¥-¥)'^-.  «=i(--;-¥)'»-- 

Donc  enfin  les  forces  suivant  a,  6,  c  seront  représentées  par  les  for- 
mules 


2 

~3 


F(-^;*¥)»»"..  t('*¥-t)"^"'  ¥(-¥-t)'^-- 


et  si  l'on  voulait  que  la  densité  du  sphéroïde  fut  exprimée,  en  général, 
par  D,  il  n'y  aurait  qu'à  multiplier  ces  mêmes  expressions  par  D.  Or  on 
a  trouvé  plus  haut  (63)  que  la  masse  m  d'un  pareil  sphéroïde  est  expri- 
mée par 

— ,r—  (i H-  e  H-  I  )  36o"; 


donc,  multipliant  les  valeurs  précédentes  par 

3/w 


— -.wT— î 


?.D//J;i4-  e  -f-  /  36o" 

on  aura,  en  général,  pour  les  forces  qui  agissent  suivant  a,  h,  c  sur  un 
point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  la  Lune  et  déterminé  par  les 
coordonnées  a,  6,  c,  ces  expressions 

m  l        oe        3/\  m  /        3e        q/\  i        ni  (         3e        3/\ 

ni  étant  la  masse  totale  de  la  Lune  et  A  son  demi-axe. 
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66.  Pour  déterminer  les  autres  forces  venant  de  l'attraction  de  la 
Terre  et  des  forces  centrifuges  de  la  Lune,  nous  ferons  abstraction  des 
inclinaisons  de  l'orbite  de  cette  Planète  et  de  son  équateur  sur  l'cclip- 
tique,  ainsi  que  des  inégalités  de  ses  mouvements  périodiques  et  de  ro- 
tation; moyennant  quoi  l'axe  des  coordonnées  a,  c'est-à-dire  le  demi- 
axe/de  l'équateur  étant  prolongé  passera  toujours  par  la  Terre;  en  sorte 
que  chaque  point  de  la  Lune  répondant  aux  coordonnées  a,  6,  c  décrin» 

autour  de  l'axe  de  l'écliptique  un  cercle  dont  le  rayon  sera  y/TT^ay^-h  h'^, 
et  avec  une  vitesse  angulaire  égale  a  i ,  puisque  nous  avons  pris  la  dis- 
tance moyenne  du  centre  de  la  Lune  à  la  Terre  pour  l'unité,  et  l'angle 
du  mouvement  moyen  de  la  Lune  pour  représenter  le  temps.  Donc  cette 
particule  aura  une  force  centrifuge  pour  s'éloigner  de  l'axe  dont  il  s'agit, 

égale  k  s/{i  -ha)^-hb'\  laquelle  donnera  dans  la  direction  de  la  ligne  a 
la  force  —- 1  —  a,  et  dans  la  direction  de  la  ligne  b  la  force  —  b.  Ensuite 
nommant  M  la  masse  de  la  Terre,  et  exprimant  l'attraction  de  la  Terre  par 
sa  masse  divisée  par  le  carré  de  la  distance,  on  aura 

M 


(i  -i-a)'-hftM-c' 


pour  la  force  avec  laquelle  la  même  particule  tend  vers  le  centre  de  la 
Terre,  et  qui  donnera  par  la  décomposition  une  force  suivant  a  égale  à 


M(n-a) 


i' 


[(l-4-a/-4-6»-4-C^]' 

une  force  suivant  b  égale  à 

Mb 


[(i-4-aj*-4-i»H-c'] 


et  une  force  suivant  c  égale  à 


Me 


[(i-+-a)>H-6'-4-c']*" 


Donc  chaque  particule  de  la  Lune  répondant  aux  coordonnées  a,  b,  c  se 
V.  lo 
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trouvtîn»  soumise  à  trois  forces,  Tune  suivant  a  et  égale  à 

M  (  I  -f-  a) 


— ---  -~  I    -rt. 


raulir  suivîint  b  et  égale  k 

_   m_ ^ 

la  troisième  suivant  c  et  égale  à 

Me 


[(i-4-ai*-f-6^-!-c']* 

Or  il  faut  que  ces  forces  se  conlre-balancenl,  et  soient  par  conséquent 
nulles  dans  le  centre  de  la  Lune,  oixa--  o,  ft-o,  cr-o;  donc  on  aura 
M  —  I:  -o,  savoir  M  -  i;  en  sorte  que  la  niasse  de  la  Terre  devra  être 
prise  pour  l'unité  par  rapport  a  la  masse  m  de  la  Lune.  Faisant  donc 
M--I,  et  regardant  a,  b,  c  comme  des  quantités  trës-petites,  les  trois 
forces  précédentes  deviendront  —3a  suivant  a,  o  suivant  6,  et  c  sui- 
vant c. 

H7.  Joignant  ces  forces  à  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  haut,  on 
aura,  pour  chaque  particule  de  la  Lune  dont  a,  6,  c  sont  les  coordonnées, 
trois  forces  dirigées  suivant  «,  6,  c  et  exprimées  par  ces  formules 


m 


f        qe       3/\  -  m  /        3e       qi\  .       m  /        3e        3i\ 


lesquelles  ont,  comme  on  voit,  la  forme  requise  pour  l'équilibre  d'un 
sphéroïde  elliptique.  11  ne  s'agira  donc  que  de  faire  en  sorte  que  ces 

forces  soient  proportionnelles  à  ^5  —?  yi  (04),  ou  bien,  à  cause  de 

f=h(\-\-e)    el    g-=A(n-i), 
proportionnelles  à 
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ce  qui  donnera  ces  deux  équations 


m/        9*       3/\  m/        3e       <)i\ 

; —   ■  I         0.€, 

m  /        3e       3i\  "         m  /         3e       3i  \ 


lesquelles  se  réduisent  a 


m  4e        , 

m  ^i 
A>   5 

d'où  Ton  lire 

2 

1 
1 

7.  -*- 

I  —  21; 


4  m 


Mais  h  étant  le  demi-axe  de  la  Lune  exprimé  en  parties  de  sa  dista^jce 
moyenne  de  la  Terre,  et  m  la  masse  de  la  Lune  (exprimée  en  parties.de 

celle  de  la  Terre,  il  est  clair  que  77  sera  un  nombre tfcs-grand,  et  qu'ainsi 
l'on  aura  sans  erreur  sensible 

5/1^       .5  /i^ 

m  4  m 

fi8.  La  valeur  de  h  est  assez  bien  connue,  étant  égale  au  sinu:^  du 
demi-diamètre  apparent  et  moyen  de  la  Lune,  lequel  est  de  1  V/|5'';  donc 
substituant  pour  h  la  valeur  de  sin(i5'45"),  on  aura 

_    o,oooooo4Ho8        ._    0,000000  i?o  :>. 
m  m 

()9.  A  l'égard  de  la  valeur  de  m,  il  n'y  a  encore  rien  de  bien  décidé; 
on  n'a  pu  la  déduire  jusqu'ici  que  du  rapport  entre  les  forces  de  la  Lune 
et  du  Soleil  pour  produire  les  marées  ou  la  précession  des  équinoxes. 
Ces  forces  sont  proportionnelles  aux  masses  de  la  Lune  et  du  Soleil  divi- 
sées respectivement  par  les  culxîs  de  leurs  distances  à  la  Terre;  par  con- 
séquent le  rapport  dont  il  s'agit  sera  composé  de  la  raison  des  masses  de 
la  Lune  et  de  la  Terre,  et  de  la  raison  des  masses  de  la  Terre  et  du  Soleil 

divisées  respectivement  par  les  cubes  des  dislances  de  la  Terre  à  la  Lune 

10. 


76  THÉORIE 

et  du  Soleil  à  la  Terre;  mais  cette  dernière  raison  est  égale  à  celle  des 
carrés  des  vitesses  angulaires  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil  autour  de 
la  Terre;  donc  si  l'on  exprime  par  i  :/i  le  rapport  de  ces  vitesses  ou  des 

mouvements  moyens  de  ces  deux  Planètes,  on  aura  —  pour  le  rapport 

des  forces  en  question  de  la  Lune  et  du  Soleil,  lequel,  à  cause  de  n^  -•=  — n 

à  très-peu  près,  devient  égal  à  178m. 

Or  Newton  a  trouvé,  par  quelques  phénomènes  de  la  hauteur  des  ma- 
rées, ce  rapport  égal  a  4~'  ce  qui  donne  m  =  -^  -=  ^  à  très-peu  près; 

mais  M.  Daniel  lîernouUi  a  trouvé,  par  quelques  observations  des  ma- 
rées qu'il  croit  plus  exactes  que  celles  de  Newton,  le  même  rapport  égal 

à  2  ~»  ce  qui  donne  m  =  -^^^  =  —  a  peu  près.  M.  d'Alembert,  d'après  les 

formules  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nulation  de  l'axe  de  la 

Terre,  fixe  ce  rapport  à  2^  en  supposant  la  nutation  totale  de  18",  ce  qui 

donne  m  =  ^  ~  "Tj  ^  P^^  près;  mais  il  observe  en  même  temps  que  la 

valeur  de  ce  rapport  peut  varier  beaucoup  en  supposant  une  erreur  de 
quelques  secondes  dans  la  quantité  de  la  nutation.  [Voyez  la  deuxième 
Partie  des  Recherches  sur  le  Système  du  monde,  page  182.  ) 
Au  reste  comme  le  rapport  du  diamètre  de  la  Lune  k  celui  de  la  Terre 

est  égal  à  — ?  en  nommant  D  celui  de  leurs  densités,  on  aura,  en  regar- 
dant ces  deux  corps  comme  sphériques,  ou  à  très-peu  près  sphériques. 


m 


=  T-Vdi^:  0,020  2855D; 


en  sorte  qu'en  supposant  les  densités  égales  et  par  conséquent  D  =  i ,  on 
aura  à  très-peu  près  m  —  -^^  valeur  qui  tient  le  milieu  entre  celles  de 
Newton  et  de  M.  d'Alembert.  Et  en  adoptant  cette  valeur  de  m,  on  aura 

e=:  0,00002404,       /=:  0,00000601. 
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70.  En  général  quelles  que  soient  la  figure  de  la  Ltine  et  la  loi  de  sa 
densité,  comme  on  a,  par  les  formules  du  n"*  61, 

A=SR'cos»Prf/ii,    B  =  SR'(sin'P-+-cos'Pcos'Q)^///,    C  =  SR=(8in*P-hcos'Psin'Q)r////, 

F  =  iSR'8in2PsinQr/f/i,    G  =  iSR'sin-iPcosOf////,    H^ -SR'cos'PsinïQrf///, 
a  a  2 

il  est  visible  que  si  /  est  la  plus  grande  valeur  de  R,  c'est-k-dire  le  plus 
grand  rayon  de  la  Lune,  on  aura  nécessairement  pour  les  valeurs  de  A, 

B,  C  ces  limites  o  et  m/^,  et  pour  les  valeurs  de  F,  G,  H  celles-ci  db 

Or  le  demi-axe  h  de  la  Lune  est  connu  par  les  observations,  étant  égal 
à ^  (en  prenant  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre  pour  l'u- 
nité, ainsi  que  nous  en  usons  toujours);  donc 

1=  T  —     ei     /^=     T  I  -7-/; 


h  7.10  \h]  4^4^^ 

Si  la  Lune  était  sphcrique,  on  aurait  /=  A;  or  le  disque  apparent  de  la 
Lune  étant  à  très-peu  près  circulaire,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  supposer 
/>/i  qu'en  admettant  un  allongement  dans  le  diamètre  qui  est  dirigé 
vers  la  Terre,  et  il  serait  hors  de  toute  vraisemblance  que  l'on  eût  /=  aA. 
Ainsi  on  est  comme  certain  que 

I  ?.  I  OO 

A     D     (î 

d'où  il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  —  »  —î  ~  seront  nécessairement  moin- 

^  m    m    m 

dres  que 1  et  celles  de  —•>  — ?  —  moindres  que    -, 

*        1 2  I  oo  m    m    m  ^24  200 

Donc,  puisque  ces  quantités  multiplient  tous  les  termes  des  fondions 

k — y V--' ^r-  QUI  expriment  I  ellet  de  la  non-sphcricite  de  la 

m    ox      m    oy     m    oz    ^  ^  ^ 

Lune  dans  les  équations  du  mouvement  de  cette  Planète  (58.),  on  voit 
combien  ces  termes  doivent  être  petits,  et  combien  par  conséquent  on 
est  en  droit  de  les  négliger  vis-à-vis  des  autres  termes  des  équations  de 
l'orbite  de  la  Lune,  ainsi  qu'on  en  a  usé  jusqu'à  présent.  Il  y  a  cependant 
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quelques-uns  de  ces  lermes  auxquels  il  est  k  propos  d'avoir  égard,  a 
(*ause  de  leur  forme  d'où  pourraient  résulter  des  équations  séculaires; 
c'est  ce  que  nous  discuterons  k  part,  après  avoir  analysé  dans  la  Section 
suivante  les  équations  qui  donnent  les  lois  de  la  rotation  de  la  Lune  au- 
tour de  son  axe. 


SECTION  QUATRIEME. 

nÉTKRUINATION   DE   LA   LIRnATION  DE  LA   LUNE  ET   DES   MOUVEMENTS  DE  L^AXE 

DE  CETTE   PLANÈTE. 

71.  Cette  détermination  est  renfermée  dans  les  trois  équations  sui- 
vantes (56) 

oar         or  or 

,dT"        ÔT"        dV 
$(ls  ds  as 

,ST"        oV        rîV" 
oau         ou  ou 

dans  lesquelles  il  faut  substituer  a  la  place  de  T"  et  de  V"  leurs  valeurs 
données  dans  les  n®*  43  et  54. 

En  difierontiant  successivement  la  valeur  de  T"  par  rapport  aux  rf/*,  r, 
fis,  s,  du^  u,  on  aura 


6T 

0  (fr 


A  /         (lr\       2F  /  </s\       2 G  /  fiu\ 


61" 

—  -  -    o, 
or 


oT"        ik  4B/  (ls\        2F/         (lr\        4U/         du, 


0 


odu  ""'     'fit  ' '■"  V/7  y  '  dt  )     dt  V  ""  <^i /      dt  y     di 

6T'  .    /  ds\        ,^  l  ds\  .,  /  \dr\        , , .  /         dn\ 
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En  difTérentiant  de  même  la  valeur  de  Y"  par  rapport  à  r,  5.  u,  011  aura 

eV        3/(1+ X)'  r       n.      ,      II       /r  /p  . 

-jp  —  -^yi [— î^C— B;r-f  ail  — 4Gm— 4F*1 

_  VlL±-£Lr  (B  -  C  -  4Hr-  4G«  +  4Fii . 

+  ?/lL±£]f  U(B  -  A)M  -  aH*  -  Gr- FI 
_  ?/^'[-2(B-C)/-2H-i-4G«-T-4F*] 

+  ^=^[2(A-C)*-h2HM-t-G-Fr], 

^.X!  =  3/LL±^'  [  _  8(C  -  A  .*  -:-  4H«  +  4G  -  4 Fr] 

_  ?/lL+^i!."  [a(B  -i-  C  -  5.A)«  -  4H5  -  4Gr  -  ïF] 
+  3/ll^f2i  [2(  A  -  C)  -  aHr  -  16G*  -  dVu] 

|^(4Htt  +  4Fr) 
+  ^[-8(A-C)5-8Ha-4Gl 
+  ^^  [2(A  -  C)r  +  2H  -  6G«  -  4F*]. 

av"     3/(i+x)',,„      ._  ^ 
^-  =  -=^ — TT-^  4U*  —  4G'' 

_  3/(«jj:£)2:  i^a^B  H- C  -  2  A)*  -  4Ua  -  2G -)- 4Fr] 

+  ^•^^'  "I;  "^^^  [2(B  -  A 'r  4-  2H  -  4Gu  -  6F«] 

+  ^=^[-8(B-A)M  +  4H*  +  4Gr  +  4F] 

+  ^[-S(X-B)u-8ns-^¥] 

-H  i/^  [2(A  -  B)  +  zHr-  6G«  -  i6F«]. 
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72.  Faisant  ces  substitutions  dans  les  trois  équations  dont  il  s'agit,  et 
mettant  pour/ sa  valeur  approchée  i  (60),  on  aura  les  trois  équations 

suivantes,  dans  lesquelles/?'^  \/{i  -i-x)^-hy 


2_L_  ^2 


Première  équation. 


dt^       ""  V  dt         dP  ^\dt   '^'dfô 


) 


+  i' '  "'',f  ''  [ -  a i C  -  B)/-+  ail  -4G«  -  4F5] 

_^±iL^(B-C-4Hr-  4G5-+-4FM) 

+  .LL±5I?  [2(8  _  A)«-  9.Hs  -  Gr-  F] 
p 

-I- -4?  I  2(  A  —  Cj* -h  aHw  H- G  ~  Fr]  =  o. 


Deuxième  équation, 

4<*-C)(-^)-4«(S-ïi) 

iLL±^J![_8;C-A)*  +  4H«  +  4G-4Fr] 
blJt.pL  [2(B  +  c  -  2 A  ) M  -  4H*  -  4Gr  -  2F 
3{i-hx)z  r^(A-C)-aHr-i6Gf-6Fw] 
^(4H«  +  4Fr) 

+  ^r  [2{A  — C)r+2H-6GM-4F*]=--o. 
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Troisième  équation. 


4,*_B,(„-^').4C(^.^) 


-h2F       I-+ 


/        7.(lr\         ^d'r        ,„  /         (i's\ 


-  ----"^^j^'[2(B  H-  C  -  aA)«-  4H«  -  aC  +  4F/-] 
+  ili±-:^:5[2(B- A)r+  2H-4G«-6F«] 
-^  --^j  [  -  8( B  -  A)«  -f-  4H*  H-  4Gr  +  4F 1 
H--^[-8(A-Bi«-8H5-4F]    • 

-+     i^[2    A-B)-4-2H/-6G5-l6F«l=:0. 

73.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  ces  équations;  or  cette  inté- 
gration n'a  aucune  difficulté;  car  :  i"  les  variables  inconnues  r,  s,  u  ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire;  2**  les  quantités  x,  j,  :;  sont  déjà 
connues  en  /  par  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune  (59);  3®  comme 
les  quantités  r,  s,  u  doivent  être  très-petites,  et  que  les  quantités  x,y,  z 
sont  aussi  assez  petites,  on  pourra  dans  la  première  approximation  reje- 
ter tous  les  termes  où  les  trois  premières  se  trouveraient  multipliées  par 

les  trois  dernières;  4"  enfin  on  pourra  mettre  partout,  h  la  place  de  — ^^ 
sa  valeur  approchée 

en  négligeant  toujours  les  termes  oii  x,y,  z  formeraient  ensemble  des 

produits  de  plus  de  deux  dimensions. 

V.  II 
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De  cette  manière  on  aura  ces  trois  équations  approchées 

.  r/'r         ^lidu       d^s\         n,  f^ds       d^u\ 

^^dF-^^^y-dr-dFJ-^^^ydr^-di^) 

—  3(C  —  B)  r— 6Ga  —  6F5  H- 3H  ^  — 3a: -f- 6a:^— ^/' —  ^^A 

—  3(B  —  C)  (i  —  ^x)x  —  3F(i  —  4x)  z  -h  3Gxz  =  o, 

//*       /-v/        ^«\       iT^fdu       d^s\         ^d^r         ^f        7.dr\ 

^^^L~^-^\  ~i2(C-A)*-h6Ha-6Fr 

-h  6g[i  — 3x-4-6jc^-  ~/^ zA-f-eFd  — 4a:)jV6(A  — C)(i  — 4:r)a 

—  6Gz»-4-6H7«  =  o, 

4;.A-B)(«-^)-^4c(^-f.^)-f-.F(i-f-^)-2G^ 

H.4H^-4-  ^\  -h6H5--6Gr-+-6G(i-4a:)7--h6H(i-4a:)z 

H-  6F(7*—  ^»)  H-  6(  A  —  B)xz  =  o. 

74.  On  peut  encore  simplifier  ces  équations  par  les  considérations  sui- 
vantes. On  voit  que  leurs  premiers  membres  renferment  les  termes  tout 
constants  3H,  6G,  2F;  il  faut  donc  que  ces  termes  soient  nuls,  ou  à  peu 
près  nuls,  pour  que  les  variables  r,  s,  u  puissent  être  très-petites.  Or  on 
a  vu  dans  le  n®  61  que  les  équations  F==-  o,  G  =  o,  H  —  o  renferment  les 
conditions  nécessaires  pour  que  Taxe  de  rotation  de  la  Lune,  et  les  deux 
diamètres  de  son  équateur  qui  sont,  l'un  dans  le  premier  méridien,  et 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  méridien,  soient  des  axes  naturels  de  rota- 
tion; ainsi,  sans  connaître  la  figure  et  la  constitution  intérieure  de  la 
Lune,  on  est  d'abord  assuré  que  son  axe  de  rotation,  et  les  deux  dia- 
mètres de  son  équateur  dont  nous  venons  de  parler,  sont,  ou  exacte- 
ment, ou  à  très-peu  près,  des  axes  naturels  de  rotation  de  cette  Planète, 
c'est-à-dire  tels,  qu'elle  pourrait  tourner  librement  et  uniformément  au- 
tour de  chacun  d'eux.  Mais  on  sait  que  dans  tout  corps  il  y  a  toujours 


DE  LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE,  ETC.  83 

trois  axes  de  rotation  possibles,  qui  sont  perpendiculaires  entre  eux,  et 
qu'on  nomme  les  axes  principaux  du  corps;  donc  il  faudra  que  Taxe  de 
la  Lune  et  les  deux  diamètres  de  son  équateur  coïncident  exactement,  ou 
à  très-peu  près,  avec  les  axes  principaux  de  cette  Planète;  dans  le  pre- 
mier cas  les  constantes  F,  G,  H  seront  nulles,  et  dans  le  second  elles  se- 
ront seulement  très-petites.  Or  il  est  naturel  de  supposer  le  premier  cas  : 
1°  parce  qu'en  faisant  F--o,  G  —  o,  H---o,  les  trois  équations  du  nu- 
méro précédent  se  simplifient  beaucoup,  en  sorte  que  le  mouvement  de 
rotation  de  la  Lune  autour  de  son  axe,  et  le  mouvement  de  cet  axe  par 
rapport  à  l'écliptique,  deviennent  les  plus  simples,  et  en  même  temps  les 
plus  indépendants  entre  eux  qu'il  est  possible;  circonstance  qu'on  sup- 
pose tacitement  avoir  lieu,  lorsqu'on  cherche  a  déterminer  ces  mouve- 
ments d'après  les  observations;  2®  parce  qu'en  supposant  que  la  Lune 
ait  la  figure  qu'elle  aurait  prise  étant  fluide,  en  vertu  des  lois  de  l'Hydro- 
statique, les  constantes  F,  G,  H  sont  nulles,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut  f  63). 

Par  ces  raisons  donc,  nous  ferons  dans  les  trois  équations  du  numéro 
précédent  F  ---  o,  G  —  o,  H  --  o,  ce  qui  les  réduira  a  ces  trois-ci 

A  -j-  -h3(B  — C)(r— r-i^  ^xy)^o, 

(.__>A-.B-(,:-^-,A-B)^«H--rzj=o. 

dont  la  première  donnera  immédiatement  la  valeur  de  r,  et  dont  les  deux 
autres  donneront  celles  de  5  et  a;  les  valeurs  de  x^  y,  z  étant  déjà  con- 
nues par  les  formules  du  n**  59. 

De  la  lihration  de  Ici  Lune, 

Ih.  Il  ne  sera  question  ici  que  de  la  lihration  physique  et  réelle  de  la 
Lune,  c'est-à-dire  de  celle  qui  vient  des  inégalités  réelles  de  la  rotation 
de  cette  Planète  autour  de  son  axe;  la  lihration  connue  des  Astronomes 

1 1. 
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est  purement  optique,  et  n'a  par  elle-même  aucune  difTiculté,  n'étant 
produite  que  par  le  mouvement  non  uniforme  de  ta  Lune  autour  de  la 
Terre,  et  par  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune  k  l'égard  de  son  équa- 
teur;  celle  libration  aurait  également  lieu  quand  la  Lune  serait  absolu- 
ment sphérique,  et  quand  son  mouvement  de  rotation  serait  uniforme  ; 
mais  la  libration  physique  dépend  de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune 
supposée  non  sphérique;  elle  est  représentée  par  l'angle  très-petit  r, 
lequel  exprime  de  combien  le  premier  méridien  de  la  Lune  est  plus  ou 
moins  avancé  dans  sa  révolution,  qu'il  ne  devrait  l'être  s'il  répondait 
toujours  au  lieu  moyen  de  la  Terre  vue  de  la  Lune  (39). 
Pour  déterminer  cet  angle  il  faut  donc  intégrer  l'équation 

A-TT  4-  3(B  —  C)  (r—  y-^^xr)z=zo; 

laquelle,  en  faisant  d'abord  abstraction  des  termes  sans  r,  donnera 

r=  LsinA, 

L  étant  une  constante  indéterminée  et  X  un  angle  qui  augmente  unifor- 
mément,  en  sorte  que  -^-j  soit  une  quantité  constante. 

En  effet,  substituant  pour  r  cette  expression  dans  l'équation 

on  aura  (après  avoir  divisé  par  LsinX)  celle-ci 

-a(^)V3(B-C).:o; 

d'où  l'on  tire 

dl         /3[B'— "C) 
7/7  '-'-"  V  — A  "  ' 

et  la  constante  L  demeurera  arbitraire. 

Qu'on  substitue  maintenant  dans  les  termes  tout  connus  de  l'équation 
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proposée  les  valeurs  de  x  el  j  du  n*^  59,  on  aura  pour  y  —  (\xy  une  suite 
de  termes  de  cette  forme 

asina  -h  6sin(3  -f-.  . ., 

dans  lesquels  a,  6, . . .  sont  des  coefïîcients  numériques,  et  a,  ^3, . . .  drs 

angles  qui  croissent  uniformément,  en  sorte  que  —»  'Tn'"  '*^^*"^  ^^^'^ 
nombres  donnés.  Or  soient 

Psina  H-  Qsin(3  H-. . . 

les  termes  correspondants  dans  la  valeur  de  r,  on  aura  par  la  substitu- 
tion et  la  comparaison  des  termes  analogues  ces  équations 


-  Ap(^yH-3(B-(:)(P- rt)-    o, 
-AQ(^|yH-3(B-C!  0-/n:    o, 


d'où  Ton  tire 


3(B  — C)a  „  3;B  — C)6 


Ainsi  la  valeur  complète  de  r  sera,  par  la  Théorie  connue  des  équations 
linéaires, 

r  ---  L  sin  /  -f-  P  sin  a  -f  Q  sin  ^  -+-...  ; 

les  deux  constantes  arbitraires  étant  Tune  L,  et  l'autre  renfermée  dans 
l'angle  X. 

76.  Telle  est  l'expression  générale  de  la  libration  réelle  et  physique 
de  la  Lune;  si  cette  libration  pouvait  être  sensible,  elle  devrait  altérer 
également  toutes  les  longitudes  sélénographiques  des  taches  de  la  Lune, 
déterminées  par  la  méthode  de  Mayer,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut 
^39);  mais  en  examinant  la  Table  que  cet  Astronome  donne  à  la  lin  de 
son  Traité  sur  la  rotation  de  la  Lune,  et  qui  renferme  les  longitudes  et  les 
latitudes  sélénographiques  des  taches  ou  points  lumineux  nommés  Ma- 
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nilius,  Dionysius  et  Censorinus,  déduites  de  plusieurs  observations  faites 
pendant  toute  Tannée  i^j^S,  on  voit  que  les  différentes  déterminations 
des  longitudes  de  ces  taches  s'accordent  assez  entre  elles,  pour  qu'on 
doive  rejeter  sur  les  erreurs  des  observations  les  différences  qui  s'y  trou- 
vent, et  qui  sont  presque  toutes  au-dessous  d'un  demi-degré;  d'ailleurs 
comme  ces  différences  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  les  trois  taches,  et 
qu'il  se  trouve  des  différences  presque  aussi  grandes  entre  les  différentes 
déterminations  des  latitudes,  il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  attribuer  les  diffé- 
rences dont  il  s'agit  à  la  libration  réelle  de  la  Lune;  et  l'on  en  doit  plutôt 
conclure  que  cette  libration  est  nécessairement  trës-petite. 

Ainsi  donc  il  faudra  :  i**  que  les  coefficients  L,  P,  Q,...  soient  très- 
petits;  2^  que  les  angles  X,  a,  ]3,...  soient  tous  réels,  et  cette  seconde 
condition  est  la  plus  essentielle;  car  autrement  l'expression  de  r  contien- 
drait l'angle  même  t,  lequel  croît  à  l'infini.  Or  les  angles  a,  /S,...  sont 
réels  par  leur  nature,  mais  l'angle  X  n'est  réel  qu'autant  que  la  valeur  de 

^-9  savoir  i/----^--,  est  réelle.  Donc  il  faudra  que  — :--  soit  une 

quantité  positive. 

A  l'égard  des  coefficients  L,  P,  Q, . . , ,  comme  le  premier  L  est  arbitraire, 
on  pourra  lui  supposer  une  valeur  aussi  petite  qu'on  voudra;  mais  pour 
les  autres  il  faudra,  pour  les  rendre  très-petits,  supposer  une  valeur  fort 

petite  a  la  quantité  —  r    • 

77.  En  effet,  en  examinant  l'expression  de  v  du  n*'  59,  on  voit  que  le 

terme 

—  o,io94tJ7  Bsina 

(a  étant  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune)  est  beaucoup  plus  considérable 

que  les  autres;  de  sorte  qu'on  pourra  sans  erreur  sensible  réduire  à  ce 

seul  terme  la  valeur  de  y  —  4^J>  que  nous  avons  représentée  ci-dessus 

(75)  par  la  séri<* 

^zsina  -{-  6  sinj3  —  . . .; 

ainsi  Ton  aura 

a  —  ~  o,  1 09  4^7  8,     6  zz_  o,  :  . . , 
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ou  plus  exactement  (en  ayant  égard  au  terme  tout  constant  —  o,oo3  587  1 
de  la  valeur  de  x) 

a  =  —  0,109467  8x  1,0143484  =  —  o,iiio38. 

D'ailleurs  on  a,  par  le  même  n**  59, 

-=j  =  0,991 544»     et  par  conséquent     l-j-j—  0,983  16. 

Donc  on  aura  (75) 

3(B  — C)  o,iiio38 


P  = 


^  QQ  ^      3(B-C) 

0,98316 -r 


Or,  pour  que  le  terme  Psina  de  la  valeur  de  r  soit  beaucoup  plus  petit 
que  le  terme  asinct  de  la  valeur  de  y,  lequel  renfermant  la  principale 
partie  de  l'équation  du  centre  de  la  Lune  produit  un  effet  très-sensible 

dans  la  libration  optique  en  longitude,  il  est  visible  qu'il  faut  que  — r   -- 

soit  une  fraction  assez  petite;  en  sorte  qu'on  aura  à  très-peu  près 

P  =  0,338  82  '^-7—. 

Et  si  l'on  veut  que  la  valeur  de  P  soit  au-dessous  d'un  demi-degré,  ce  qui 
parait  devoir  être  d'après  les  observations  (76),  il  faudra  qu'on  ait 

0,33882  — T —  <  3o'  -<  0,008  726, 

A 

et  par  conséquent 

---- —  <  o,o25  754. 

78.  ir  faut  pourtant  remarquer  que,  quoique  le  terme  asina  soit  le 
plus  considérable  de  tous  ceux  qui  peuvent  entrer  dans  la  valeur  de 
y  —  4^.  cependant  si  cette  valeur  contenait  un  terme  dr  la  forme 

psinvf,  dans  lequel  l'argument  w  serait  tel,  que  -7-  fût  un  nombre  fort 

petit,  alors  quand  même  p  serait  un  coefficient  fort  petit,  il  en  pourrait 


88  THÉORIE 

résulter  dans  l'expression  de  r  un  terme  tel  que  II  sino,  dans  lequel  II 
serait  assez  grand,  à  cause  que,  Il  étant  égal  à 

3(B-C);> 

le  dénominateur  de  II  deviendrait  très-petit.  Or  l'expression  de  y  con- 
tient le  terme 

o,oo3  164  3  sine 

(s  étant  l'anomalie  moyenne  du  Soleil),  dans  lequel 

-y.  —  0,074  800 ,     et  par  conséquent      (  -^  j  ~-  o,oo5  696  ; 

de  plus  la  quantité  j?y contiendra  un  terme  proportionnel  à  sin(27--2a), 
dans  lequel 

et  dont  le  coelHcient  sera  moindre  que  celui  de  sine  dansj'.  On  trouve- 
rait peut-être  encore  d'autres  termes  de  cette  espèce,  mais  il  parait  que 
le  terme  proportionnel  à  sine  est  celui  qui  peut  donner  la  plus  grande 
valeur  de  11  ;  ainsi  il  suffira  d'examiner  l'effet  de  ce  terme. 

Faisant  donc 

p  -zr.  o,oo3  164  3     et     cj  =  e, 

on  aura 

3'B  —  Cl  o,oo3i643 


^~         A         3(B-Ci 


—  0,005595 


Celte  expression  de  n  devient 

o,oo3  1643  =  1 1'  environ, 

iD  r 

lorsque  — -.—  est  une  quantité  infinie;  ensuite  la  valeur  de  n  augmente, 
à  mesure  que  — ^ —  diminue,  jusqu'à  devenir  infinie  lorsque 

— r —  =  0,001 865; 
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elle  passe  après  cela  à  Tinfini  négatif,  el  va  en  diminuant  (étant  toujours 
négative)  jusqu'à  devenir  nulle  lorsque 


B-^C 


Si  maintenant  on  suppose 

n  =  3o' = 0,008  726, 


on  trouve 


el  si  l'on  fait 


on  trouve 


r =0,002  9^5  (), 


n  ~  -  3o', 


— r —  =  0,00 1  3G8  7  ; 


ainsi,  pour  que  la  valeur  du  coefïieient  fl  tombe  entre  ees  limites  ±:3o', 
il  faudra  que  celle  de  — r— ^  soit  >o, 0029259,  ou  <o,ooi  368  7. 

79.  Mais  nous  avons  vu  ci-dessus  que  pour  que  le  terme  proportionnel 
à  sina  soit  au-dessous  de  3o',  il  faut  que  — .—  soit  <o,o25  754;  donc, 
pour  que  le  terme  proportionnel  à  sine  soit  en  même  temps  moindre 
que  3o',  il  faudra  que  la  valeur  de  — — ^  soit  renfermée  entre  ces  deux 

limites  o,025  704  et.  0,002  92G,  ou  enlre  ces  deux-ci  0,001  3(i9  et  o,  à 

cause  que  cette  valeur  doit  être  nécessairement  positive. 

B  —  C       . 
On  peut  conclure  de  tout  ceci  que  la  valeur  de  — r —  doit  être  effecli- 

vement  une  fraction  assez  |)elile,  afin  que  la  partie  de  la  libration  réelle, 
due  aux  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  soit  peu 
considérable,  ainsi  que  les  observations  paraissent  le  démontrer.  Au  reste*, 
quand  même  cette  partie  de  la  libration  aurait  une  valeur  sensible,  elle 
ne  pourra  jamais  être  bien  reconnue  ni  déterminée  par  les  observations, 
parce  qu'elle  se  trouvera  toujours  comme  fondue  dans  la  libration  op- 
tique de  la  Lune,  (|ui  est  égale  a  l'équation  du  centre  d(î  cette  Planét(^ 
V.  12 
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80.   A  l'égard  du  premier  terme  Lsin/  de  l'expression  de  r  (75), 
puisque 


d\       ^  /SfB-C) 


et  par  conséquent  Tort  petite,  l'argument  X  sera  Tort  lent;  et  par  cette 
raison  ce  terme  pourrait  être  considérable  sans  qu'il  pût  être  sensible, 
dans  des  observations  faites  dans  un  court  espace  de  temps  dans  lequel 
l'angle  X  varierait  très-peu.  parce  qu'alors  toute  l'influence  de  ce  terme 
dans  les  longitudes  sélénographiques  des  taches  de  la  Lune  se  réduirait 
à  avancer  ou  à  reculer,  d'une  quantité  à  peu  près  constante,  la  position 
du  premier  méridien  lunaire.  Ainsi  ce  n'est  que  par  des  observations 
laites  à  des  intervalles  assez  grands  pour  que  les  variations  de  l'angle  X 
soient  sensibles,  qu'on  pourra  connaître  et  déterminer  l'équation  LsinX 
de  la  libration  réelle  de  la  Lune. 

Au  reste  il  est  clair  que  cette  équation  doit  produire  dans  la  Lune  une 
libration  analogue  aux  balancements  d'un  pendule,  qui  ferait  de  petites 
oscillations  isochrones  dont  l'étendue  serait  2L  et  dont  la  durée  serait 


V  3(B-(:) 


dt 
A    " 


savoir  de  ~ y  ~i:irzrî~^  ïi\o\'^  périodiques,  puisque  nous  représentons  le 
temps  par  l'angle  du  mouvement  moyen  de  la  Lune. 

81 .  En  regardant  la  Lune  comme  un  sphéroïde  homogène  et  elliptique 
peu  différent  d'une  sphère,  suivant  l'hypothèse  du  n**  63,  on  aura 

B-C  f>-^     _     _  . 

puisque  nous  négligeons  les  puissances  et  les  produits  de  e  et  i\  donc  il 
faudra  que  e  —  1  >  o,  et  par  conséquent  e  >  i\  mais  e  est  l'ellipticité  du 
premier  méridien  de  la  Lune,  et  i  l'ellipticité  du  méridien  qui  le  coupe 
à  angles  droits,  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  étant  le  petit  axe  commun 
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de  tous  les  méridiens;  ainsi  h  Lune  aura,  dans  cette  hypothèse,  une  figure 
allongée  dans  le  sens  du  diamètre  de  Téquateur  qui  répond  au  premier 
méridien,  et  qui  est  dirigé  vers  la  Terre;  de  sorte  que  ce  diamètre  sera  le 
grand  axe  de  l'ellipse  qui  forme  l'équaleur  lunaire,  et  e  —  i  sera  IVllip- 
tieilé  de  cette  ellipse. 
La  durée  des  balancements  de  la  Lune  provenant  du  terme  Lsin).  sera 

donc,  dans  l'hypothèse  présente,  de  — -  mois  périodiques,  et  ne 

dépendra  par  conséquent  que  de  la  seule  ellipticité  de  son  équaleur. 

Si  l'on  veut  que  la  Lune  ait  été  originairement  fluide,  et  qu'elle  ait 
conservé  en  se  durcissant  la  figure  qu'elle  aurait  dû  prendre  par  les  lois 
de  l'Hydrostatique,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
n^  68, 

o,oooooo36o6 
e  —  i-^ , 

^  m 

et  faisant  m  --  ^-  (69  j  on  auni 

e  —  I  rz:  o,ooooi8o3, 

quantité,  comme  on  voit,  renfermée  entre  les  limites  o  et  o,ooi36<) 
du  n®  79.  Dans  ce  cas  la  durée  des  balancements  de  la  Lune  sera  de 
67,98  mois  périodiques;  mais  ces  déterminations  sont  trop  hypothétiques 
pour  qu'on  doive  s'y  arrêter. 

En  général,  quelles  que  puissent  être  la  figure  et  la  constitution  inté- 
rieure de  la  Lune,  on  pourra  toujours  supposer 

B-C 

cette  quantité  e  —  i  étant  très-petite  et  positive,  et  les  lois  de  sa  libra- 
lion  réelle  seront  les  mêmes  que  si  cette  Planète  était  homogène  et  ellip- 
soîdiquc,  e  —  i  étant  Tellipticité  de  son  équateur. 

82.  Au  reste  le  terme  Lsin).  de  la  libralion  réelle  de  la  Lune  est  né- 
cessaire dans  la  Théorie  pour  expliquer  comment  la  Lune  peut  nous  pré- 

12. 
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senter  toujours  à  peu  près  la  même  face,  sans  qu'on  soit  obligé  de  sup- 
poser que  la  vitesse  de  rotation  primitive,  imprimée  à  cette  Planète,  a 
été  exactement  égale  à  sa  vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la 
Terre. 

En  effet,  en  faisant  abstraction  de  Tinclinaison  de  l'équateur  lunaire 
sur  Técliptique,  laquelle  est  très-petite,  il  est  visible  que  la  rotation  to- 
tale et  réelle  de  la  Lune  autour  de  son  axe  doit  être  représentée  par  la 
somme  des  deux  angles  9  et  ^9  dont  l'un  ç  représente  la  révolution  de  la 
Lune  autour  de  son  axe  par  rapport  au  point  équinoxial  ou  au  nœud  de 
son  équateur,  et  dont  l'autre  ^  représente  le  mouvement  en  longitude  de 
ce  nœud.  Or,  par  la  Théorie  de  Cassini  etdeMayer,  on  a  simplement  (39) 

(IQ 

de  sorte  que  dans  cette  Théorie  on  aurait  -r-  vitesse  de  la  rotation  de  la 

Lune  =  I ,  vitesse  moyenne  de  la  Lune  autour  de  la  Terre.  Mais,  en  ayant 
égard  k  la  quantité  r,  on  a  par  notre  Théorie 

et  par  conséquent 

de  dr  ,  dl       ^ 

-^^i-l-^-^i^-L^-cosX-f-...; 

de  sorte  qu'à  cause  de  la  constante  arbitraire  L,  la  valeur  primitive  de  la 
vitesse  de  rotation  -j-  peut  être  supposée  quelconque,  pourvu  qu'elle 

soit  peu  différente  de  l'unité  ou  de  la  vitesse  moyenne  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre,  k  cause  que  la  constante  L  doit  être  très-petite,  et  qu'elle  se 


trouve  de  plus  ici  multipliée  parla  quantité  très-petite  ~  —  t/-^ 


C^, 


A 

J'ai  donné  le  premier  cette  explication  de  la  libration  de  la  Lune  dans 
la  Pièce  qui  a  remporté  en  1764  le  prix  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  sur  ce  sujet;  et  elle  a  été  adoptée  par  ceux  qui  ont  depuis  traité  la 
même  matière. 
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Du  mouvement  des  points  équinoxiaux  de  la  Lune,  et  de  V inclinaison 

de  Véquateur  lunaire  sur  l'écliptique, 

83.  La  détermination  de  ces  deux  points  de  la  Théorie  de  la  Lune  dé- 
pend de  l'intégration  des  deux  dernières  équations  du  n°  74,  savoir 

B^  -f.  (A  -  B  -  C)^  H-  (A  -  C)  (4*  -f-  ^z  -  6xz\  =:=o, 

C^-(A-B-C)^-f-(A-B)(i.-f-^rz)-:o. 

Commençons  par  faire  abstraction  des  termes  tout  connus  qui  con- 
liennent  les  variables  x,  y,  z,  et  ne  considérons  d'abord  que  les  deux 

équations 

«  d^^       ,  *      T^      ,^  du       , .  . 

B^  -f-(A-B-C)^+4iA-C;*  =  o, 

^^"~    A~B--C)-^J-f-:A-Bj££  =  o; 

il  est  visible  par  la  forme  de  ces  équations  qu'on  y  peut  satisfaire  en  sup- 
posant 

5  r   M  sin  fXy     u  —  M' cosjtx, 

M  et  M' étant  des  constantes  indéterminées,  et  fx  un  angle  tel,  que  -jj  soit 
aussi  une  quantité  constante. 

Faisant  ces  substitutions,  et  divisant  la  première  équation  par  sinix, 
la  seconde  par  cos/x,  on  aura  ces  deux-ci 

-BM  (^V-iA-B-OM'^  +4(A-C)M  =  o, 
_ CM'f^V-  ■  A  -  B -  C;  M  ^  +  (A  -  B)  M'=  o. 


La  seconde  donne 


M(A-B-C)^ 
M'  —  "'  ■ 


-«-^(i) 
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celte  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  la  quantité  M  s'en  ira  par 
la  division,  et  Ton  aura  cette  équation 

4,._o,-B(*y][*-.-c(fyj-,A-B-c.(^y=«, 

laquelle  servira  à  déterminer  la  constante  ^»  Tautre  constante  M  de- 
meurant indéterminée  et  par  conséquent  arbitraire. 
Si  Ton  fait  pour  plus  de  simplicité 


( 


dij.y 


on  aura,  en  ordonnant  les  termes,  cette  équation  du  second  degré 

BCp^-[(A-B-C)'-h(A-B)B-h4(A-C)C]p-i-4(A-B)(A-C)  =  o, 

laquelle  aura  par  conséquent  deux  racines  que  nous  dénoterons  par  p' 
et  p". 

De  là  et  de  la  Théorie  connue  des  équations  linéaires,  il  s'ensuit  que  si 
Ton  prend  deux  angles  fx  et  v,  tels  que 

avec  deux  constantes  arbitraires  M  et  N,  on  aura 

j  =  M  sin/:x  -h  N  sinv, 

a=:M'cosa-f-  N'cosv, 
en  supposant 


;A-B-c4?                       (A-B-C   % 
M'  = -^-^^  M,     N'  -. -T^  N  ; 


-«-^© 


et  il  est  visible  que  ces  valeurs  de  5  et  a  sont  complètes,  puisqu'elles  ren- 
ferment quatre  constantes  arbitraires,  dont  deux  sont  M  et  N,  et  dont  les 
deux  autres  sont  renfermées  dans  les  angles  fj,  et  v. 
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84.  Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'avoir  égard 'aux  termes  tout 
[*.onnus  des  équations  proposées,  savoir  aux  termes 


(X^C}(^z-^6xz\ 


de  la  première  équation,  et 


(\^B)X-xz 


z 


de  la  seconde.  Pour  cela  nous  observerons  qu'en  substituant  pour  x,  y, 

leurs  valeurs  données  plus  haut  (59),  la  quantité  -z    -6xz  se  réduit  à 
une  suite  de  termes  de  la  forme 

tfsina  H-  6sinj3  -h.  . ., 

3 
et  que  la  quantité  -yz  se  réduit  de  même  k  une  suite  de  termes  de  la 

forme 

a'  cosa  -h  b'  cos(3  H-  . . . , 

a,  a\  è,  6, . . .  étant  des  coefficients  donnés,  et  a,  /3, . . .  des  angles  tels 
que  ^j  ^'*"  ^^"^  aussi  des  quantités  données;  cela  est  évident  à  cause 

que  la  valeur  de  x  est  exprimée  par  une  suite  de  cosinus,  et  celles  de  y 

et  z  {)ar  des  suites  de  sinus  de  pareils  angles. 

Soient  maintenant 

Psina  -h  Qsin|3  -h. . . 


les  termes  qui  en  résultent  dans  l'expression  de  .v,  et 

P' cosa -h  Q'cos^-f-. . . 

les  termes  qui  en  résultent  dans  l'expression  de  //;  il  n'y  aura  qu'à  faire 
ces  substitutions  dans  les  deux  équations  proposées  (numéro  précédent) 
et  égaler  séparément  à  zéro  les  parties  affectées  de  sina,  sin^,...  dans 
la  première  équation  et  de  cosa,  cosjS,...  dans  la  seconde.  On  aura  par 
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rapport  à  Tangle  a  ces  deux  équations 


-f-:A-C)(4PH-a)=::0, 


_Bp(^y-(A-B-C)P'J 
_CP'^^y-(A-B-C)P^+(A-B)(P'+a')  =  o, 


d'où  l'on  tire 


A-B-c(^yi{A  — C)aM-(A-B-C)  ^(A-Ba' 


( 


»_B-c,(g.)-[4,A-.:,-B(l^)][*-B-c(^î)"J 


(A-B-C)^(A-C)a  +  r4(A-C)-B(^yj(A-B)a' 


( 


._B-C,(^)'-(4.A-C,-B(g)-J[A-B-C(g)'j 


On  aura  de  semblables  équations  par  rapport  à  l'angle  |5,  lesquelles  don- 
neront pour  Q  et  Q'  des  valeurs  pareilles  à  celles  de  P  et  F,  en  y  chan- 
geant seulement  -^  en  ^>  et  a,  a',  en  h,  b'\  et  ainsi  de  suite. 

85.  Joignant  donc  ces  différents  termes  à  ceux  qu'on  a  trouvés  dans 
le  numéro  précédent,  on  aura  les  valeurs  suivantes  de  s  et  m,  savoir 

s  =  Msinu  -f-  Nsiiiv  -f-  Psina  h-  Q  sînJ3  -h. . ., 
//---:  M'cosjtx-i-  N'cosvH-P'cosa  -hQ'cosj3  H-.  .  ., 

lesquelles  résolvent  les  équations  proposées  dans  toute  leur  étendue,  et 
renferment  par  conséquent  les  véritables  lois  du  mouvement  des  points 
équinoxiaux  de  la  Lune  et  de  l'inclinaison  de  son  équaleur. 
En  effet,  puisque  (38) 

5  =  iang-  sin9,     //  — lang-  ros^, 


on  aura 


&) 


lang-  =:  ^s' -^  u\     laiigcp  =z  -, 
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(ù  étant  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  Técliptique,  et  9  la  dis- 
tance du  premier  méridien  de  la  Lune  au  nœud  ascendant  de  l'équateur, 
c'est-à-dire  au  point  équinoxial  d'automne  par  rapport  à  la  Lune.  Or  on 
a,  par  le  même  numéro, 

0  ou  9  -I  \j^  r^  180"  -f-  /  -h  r; 

donc 

t]y  -rr  180"  4-  /  —  9  -I-  r; 

mais  '^  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'équateur  lunaire;  donc 
'}  — 180^  sera  celle  de  son  nœud  descendant,  ou  bien  de  l'équinoxe  du 
printemps  de  la  Lune.  Donc  la  longitude  de  cet  équinoxe,  ou  bien  sa 
distance  à  l'écjuinoxe  de  la  Terre,  sera  exprimée  par 

Tangle  r  étant  celui  de  la  libration  réelle  de  la  Lune  (75  ». 

86.  On  voit  par  les  expressions  précédentes  de  ^  et  1/  que,  pour  que 
ces  quantités  soient  et  demeurent  toujours  fort  petites  (ce  qui  est  néces- 
saire pour  Texaclitude  de  la  solution,  et  qui  est  en  même  temps  conforme 
aux  observations  suivant  lesquelles  l'inclinaison  w  est  toujours  très-pe- 
tite), il  ne  suffît  pas  que  les  coefficients  M,  N,  P,  P',...  soient  eux-mêmes 
fort  petits,  mais  qu'il  faut  de  plus  que  les  angles  fx,  v,  oc,  j3,...  soient 
réels;  or  les  angles  a,  |^,...  sont  réels  par  leur  nature,  mais  les  angles  [x 

et  V  demandent,  pour  être  réels,  que  les  valeurs  d^  "^'  ^jT'  c'est-à-dire 

de  \'p\  vp",  soient  réelles;  ainsi  il  faudra  que  les  racines  p',  ff"  de  l'équa- 
tion en  p  (83)  soient  non-seulement  réelles,  mais  encore  positives;  ce  qui 
donne  ces  trois  conditions 

( A  -  B  —  C;  -4-  (  A  —  B  B  h-  4i  A  —  C) C> o, 

(A—  B    A-  <:  >o, 

[f  A  -  B  -  Cr  -^    A  ~  B..  B  H-  4( A  -  (:)(:i=>i6B(:{A  --  B)(A  -  C). 

Si  l'une  de  ces  conditions  manque,  les  valeurs  de  s  et  u  renfermeront 
V.  i3 
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l'angle  /,  et  pourront  augmenter  à  l'infini,  ce  qui  est  contraire  aux  ob- 
servations. 

En  joignant  à  ces  trois  conditions  celle  que  nous  avons  trouvée  plus 
haut  (76),  savoir  B  —  C  >  o,  et  qui  est  nécessaire  pour  que  la  libration 
réelle  r  soit  toujours  très-petite,  on  a  quatre  conditions  entre  les  trois 
constantes  A,  B,  C,  c'est-k-dire  entre  les  moments  d'inertie  de  la  Lune 
autour  de  ses  trois  axes  principaux,  lesquelles  doivent  nécessairement 
avoir  lieu,  quelle  que  puisse  être  d'ailleurs  la  figure  de  cette  Planète;  et 
si  ces  conditions  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  la  vraie  figure  de  la 
Lune,  elles  pourront  néanmoins  servir  à  donner  l'exclusion  à  une  infi- 
nité de  figures;  mais  c'est  un  détail  qui  nous  mènerait  Irop  loin. 

87.  Examinons  maintenant  plus  particulièrement  les  expressions  que 
nous  venons  de  trouver  pour  s  et  w,  et  voyons  surtout  les  conséquences 
qui  en  résultent  par  rapport  aux  mouvements  de  l'axe  lunaire. 

On  remarquera  d'abord  que  le  premier  terme  de  la  valeur  de  z  (59y, 
lequel  est  0,089 64  sinjS,  |3  étant  l'argument  moyen  de  latitude  de  la 
Lune,  on  remarquera,  dis-je,  que  ce  terme  est  beaucoup  plus  considé- 
rable que  tous  les  autres  de  la  même  quantité;  de  sorte  que  dans  la  pre- 
mière approximation  on  pourra  réduire  à  ce  seul  terme  toute  la  quan- 
tité 5,  et  négliger  en  même  temps  les  quantités  xz  et  yz  comme  fort 

3 
petites  par  rapport  k  z.  Ainsi  les  termes  tout  connus  -z  —  &xz  de  la 

première  équation  se  réduiront  k  -  x  0,08964  sin|3,  ou  plus  exactement 

(en  tenant  compte  aussi  du  terme  constant  —  0,003587  de  la  valeur 

de  X)  k 


( 


-  X  0,089  64  -i-  6  X  o,oo3  583  )  sin  p,     savoir  à     o,  1 55  98  sin  (3  ; 


et  les  termes  tout  connus  de  la  seconde  équation  pourront  être  négligés. 
On  aura  donc,  dans  les  formules  du  n"  84, 

h  -=^  0,15598, 
et  tous  les  autres  coefficients  seront  nuls.  De  sorte  que  les  expressions 
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de  s  e{  u  du  n^  85  se  réduiront  à  celles-ci 

s  =  Msinu   i-  Nsinv  -f-  Qsin|3, 
r'--    M'COS|Ul       N'cosv-i- Q'cos^, 

dans  lesquelles  on  aura 

^- ïï 

A  -  B  -  C  ;  -f-  ;  A     C  h 
i*n  supposai)!,  pmir  abréger, 

«=^     »-...(§) -.[^.-.:-»(f)-][A-»-,:(f)' 

Or  la  valeiii  de     '-  est  égale  à  i  ,oo4oi8  par  \v  n"  59;  iroù  il  s'nisuif 

<rid)ord  <|u*o!i  a  à  ïrés-peu  près 

^      Q,        A-  B-CKA-C  A 

K 

A  l'égard  du  driiominaleur  R,  j'cd»M*rvf  qu'on  taisant,  pour  aitrcgor, 

en  sorte  que 

fïT  -   o,oo8  o5?-, 

on  peut  le  nieUre  sons  cette  fornk» 

laquelle,  à  cause  de  la  petitesse  de  zs,  peut  se  réduire  à  celle-ci 

H        A  -  B-  C-i  Acj-3  A  —  C^J; 

en  sorte  qu'on  aura  à  Irès-pen  près 

A  -  i\\b 


^    '^  '    Abt-3  a  -C; 


i3 
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88.  Maintenant  je  remarque  que  puisque 


on  aura,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  valeurs  précédentes  de  s 
et  w,  et  ne  retenant  que  les  termes  tout  constants  et  sans  sinus  et  co- 
sinus, la  quantité 


2 


Q' 


pour  la  valeur  moyenne  de  tang*->  w  étant  l'inolinaisun  de  Péquateur 

lunaire  sur  Técliptique.  Or  on  sait  par  les  observations  que  cette  incli- 
naison est  très-petite,  et  Ton  ne  s'écartera  pas  beaucoup  de  la  vérité  en 
prenant  2  degrés  pour  la  valeur  moyenne  de  w,  ce  qui  tient  le  milieu 
entre  les  déterminations  de  Cassini  et  de  Mayer;  ainsi  l'on  aura  pour  la 

valeur  moyenne  de  tang-5 


lang  1^  =  0,017455. 

Si  les  valeurs  des  constantes  arbitraires  M  et  N  étaient  nulles,  et  par 
conséquent  aussi  celles  des  constantes  M'  et  N'  qui  en  dépendent  '83  ■, 
il  esl  clair  que  la  quantité  que  nous  venons  d'assigner  pour  la  valeur 

moyenne  de  tang-  devrait  être  égale  à  Q;  mais  en  supposant  que  M,  N, 

W  et  N'  ne  soient  point  nulles,  la  même  quantité  devra  être  plus  grande 
que  Q  f abstraction  faite  des  signes);  par  conséqueiil  on  aura  nécessai- 
rement 

Q  ~  ou  <  0,017  455, 

abstraction  faite  du  signe  de  Q. 

Or  ayant  trouvé,  dans  le  numéro  précédent, 

o— -    ^^'~^'^_ 


on  aura 
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A  -  C  _     ctQ 
A     "~*H-3Q' 


ou 


cj  =  0,008  o52     ei    6  =  0,15598; 


d'où  l'on  voit  que  —r —  doit  être  un  très-petit  nombre.  En  effet,  eu  niel- 
lant pour  Q  sa  plus  grande  valeur  positive  ou  négative,  c'esl-à-<lire  en 

faisant 

Q  =  ±10,017  455, 

on  aura  ces  deux  valeurs  de  ----—»  savoir 

A 

0,00067460    el     — o,ooi3565i, 

lesquelles  seront  donc  les  limites  de  la  quantité  —  4-;  imah  nous  don- 
nerons plus  bas  des  limites  plus  exactes  pour  cette  quantité. 

89.  Nous  remarquerons  ici  que,  zs  étant  un  nombre  très-petil,  ainsi  que 

A  —  C 

^— T —  (comme  nous  venons  de  le  voirj,  le  dénominateur  R  des  coelïi- 

cients  Q  et  Q'  devient  aussi  très-petit  du  même  ordre,  el  que  les  lermes 
'iC(A  —  C)7s  —  BCts^  que  nous  avons  négligés  dans  la  valeur  de  R  sont 
alors  très-petils  du  second  ordre,  en  sorte  qu'on  peut  les  négliger  avec 
raison. 

Si  la  valeur  de  tz  n'était  pas  très-petite,  celle  de  R  ne  le  serait  pas  non 
plus,  et  les  valeurs  de  Q  (^t  Q'  seraient  au  contraire  beaucoup  plus  petites 
qu'elles  ne  le  sont;  mais  la  circonstance  de  cr  très-petite,  laquelle  vient 

de  ce  que  jj  est  un  nombre  très-peu  différent  de  l'unité  (b9j,  en  ren- 
dant le  dénominateur  R  fort  petil,  augmente  considérablement  la  valeur 
des  coetficients  Q  et  Q'  des  ternies  QsinjS  et  Q'cosjS  des  expressions 
de  5  et  w;  d'où  l'on  voit  que  le  terme  b  sin]3  auquel  nous  avons  réduit  la 
valeur  de  z,  outre  qu'il  est  par  son  coefficient  b  le  plus  grand  de  tous  les 
autres  termes  de  5,  est  encore  par  la  nature  de  l'angle  /5  celui  qui  doit 
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donner  les  plus  grands  termes  dans  ^  et  u;  car  quoique  la  valeur  de  z, 
ainsi  que  celle  de  xz  que  nous  avons  entièrement  négligée,  puissent 
contenir  encore  d'autres  termes  pour  lesquels  rs  soit  aussi  un  fort  petit 
nombre,  tels,  par  exemple,  que  les  termes  qui  auraient  pour  argument 
l'angle  27  —  /3,  ou  2a  —  /3,  ces  termes  ne  donneraient  pourtant  pas  une 
valeur  de  rs  aussi  petite  que  celle  qui  vient  du  terme  sin]3,  puisque 

7.  -—■ 7-  =  0,846  38o  zz-  i  —  o,  153620, 

ai        ai 

da       d& 
'^dt''Tt  ~"  ^♦^>9^76^^  I  -  0,010924; 

par  conséquent  la  valeur  du  dénominateur  R  serait  toujours  plus  grande 
pour  ces  termes  que  pour  ceux  qui  viennent  du  terme  sinj5.  D'où  il  s'en- 
suit que  ce  terme  est  en  effet  le  seul  auquel  on  doive  avoir  égard. 

90.  En  supposant  la  Lune  un  sphéroïde  elliptique  homogène  peu  dif- 
férent d'une  sphère,  suivant  l'hypothèse  du  n**  63,  on  a 

A  =  — ^-  (1-4-  e  -I- 1  ),     B  —    ~j^  —  ^  I  -h  e  ),     C  =  ~" r~  (  *  -^-  0> 

cet  /étant  des  quantités  fort  petites;  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  en  p  du  n*^  83,  on  aura,  en  faisant  attention  que  les  valeurs 
de  A,  B,  C  ne  sont  exactes  qu'aux  secondes  dimensions  près  de  e  et  1, 

'  I  -f-  e  -I-  I  )  p^  —  I  -h  4^  ■^'  '^  P  "^  4^'  ~  o> 

laquelle  donne,  par  approximation,  ces  deux  valeurs  de  p,  1  -f-  ie  et 
l\ei,  en  sorte  qu'on  aura 

p'r=  I  -^  3e,     p"--z  \ei; 
et  par  conséquent 

du  3  e        c?v 

•  di  1         dt  ^ 

de  sorte  qu'il  faudra  que  e  et  i  soient  des  quantités  toutes  deux  positives 
ou  toutes  deux  négatives  pour  que  -r-  ait  une  valeur  réelle. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  M'  et  de  N  <lu  même 
n°  83,  on  aura  (à  cause  de  la  petitesse  de  e  et  i) 

M'—  M,     N'rr:      ?.N  i/ -  -      à  irès-pcu  près. 

Mais,  en  général,  quelles  que  soient  la  figure  de  la  Lune  et  sa  ronsrilu- 
lion  intérieure,  nous  pouvons  toujours  supposer 

V-C 

t  «'tant  un  nombre  très-petit  par  le  n"  88;  d'ailleurs  on  a  déjà  '81; 

B  -C 

e  —  i  étant  une  quantité  positive  et  fort  petite;  donc  on  aura 

V-B 
A 

et  par  conséquent 

B       A  I  -    /  ,     (^  ~  \.  I  —  e  y 

e  et  /  éteint  des  quantités  très-petites,  et  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  en  o  donneront  les  mêmes  résultats  que  ci-dessus;  en  sorte 
que  ces  résultats  seront  de  cette  manière  indépendants  de  la  figure  de  la 
Lune. 


91.  De  ce  (jue  nous  venons  de  démontrer  il  s'ensuit  donc  que  les  va- 
leurs de  v  et //,  c'est-à-dire  de  tani'  -  sinc^  et  tang- coso,   se  réduisent 


-  sinc^  et  tang- 
à  cette  forme 


laiJg-  siii'j       M  si  II  7  4- N  sinv -h  Q  sinj3, 

lang -'   ^oso  —  M  rosa  -     :>.N  i/  -  cosv  -f-  Q  cosà, 

M  et  N  étant  deux  coeflicients  arbitraires,  fx  et  v  étant  deux  angles  tels 

que 

du  3  e       dv  ,-—. 

dt  ->        dt  ^ 
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o  1 55  oo^ 

Q  étant  égal  à  — ^^^rT~'  ^  étant  l'argument  moyen  de  latitude  de 

la  Lune,  et  e,  /  étant  deux  nombres  fort  petits  qui  doivent  être  tels  que  ei 
et  e  —  i  soient  positifs,  et  qui  dans  le  cas  où  la  Lune  est  supposée  un  el- 
lipsoïde homogène  représentent  les  ellipticités.du  premier  méridien  el 
de  celui  qui  le  coupe  à  angles  droits. 

Ainsi  il  ne  reste  plus  pour  connaître  les  angles  «  et  9,  c'est-à-dire  l'in- 
clinaison de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique,  et  la  distance  du  premier 
méridien  au  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  ou  à  l'équinoxe  lunaire 
d'automne,  qu'a  résoudre  les  équations  que  nous  venons  de  trouver.  La 
connaissance  de  l'angle  9  donnera  celle  de  la  longitude  des  nœuds  de 
l'équateur  lunaire,  puisque  nous  avons  déjà  vu  (85)  que  la  longitude  du 
nœud  descendant  ou  de  l'équinoxe  du  printemps  lunaire  est  représentée 
par  i  —  cp-hr:  ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  éléments  d'où  dépend  la 
position  de  Tcqualeur  ou  do  l'axe  lunaire  à  chaque  instant. 

92.  Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  les  deux  con- 
stantes arbitraires  M  et  N  seraient  nulles.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

lang-sinç--  Qsinâ,     lang  -  COS9 -- Q  cosj3; 


or  tang-  est  une  quantité  positive  par  l'hypothèse  du  calcul;  donc,  si  Q 
est  une  quantité  positive,  on  aura 


lang  -  r^  Q,     c.  --  ;i  ; 


mais,  si  Q  est  une  quantité  négative,  on  aura 


0) 

lang—  :---  —  Q,      o  ~  i8o''  -f-  5. 


'^•> 


Voyons  donc  lequel  de  ces  deux  cas  peut  s'accorder  avec  les  observa- 
tions. 

Si  9  ~  jS,  on  aura  /  —  j3  -f-  r  pour  la  longitude  du  nœud  descendant 
de  l'équateur  lunaire:  et  comme  r  est  une  quantité  très- petite  qui  ne 
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peut  renfermer  que  des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  (cette  quantité  r 
représentant  la  libration  réelle  de  la  Lune  que  nous  avons  examinée  plus 
haut),  il  est  visible  que  /  —  ^  sera  la  longitude  moyenne  de  ce  nœud; 
mais  ]3  étant  l'argument  moyen  de  latitude  de  la  Lune,  c'est-à-dire  la  dis- 
tance du  nœud  moyen  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant  moyen,  et  /  étant 
(hypothèse)  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  /—  jS  sera  la  longitude 
moyenne  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  lunaire.  Donc,  dans  le  cas  dont 
il  s'agit,  le  lieu  moyen  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire  coïn- 
cidera avec  le  lieu  moven  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  la  Lune.  Or 
c'est  précisément  ce  qui  s'accorde  avec  la  Théorie  établie  par  Cassini  sur 
des  observations  faites  dans  le  siècle  passé,  et  confirmée  par  Mayer  et  par 
M.  de  Lalande  d'après  des  observations  faites  depuis  trente  ans.  De  sorte 
qu'on  est  assuré  que  le  cas  dont  il  s'agit  donne,  par  rapport  au  lieu 
moyen  des  nœuds  de  l'équateur  lunaire,  des  résultats  exactement  con- 
formes aux  observations. 

Dans  l'autre  cas  on  aurait  /  — 13  —  i8o*^  pour  la  longitude  moyenne  du 
nœud  descendant,  ce  qui  ferait  coïncider  le  nœud  ascendant  de  l'équa- 
teur avec  le  nœud  ascendant  de  l'orbite;  ce  cas  pourrait,  comme  on 
voit,  avoir  lieu  également  si  Q  était  une  quantité  négative;  mais  puisque 
les  observations  répondent  parfaitement  au  cas  précédent,  il  en  faut  con- 
clure que  Q  est  nécessairement  une  quantité  positive. 

93.  Mais  la  supposition  de  M  --  o  et  N  —  o  étant  trop  limitée,  exami- 
nons maintenant  l'influence  de  ces  quantités  dans  la  valeur  de  l'angle 
9~- 13.  Pour  cela  je  déduis  des  deux  équations  du  n"  91  ces  deux  trans- 
formées 

tang~sin(^--fjj-Msin(u-S)-f-N  ^  _  y/îj  sin  (v-^)-hN  ^i -^  i/jj  sin(v-h^). 
lang  ^  cos(flp-  ^)  -r  M  cos  u.  -  [s)  -i~N  (  ^  -  Uj\  cos(v-  fe)  -f-N  fi  -\-  Uj\  cos(v^fi)-+-0, 

lesquelles,  en  faisant,  pour  abréger, 

I  le  I  la 

V.  i4 


'\ 
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donnent 

w»{^ .?      P;       Q  -h  M  cos  (|ui  —  (3)  -f-  pN  cos  (v  —  P)  -f-  ^N  cos"(v  -h  (3) 

On  voit  par  cette  formule  que  l'angle  9  — 13  ne  pourra  jamais  être 
±:  90^,  si  la  valeur  de  tang((p  —  |3)  ne  peut  pas  devenir  infinie  positive 
ou  négative,  et  comme  le  numérateur  de  cette  valeur  est  toujours  fini,  il 
s'ensuit  qu'on  n'aura  jamais  9  —  |3  =  ±:  90^,  si  le  dénominateur  ne  peut 
pas  devenir  nul;  de  sorte  que  dans  ce  cas  on  aura  9  =  j3  di  un  angle  au- 
dessous  de  90  degrés,  et  par  conséquent  la  valeur  moyenne  de  9  sera 
encore  égale  à  /3. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  si  le  dénominateur  de  la  valeur  de  tang(9— ]3) 
peut  devenir  nul;  car  puisque  les  sinus  et  cosinus  qui  entrent  tant  dans 
le  numérateur  que  dans  le  dénominateur  peuvent  recevoir  successive- 
ment toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  -h  i  et  —  r,  la  valeur 
de  tang(9  —  j3)  pourra  aussi  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  com- 
prises entre  -h  00  et  —  œ  ;  par  conséquent  l'angle  même  <p  —^  pourra 
aller  au  delà  de  90  degrés  et  devenir  égal  à  plusieurs  circonférences  en 
tel  nombre  qu'on  voudra. 

94.  Donc,  puisque  les  observations  ont  appris  que  le  nœud  descen- 
dant de  l'équateur  lunaire  ne  s'éloigne  jamais  beaucoup  du  nœud  moyen 
ascendant  de  l'orbite  de  la  Lune,  et  qu'ainsi  9-/3  doit  toujours  être  un 
angle  peu  considérable,  il  s'ensuit  que  la  quantité 

Q  -h  Mcos(fjt  —  (3)  -f-/?jVcos(>  —  (3)  H-  ^N  cos(v-f-  (3) 

ne  doit  jamais  devenir  nulle,  quels  que  puissent  être  les  angles  jul,  v  et  ^. 
Or  pour  cela  il  est  clair  qu'il  faut  que  la  valeur  de  Q  soit  plus  grande  que 
la  somme  des  coelficients  M,  /?N,  yN,  abstraction  faite  des  signes  de  Q, 
M,  /?N,  yN.  Or  nous  avons  déjà  vu  que,  lorsque  M  et  N  sont  nuls,  Q  doit 
avoir  une  valeur  positive  pour  que  9-/3  soit  nul  ;  donc,  lorsque  M  et  N 
ne  sont  pas  nuls,  il  faudra  que  Q  ait  une  valeur  positive  et  plus  grande 
que  la  somme  des  valeurs  de  M,  /jN,  yN  (ces  quantités  étant  auwssi  prises 
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positivement)  pour  que  9  — 13  soit  toujours  un  angle  assez  petii  ou  du 
moins  au-dessous  de  90  degrés*  comme  les  observations  le  demandent; 
or  comme  les  constantes  M  et  N  sont  arbitraires,  cette  dernière  condi- 
tion est  toujours  facile  à  remplir,  et  l'on  doit  la  regarder  comme  une 
donnée  fournie  par  les  observations. 

95.  Soit,  pour  abréger,  9--j3=§,  en  sorte  que  (p=]3-r-é;  on  aura  (85) 
^— j3  — g-hr  pour  la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lu- 
naire, mais  /  — /3  est  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  Torbite;  donc, 
pour  avoir  le  lieu  vrai  du  nœud  descendant  de  l'équateur,  il  n'y  aura 
qu'à  corriger  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  par  les  équa- 
tions r—  o,  r  étant  la  libration  réelle  de  la  Lune,  et  0  un  angle  toujours 
au-dessous  de  90  degrés,  déterminé  par  l'équation 

«_        Msin(|ui  —  p)  -*-pNsin(v--  (3)  ->-  ^Nsin(y  -\-  (âj 

~"  Q  -h  Mcos(|UL  —  3)-T-/;N  cos(v  —  (3)  -4-  ^Ncos{v-i-  $>' 

Comme  la  valeur  de  Q  est  supposée  plus  grande  que  la  somme  de  M, 
/>N,  yN,  on  potjrra,  si  l'on  veut,  réduire  le  dénominateur  du  second 
membre  de  cette  équation  en  une  série  convergente;  de  plus,  comme  6 
est  au-dessous  de  90  degrés,  on  pourra  réduire  aussi  tangê  en  série  et 
de  là  on  pourra  déduire  la  valeur  même  de  l'angle  ê  exprimée  par  une 
suite  de  différents  sinus;  mais  on  peut  trouver  directement  cette  série 
par  la  méthode  que  j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  de 
1776,  et  que  j'avais  déjà  employée  avec  succès  dans  mes  Recherches  sur 
le  mouvement  des  nœuds  des  Planètes  (*), 

Suivant  cette  méthode,  on  aura 

6~-4=log'~"^"^^V^ 
2y  — I         I  — langé  v/—i 

=   zrrr:  log  I    I-h ^—  ^ 


2j~I         ~ \  Q 


V 


i /    ^  M <?-(*-«»> v^-'-f-/?Ne-^^-^)^/^' H- ^Ne-(^^^v/- 


Q 


(*)  OEitvres  de  Laf^range,  l.  IV,  p.  •l'jb. 

.4. 
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ces  logarithmes  peuvent  se  réduire  en  séries  convergentes,  puisque  (hy- 
pothèse) Q  est  plus  grande  que  la  somme  des  coefficients  M,/?N,  yN  pris 
positivement;  et  Ton  aura,  en  substituant  les  sinus  correspondants  aux 
exponentielles  imaginaires, 

6=^sin(|tx-p)-h  ^sin(v  — (3)-h  ^sin(y-f-(3) 

~"  iQ^  ^'"^(^  -  P)  -  ^^^  sm(/x  -f-  y  -  2P)  -  ^  sm2(v  -  p)  ^ . . . . 

96.  Considérons  maintenant  l'inclinaison  o)  de  Téquateur  lunaire  sur 
Técliptique;  pour  en  déterminer  la  valeur,  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  en- 
semble les  carrés  des  deux  équations  du  n^  93;  on  aura 

lang»-  =  [M  sin(|ui  —  p)  -f-  pN  sin(v  —  (3)  -h  ^N  sin(v  -h  p)]' 

-h  [Mcos(|tz  —  p)  -\-p^  cos(v  —  P)  -f-  9Ncos(v  -+-  P)  -h  Q]S 

savoir,  en  développant  les  termes,  et  réduisant  les  produits  des  sinus  et 
cosinus  en  cosinus  simples, 

lang»-=:  Q^-+-M*-4-/>'N»-f-5f^N* 

2QM  cos(|ui  —  P)  -+-  2pQN  cos(v  —  P) 
25fQN  cos(v  -f-  p)  H-  2/>MN  cos(|tJi  —  v) 

2gMNC0S(|Ul— V  —  2p)-f-  2/?5fN*C0S2p. 

97.  Les  termes  constants 

Q>-f-M»-+-(p^-+>^»)N' 


donnent  la  valeur  moyenne  de  tang^  -  >  laquelle  est  à  peu  près  connue 

par  les  observations,  et  que  nous  pouvons  supposer  comme  ci-dessus  (88) 
égale  à  tang^(r*'). 

Mais  si  l'on  suppose,  pour  plus  de  généralité,  que  la  valeur  moyenne 

do  tang^  soit  égale  à  k,  on  aura  (93j 

A»r=rQ^H-M=-f-(/?^-hV')N'--^Q^-f-M'-h   (-'--4-   yj  ^\ 
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Or  nous  avons  vu  ci-dessus  (94)  que  Q  doit  être  une  quantité  positive 
plus  grande  que  la  somme  des  coefficients  M,/?N,  yN  pris  positivement  ; 
donc  a  plus  forte  raison  on  aura 

Donc  on  aura 

Q'<k'    et    >-, 

2 


et  par  conséquent 


Mais  on  a  (91) 


donc 


Q<k    et    >~ 

V^2 


~^  0,008 o52  —  3e' 


o,oo8o52Q 


0,15598 -h  3Q' 


substituant  ici  les  deux  limites  de  Q  qu*on  vient  de  trouver,  on  aura  ces 
deux  limites  de  e,  savoir 


o ,  008  o52  k  o ,  008  o52  k 

et 


o,  15598 -f- 3^  0,22059  4- 3fr 

Si  l'on  fait  k  =  tangi®  —  0,017  455,  les  deux  limites  précédentes  de- 
viennent 

0,0006746    et    o,ooo5i499 

entre  lesquelles  la  valeur  de  e  sera  nécessairement  renfermée. 

98.  Quelles  que  puissent  donc  être  la  figure  de  la  Lune  et  la  densité 
de  ses  parties,  il  faudra  que  la  quantité  e  —  ~r'~  (90)  soit  positive  et 
renfermée  entre  ces  limites  0,0006746  et  0,000 5 149;  ^t  la  quantité 
I  =  — - —  (numéro  cité)  devra  par  conséquent  être  aussi  positive,  mais 

A. 

<e,  pour  que  ei  et  e  —  i  soient  des  quantités  positives,  comme  nous 
avons  vu  qu'elles  doivent  l'être  (81  et  90).  Et  comme  ces  quantités  e  et  i 
sont  les  seuls  éléments  dépendants  de  la  figure  de  la  Lune,  qui  entrent 
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dans  les  formules  des  mouvements  de  cette  Planète  autour  de  son  centre, 
il  s'ensuit  que  ces  mouvements  seront  toujours  les  mêmes  pour  toutes  les 
ligures  pour  lesquelles  les  valeurs  de  e  et  i  seront  les  mêmes.  Donc  ils 
seront  aussi  les  mêmes  que  si  la  Lune  était  un  sphéroïde  homogène  et 
elliptique,  dans  lequel  Taxe  de  rotation  serait  le  petit  axe  commun  de 
tous  les  méridiens,  et  où  l'ellipticité  du  premier  méridien  qui  passe  à  peu 
près  par  le  centre  apparent  serait  e,  et  l'ellipticité  du  méridien  perpen- 
diculaire a  celui-là  et  qui  passe  par  les  bords  apparents  serait  «  (63). 

99.  Dans  l'hypothèse  de  l'homogénéité  et  de  la  fluidité  primitive  de  la 
Lune  on  aurait  f  68; 

o ,  ooo  ooo  48o  8  •        o ,  OOO  OOO  1 20  P 

m  m 

mêlant  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de  la  Terre;  égalant 
donc  cette  valeur  de  e  aux  deux  limites  de  e  qu'on  vient  de  trouver,  on 
aura  deux  valeurs  de  m,  savoir 

,  0,0007127    el    0,0009337, 

qui  seront  donc  les  limites  du  rapport  des  masses  de  la  Lune  et  de  la  Terre, 
dans  les  suppositions  dont  il  s'agit.  Ainsi  la  masse  de  la  Lune  devrait  être 
moindre  qu'un  millième  de  celle  de  la  Terre,  ce  qui  ne  peut  se  concilier 
av(îc  les  résultats  des  phénomènes  des  marées  et  de  la  précession  des 
équinoxes  (69j.  D'où  Ton  peut  conclure,  ou  que  la  Lune  n'est  pas  ho- 
mogène, ou  que  sa  ligure  actuelle  est  diiTérente  de  celle  qu'elle  aurait  dû 
prendre  en  vertu  de  la  force  centrifuge  de  ses  parties  combinée  avec 
l'attraction  de  la  Terre,  si  elle  avait  été  primitivement  fluide. 


100.  Revenons  maintenant  a  l'expression  générale  de  tang^  -  du  n""  96; 

il  est  facile  de  voir  que  cette  quantité  deviendra  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum lorsque  les  sinus  des  différents  angles  jul  —  |3,  v  —  |3, . . .  seront 

nuls;  alors  leurs  cosinus  seront  =t  i ,  et  la  valeur  de  tang*  -  deviendra 


Q±M±:p^^q^y, 
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en  sorte  qu'on  aura  pour  les  plus  grandes  ou  plus  petites  inclinaisons  « 
de  Torbite  lunaire 

lang"  =Q±M±p^J.q^. 

Donc,  si  Ton  nomme  E  la  somme  des  trois  coefficients  M,/?N  et  yN  cha- 
cun pris  positivement,  on  aura  pour  la  plus  grande  valeur  de  o) 


et  pour  la  plus  petite 


lang  ^  =  Q  4-  E, 


lang  ~  m  Q  —  E, 

1 


m 

E  étant  toujours  <  Q  par  le  n*^  88.  Si  donc  on  pouvait,  par  les  observa- 
tions, déterminer  avec  assez  de  précision  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
inclinaison  de  Féquateur  lunaire,  on  déterminerait  en  même  temps  les 
valeurs  de  Q  et  de  E;  mais  il  n'y  a  pas  d'apparence  qu'on  puisse  y  par- 
venir sitôt. 

101 .  Au  reste,  à  cause  des  coefficients  inconnus  M  et  N,  et  des  quan- 
tités e  et  «,  dont  la  première  n'est  connue  qu'à  peu  près  et  dont  la  se- 
conde est  encore  inconnue,  il  ne  sera  guère  possible  de  faire  usage  des 

équations  qui  expriment  les  variations  de  tang^     <^96  ),  non  plus  que  de 

celles  qui  expriment  les  variations  de  l'angle  9  (95 y,  pour  déterminer 
avec  précision  la  position  de  l'équateur  lunaire  à  chaque  instant;  ces 
équations  servent  seulement  à  faire  voir  que  le  lieu  du  nœud  descendant 
de  l'équateur  lunaire  et  Tinclinaison  de  cet  équateur  sur  l'écliptique  peu- 
vent faire  des  oscillations  plus  ou  moins  grandes  autour  du  lieu  moyen  et 
de  l'inclinaison  moyenne,  sans  néanmoins  que  les  nœuds  vrais  puissent 
s'éloigner  de  90  degrés  des  nœuds  moyens,  et  que  l'inclinaison  puisse 
devenir  nulle;  ce  qui  suffit  pour  expliquer  les  irrégularités  que  l'on  a 
trouvées,  dans  les  résultats  des  dillerentes  observations  relativement  à  ces 
deux  éléments.  [Voyez  le  Traité  de  Mayer  dans  les  Kosmographische  Nach- 
richten  de  Nurenberg,  et  le  Mémoire  de  M.  de  Lalande  dans  le  volume  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1764.; 
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SECTION  CINQUIÈME. 

RECHERCHE   DES    INÉGALITÉS   DU  MOUVEMENT   DE   LA    LUNE  AUTOUR  DE   LA  TERRE, 
QUI   PROVIENNENT    DE   LA   FIGURE   NON  SPHÉRIQUE   DE  CETTE   PLANETE. 

102.  Après  avoir  examiné  TeiTet  de  l'attraction  de  la  Terre  sur  la  Lune 
supposée  non  sphérique,  par  rapport  aux  différents  mouvements  que 
cette  Planète  peut  avoir  autour  de  son  centre  de  gravité,  il  ne  reste  plus 
qu'à  examiner  l'effet  de  la  même  action,  relativement  au  mouvement  de 
ce  centre  autour  de  la  Terre.  Cet  examen  n'a  aucune  difficulté,  et  se 
réduit  simplement  à  chercher,  d'après  les  équations  différentielles  du 

n*'  58,  les  termes  des  valeurs  de  x,  j,  z,  dus  aux  quantités  —  -^ — »  — r— » 
—  -T— >  qui  expriment  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune  dans  les  équa- 
tions de  son  mouvement  autour  de  la  Terre.  On  commencera  donc  par 
chercher  les  valeurs  de  ces  quantités  par  la  différentiation  de  l'expression 
de  V"  du  n*^  54,  et  pour  réduire  d'abord  le  calcul  le  plus  qu'il  est  possible, 
on  remarquera  :  i*^  que  les  trois  constantes  F,  G,  H  doivent  être  nulles 
suivant  la  supposition  du  n®  74;  2®  que,  les  quantités  r,  ^,  u  étant  très- 
petites,  il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  où  elles  ne  passent  pas  la  pre- 
mière dimension,  puisque  les  différentiations  qu'il  s'agit  de  faire  sont 
indépendantes  de  ces  quantités;  3**  que,  les  variables  a?,  j,  z  étant  aussi 
assez  petites,  il  suffira,  du  moins  dans  la  première  approximation,  de 
n'avoir  égard  qu'aux  termes  où  ces  variables  ne  montent  pas  au  delà  du 
premier  degré. 

De  cette  manière  l'expression  de  V"  se  réduira  à  cette  forme 

d'où,  en  faisant  varier  séparément  x,  j,  s,  on  tirera  les  valeurs  cher- 
cheesde-^,  -^,^. 

103.  On  remarquera  maintenant  que  les  termes  de  V"  qui  ne  sont  que 
des  fonctions  de  x.y,  z,  sans  r,  s,  ne  donneront  que  de  pareilles  fonc- 
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lions  dans  les  valeurs  dont  il  s*agii,  d'où  il  ne  pourra  résulter  dans  les 
équations  du  mouvement  de  la  Lune,  que  des  termes  de  la  même  forme 
que  ceux  qui  entrent  déjà  dans  ces  équations,  mais  avec  des  coefficients 

extrêmement  petits,  à  cause  de  la  petitesse  des  quantités  —?—>--  (70). 

L'effet  de  ces  termes  ne  consisterait  donc  qu'à  altérer  infiniment  peu 
les  coefficients  de  quelques-unes  des  équations  lunaires,  ainsi  que  les 
mouvements  de  l'apogée  et  du  nœud  déterminés  par  la  Théorie;  mais  ces 
altérations  ne  sauraient  être  d'aucune  importance  dans  la  Théorie  de  la 
Lune,  dont  les  résultats  ne  peuvent  être  qu'approchés,  à  cause  de  la  mul- 
titude des  quantités  qu'on  est  déjà  forcé  d'y  négliger.  Ainsi  l'on  pourra 
dans  la  recherche  présente  négliger  tous  ces  termes,  et  n'avoir  égard  par 
conséquent  dans  la  valeur  de  V"  qu'aux  termes  qui  renferment  les  quan- 
tités r  et  5,  et  qui  peuvent  donner  dans  le  mouvement  de  la  Lune  des 
équations  particulières  et  différentes  de  toutes  celles  que  l'on  connaît 
déjà. 

On  négligera  donc  dans  l'expression  de  V"  les  termes  qui  ne  sont  que 

de  simples  fonctions  de  x,  y,  z,  et  l'on  réduira  par" là  cette  expression  à 

celle-ci 

V"=:  -  3/tB  -  C)/r-h  6/( A  -  C)zs, 

laquelle  donnera  par  la  différentiation 

-3^  =  "'     ^=-3/(B-C)r.     i-=6/.A-C),. 

104.  On  substituera  ces  quantités  dans  les  trois  équations  de  l'orbite 
de  la  Lune  du  n^  58,  et  comme  il  ne  s'agit  pas  ici  de  déterminer  les  va- 
leurs complètes  des  variables  a?,  j,  z,  mais  seulement  les  parties  très-pe- 
tites de  ces  valeurs,  lesquelles  peuvent  résulter  des  quantités  dont  il 
s'agit,  il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  où  ces  variables  seront  linéaires 
et  ne  se  trouveront  multipliées  par  aucun  sinus  ou  cosinus. 

On  mettra  donc  simplement  i  -—  Sa?  à  la  place  de  -^  et 

i_^  fi -h  j:)cos(/ —  2)  —  jsin(/  — 2) 

V.  i5 
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à  la  place  de  --;;)  et  l'on  aura  ces  trois  équations 


rf/' 

dt 

1            *   t-J  \l 

^^  )  "^J  "- 

V"  "T-  ^  ;  -r 

yf» 

2 

d'x 

dt' 

zdx 

Y-^fri^-^rt^ 

)  -/»•  ï 

3/(B- 

m 

-C) 
■--  r 

O, 

d*z 
do 

+/z(.  +  n')+^/-^- 

C) 

^5  =  0. 

4ais 

(60) 

f= 

I 
I 

2 

2 

à  très-peu  près,  n^  étant  une  quantité  très-petite,  égale  à  — g  environ; 

on  fera  donc  cette  substitution,  et  Ton  pourra  négliger  partout  les  n*  et 
même  lesn*  dans  les  termes  très-petits  qui  contiennent  ret^;  on  aura 
ainsi  les  équations  suivantes 

d'y      ïdx      3(B  — C)    _ 
IF^   di  "^~" '■-**' 

rf'2        /        3»'\  (HA  — C) 

dans  lesquelles  il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  les  valeurs  de  rel  5, 
trouvées  dans  la  Section  précédente. 

105.  Mais  nous  remarquerons  encore,  à  l'égard  de  cette  substitution, 
qu'il  serait  inutile  d'y  tenir  compte  des  termes  de  ret^,  qui  sont  propor- 
tionnels à  sina,  sin|3,...,  c'est-à-dire  qui  sont  semblables  aux  ternies  des 
expressions  complètes  de  x,  y,  z,  parce  qu'il  ne  pourrait  résulter  de  là 
que  de  très-petites  corrections  pour  ces  mêmes  termes,  corrections 
qu'on  doit  négliger  par  les  raisons  alléguées  ci-dessus.  Ainsi  il  suffira 
de  substituer  pour  r  le  seul  terme  LsinX  (75)  et  pour  s  les  deux  termes 
Msin|x-+-Nsinv  (85). 
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De  plus,  comme  nous  avons  déjà  fait  (90) 

B-C  A-C 

— T —  =ze—  i     et     — T —  —  e, 

A  A 

on  mettra  A(tf  —  i)'  à  la  place  de  B  —  C  et  Ae  à  la  place  de  A  —  C;  et, 
faisant  pour  plus  de  simplicité 

-  =A, 
m 


on  aura 


1?  ~ 


-j^  H — j- 3Av«  —  OLsmA  —  o, 


d'z       I         3 

17F -^'^^ 


(  I  H I  z  -h  6Ae(M  sin//  -4-  Nsinv)=:o. 


Dans  ces  équations  les  angles  ).,  /x,  v  croissent  uniformément,  et  Ton  a 
(75,90) 

les  eonstanles  e  et  /  dépendent  de  la  figure  de  la  Lune  et  sont  inconnues, 
mais  très-petites  et  positives;  e  doit  être  renfermée  entre  les  limites 
0,0006746  et  0,000  5i4 9»  et  I  doit  être  -<«;  les  constantes  L,  M,  N 
sont  encore  indéterminées,  mais  doivent  être  aussi  fort  petites;  la  con- 
stante A  dépend  aussi  de  la  figure  de  la  Lune  et  est  pareillement  inconnue, 
mais  trcs-petite  et  positive;  si  la  Lune  était  homogène  et  à  très-peu  près 

sphérique,  on  aurait  à  très-peu  près  A  =  -^  (63),  h  étant  le  demi-dia- 

3 
mètre  apparent  de  la  Lune,  lequel  est  égal  à  — rr^î  vs\^\%  si  la  Lune  n'est 

pas  homogène,  alors  la  valeur  de  A  sera  différente,  mais  sera  nécessaire- 
ment <4A^<— ^(70). 

^  I 2 I 00        ' 

106.  Pour  intégrer  ces  équations  on  remarquera  que,  comme  on  ne 

demande  pas  les  valeurs  complètes  de  x,y,  z,  mais  seulement  les  parties 

i5. 


/\ 
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de  ces  valeurs  qui  dépendent  des  termes  en  sinX,  sinfji,  sinv,  il  sutfîra 
de  supposer 

^  =  EcosX,     /==Fsin>,     z  =  GsinjUL -h  Hsinv, 

les  coefficients  E,  F,  G,  H  étant  constants  et  indéterminés;  en  effet,  en 
faisant  ces  substitutions  et  ayant  égard  a  ce  que  -r-^  ^>  ^  sont  des  quan- 
tités constantes,  on  trouvera  ces  quatre  équations 

-''fê)'-»*37-"l»-"'-  =  °' 

par  lesquelles  on  déterminera  les  quatre  inconnues  E,  F,  G,  H. 
La  première  équation  donne 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on  aura 

^  [K-ir- a -f)  §]--<-'— 


mais 

dt 


=  fZ(e-i); 


donc,  puisque  n^  eie  —  i  sont  des  quantités  fort  petites,  on  aura  à  très- 
peu  près 

E=-2ALv/3(e-i), 

et  de  là 

F  =^  3  AL,  à  irès-peu  près. 

La  troisième  et  la  quatrième  équation  donneront  immédiatement,  en 
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du.    ^  dv  ,  1  3e 


substituant  pour  zir  ^^  ^  leurs  valeurs  i  h et  2\/ei, 

G  = j9     H  :—  6AeN,  à  très-peu  près. 


e  —  n 


107.  Si  donc  on  dénote  par  a?',  j^',  z'  les  parties  des  valeurs  de  x,y,  z 
qui  résultent  des  termes  proportionnels  à  sinX,  sinfx,  sinv»  et  dus  a  la 
non-sphéricité  de  la  Lune,  on  aura 


x'-—  —  2AL/3(e—  i)cosX, 
/'=:3ALsinX, 


Z':=^ 


4AeM    .        ,  iiA    TU    ' 
:  sina  H-  dA^N  sinv. 


e  —  n^ 


Ainsi  il  faudra  ajouter  ces  quantités  x\y\  z  aux  expressions  de  a?, 
V,  3  données  par  M.  Euler  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  pour  avoir  les 
valeurs  complètes  de  ces  variables.  Mais  pour  mieux  connaître  l'effet  des 
quantités  dont  il  s*agit,  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  nous  remarque- 
rons que  nommant  p  la  distance  de  la  Lune  k  la  Terre,  réduite  à  Téclip- 
tique,  (7  sa  longitude  vraie  et  m  sa  latitude,  on  a 

I  -h  -r  -- pcos((T  —  /),    j=-psin(<y  —  ^),     z  —  ptang;^; 

d'où  Ton  tire 

y 


p  =  v'C*  "*"^^^"*"7^     tang((T  — /;—     -- — »     langue 


De  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  p',  ^\  y'  les  petites  parties  des  valeurs 
de  p,  *?,  'j  dues  aux  parties  x\  y\  z'  des  valeurs  de  .r,y,  z,  on  trouvera 

à  très-peu  près,  à  cause  de  la  petitesse  de  ^,7,  z  vis-k-vis  de  l'unité,  et 
de  x\y' y  z  vis-à-vis  de  a?,  j,  z. 

D'où  il  s'ensuit  que  x'  exprimera  l'altération  de  la  distance  de  la  Lune 
à  la  Terre,  7'  l'altération  de  la  longitude  de  la  Lune,  et  z'  l'altération  de 
la  latitude  de  cette  Planète. 
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108.  Comme  les  arguments  X  et  v  croissent  très-lentement,  à  cause  de 

—  =:^3{e  —  i)     el     ^=:2v/ei, 

e  et  i  étant  des  quantités  très-petites,  il  est  clair  que  les  équations  qui 
dépendent  de  ces  arguments  doivent  être  des  espèces  d'équations  sécu- 
laires, qui  ne  peuvent  devenir  sensibles  qu'au  bout  d'un  temps  fort  long. 
Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'équation  qui  dépend  de  l'argument  fx,  le- 
quel, à  cause  de 

du.  3e 

dt  2 

augmente  à  peu  près  comme  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  de  sorte 
que  cette  équation  doit  disparaître  et  se  renouveler  à  chaque  période  de 
la  Lune. 

Voyons  donc  si  ces  équations  peuvent  avoir  un  effet  sensible  dans  le 
mouvement  de  la  Lune,  et  examinons  principalement  celle  de  la  longi- 
tude, laquelle  est  d'autant  plus  essentielle  k  considérer  qu'elle  parait 
pouvoir  donner  l'équation  séculaire  de  Mayer,  dont  la  cause  a  été  vaine- 
ment cherchée  jusqu'à  présent. 

Cette  équation  est  représentée  par  le  terme  y',  dont  la  valeur  est 
3  AL  sin  X,  L  sin  X  étant  celle  de  l'angle  r  de  la  libration  réelle  de  la  Lune, 
abstraction  faite  des  termes  qui  dépendent  des  inégalités  du  mouvement 
périodique.  On  peut  donc  représenter  l'équation  dont  il  s'agit  par  3Ar; 

A 

or  nous  avons  déjà  vu  que  la  quantité    A  =  —    est  nécessairement 

I                                                   /* 
< (105);  donc  on  aura  y'<  7 Si  donc  la  plus  â^rande  valeur 

de  r  est  d'un  degré,  la  plus  grande  valeur  de  y'  seja  au-dessous  d'une 
seconde;  de  sorte  que,  quand  on  supposerait  que  l'angle  r  put  aller  jus- 
qu'à 60  degrés,  ce  qui  serait  d'ailleurs  contraire  aux  observations  de  la 
libration,  l'angle  j' ne  pourrait  pas  même  monter  à  une  minute,  et  serait 
par  conséquent  toujours  insensible. 

A  l'égard  (les  autres  équations  on  prouvera  de  même,  en  employant 
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les  valeurs  trouvées,  dans  la  Section  précédente,  pour  les  quantités  e,  M, 
N,  que  ces  équations  doivent  être  tout  à  fait  insensibles. 

109.  Comme  Téquation  proportionnelle  a  l'angle  r  de  la  libration  se- 
rait très-propre  à  expliquer  l'équation  séculaire  de  Mayer,  si  elle  avait 
un  coefficient  assez  considérable  pour  cela,  il  est  bon  de  calculer  ce  coef- 
ficient avec  plus  d'exactitude,  d'autant  plus  que,  recevant  de  l'intégration 
un  diviseur  très-petit,  il  ne  serait  pas  impossible  qu'il  eût  a  la  seconde 
approximation  une  valeur  assez  différente  de  ce  qu'elle  est  à  la  première. 

Je  reprends  pour  cela  les  deux  équations  en  x  eiy  du  n*"  104,  mais  je 

remets  dans  la  seconde,  k  la  place  du  terme ^^^ — -  r,  la  quantité 

— j—  qui  Ta  produit;  j'aurai  ainsi 

do  dt  \         a/  ' 

dW       idx         I    dV" 


df         dt        m    dr 

Je  reprends  de  même  l'équation  en  r  du  n"^  75,  et  je  la  remets  sous  sa 
forme  primitive  (71) 

,  d'r       aV" 

et  il  ne  s'agira  que  d'avoir  égard  dans  l'expression  de  V"  aux  termes  qui 
contiennent  r*  et  ry. 
Or  on  voit  par  les  formules  des  n"*  54  et  précédents  que  la  quantité  V" 

n'est  autre  chose  que  la  partie  de  la  quantité  —/S — »  où  entrent  les 
quantités  X,  fx,  v,  p  étant  égal  a 


Ainsi,  comme  on  ne  veut  avoir  égard  qu'aux  termes  qui  peuvent  renfer- 
mer r^  et  yr,  on  pourra  d'abord  réduire  la  valeur  de  pk  celle-ci 


^i  —  aX  —  2{jLjr-h  X*-4-  |UL*-l-  v% 


î»  THEORIE 

^t  r^ll^  de  -  a 

P 


'JLV 


MaintendDt  od  ;i,  en  genéraL  par  les  formules  du  n^  46« 

}.^  —  ^r.slni  —  ç«^os/  ,     'JL  =  çsin/  — rcos/,     $  — >: 
donr 

>i  _  a^  _  y2  —  |î  _  r,»  —  Ç»  =  fl^  —  6*  —  r- ; 

de  plus,  en  substituant  les  valeurs  rigoureuses  de  |\  i; ,...  données  dans 
le  n""  41  f  on  aura 

f  =  a['i  —  a#^;COsr^  mu&mr]  —  b[{i  —  aw*-  iinr-^nsuœsr]  —  ar (« sinr—  ^cosn. 
u  =  a[(t  —  2Jf*)  sinr  — axircosr]  —  6f(i  —  att'jcos/*— axn sinr]  — ac («cosr-î-isin/'i: 

d*où  Ton  voit  que 

La  valeur  de  -  trouvée  ci-dessus  deviendra  donc 

P 

I  y  dA 

/r~2>— Â' -  b^-^c^        ,  ~  2/  -^  a^  >^  6=  ^  c-  '  '''■' 


c'esWa-dire 


.      ^A 
^^^r^"-' 


en  supposant 


Air^ 


Si  donc  on  fait 


on  aura 


—  2  >.  -f-  a'  -h  &*  -4-  c^ 


nrz.-/SArfm, 


n  — .-y 


pour  les  termes  de  la  quantité  V  dont  on  doit  tenir  compte  dans  la  re- 
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cherche  présente;  ainsi  Ton  aura  dans  les  équations  ditïérentielles  ci- 
dessus 

dy  dr  '       dr  dr       -    dr^ 

OÙ  Ton  pourra  négliger  encore  le  terme  j -i-;- »  parce  que  nous  faisons 

abstraction,  dans  la  valeur  de  r,  des  termes  venant  des  inégalités  du 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 


110.  Ces  équations  seront  donc  par  ces  substitutions 


dr-x       idr       ,  /         n'\  d^r       2dx       dïl  ^  d'r       dll 

dV-         dt  \         1  )  dp         dt         mdr        '         dP         dr 


=T  o. 


Substituant  dans  la  seconde  la  valeur  de  -7-  tirée  de  la  troisième,  on 

dr 

aura  donc  ces  deux-ci 

d^x       arfr       ^/         n^  \  </'>'        '^dx        .d^r 

dp         dl  \  1)  dr  dt  dr- 

à  cause  de  —  —  A. 
m 

Je  suppose  maintenant 

>  -.  Pr,      x  —  Q^^ 

(?  et  Q  étant  des  constantes);  on  aura  par  ces  substitutions 

^rd'r       ^drl        n' \\        2?dr  ,,         ,,        ,    d^r 

mais  r  étant  (hypothèse;  exprimé  par  des  sinus  d'angles  qui  croissent 

d^r 

irès-lentement,  il  est  visible  que  ^  sera  une  quantité  beaucoup  plus  pc- 

dr       .      •  *  d^  r     •  dr 

tite  que  -j--^  ainsi  négligeant  ^  vis-k-vis  de  -tt»  on  aura  ces  deux  é(iua- 


tions 


-3Q(i-r-^*)  -2P  =  o,     P-4-2Q-f-A  =  o; 
V.  16 
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d'où  l'on  tire 

2  2 

et,  négligeant  le  nombre  très-petit  /i^, 

Pi=r3A,       Qnr  —  2A, 

précisément  comme  dans  les  formules  du  n^  106;  d'où  Ton  voit  que  ces 
formules,  ainsi  que  les  conclusions  que  nous  en  avons  tirées,  ont  toute 
l'exactitude  qu'on  peut  désirer. 

111.  Nous  remarquerons  ici,  en  finissant,  que  l'équation 

,  d'r      rfn 

pourrait  servir  à  déterminer  plus  exactement  la  libration  de  la  Lune  dans 
le  cas  où  l'on  ne  voudrait  pas  la  supposer  très- petite;  cette  équation 
étant  intégrée  donne 

en  désignant  par  k  la  valeur  de  n  lorsque  ^  =  o»  c'est-à-dire  lorsque  r 
a  sa  plus  grande  valeur;  et  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  l'équation 

dr 


dt 


s/ 


2/r       2II 
A  A" 


dans  laquelle  II  est  une  fonction  de  sinr  et  cosr.  Mais  nous  ne  nous  ar- 
rêterons pas  sur  ce  point,  qui  n'est  que  de  pure  curiosité. 


il 
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PREMIÈRE  PARTIE 


CONTENANT  LES  PRINCIPES  ET  LES  FORMULES  GÉNÉRALES 
POUR   DÉTERMINER  CES    VARIATIOKS. 


(Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  niyale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  1781.) 


Si  les  Planètes  étaient  simplement  attirées  par  le  Soleil,  et  n'agissaient 
point  les  unes  sur  les  autres,  elles  décriraient  autour  de  cet  astre  des  el- 
lipses invariables  suivant  les  lois  de  Kepler,  comme  Newton  l'a  démon- 
tré le  premier,  et  une  foule  d'Auteurs  après  lui.  Mais  les  observations 
ont  prouvé  que  le  mouvement  elliptique  des  Planètes  est  sujet  à  de  pe- 
tites variations,  et  le  calcul  a  démontré  que  leur  attraction  mutuelle  peut 
en  être  la  cause.  Ces  variations  sont  de  deux  espèces  :  les  unes  périodi- 
ques et  qui  ne  dépendent  que  de  la  configuration  des  Planètes  entre  elles; 
celles-ci  sont  les  plus  sensibles,  et  le  calcul  en  a  déjà  été  donné  par  dif- 
férents Auteurs;  les  autres  séculaires  et  qui  paraissent  aller  toujours  en 
augmentant,  ce  sont  les  plus  difficiles  a  déterminer  tant  par  les  observa- 
tions que  par  la  Théorie.  Les  premières  ne  dérangent  point  l'orbite  primi- 
tive de  la  Planète;  ce  ne  sont,  pour  ainsi  dire,  que  des  écarts  passagers 
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qu'elle  fait  dans  sa  course  régulière,  et  il  suffit  d'appliquer  ces  variations 
au  lieu  de  la  Planète  calculé  par  les  Tables  orjiinaires  du  mouvement  el- 
liptique. Il  n'en  est  pas  de  même  des  variations  séculaires.  Ces  dernières 
altèrent  les  éléments  mêmes  de  l'orbite,  c'est-à-dire  la  position  et  les  di- 
mensions de  l'ellipse  décrite  par  la  Planète;  et  quoique  leur  effet  soit 
insensible  dans  un  court  espace  de  temps,  il  peut  néanmoins  devenir  à  la 
longue  très-considérable. 

C'est  une  Théorie  complète  de  ces  sortes  de  variations  que  j'entre- 
prends de  donner;  objet  qui  intéresse  également  les  Astronomes  par  son 
utilité  pour  la  perfection  des  Tables,  et  les  Géomètres  par  les  recherches 
nouvelles  d'analyse  auxquelles  il  donne  lieu.  Quoique  j'aie  déjà  rempli 
une  partie  de  cet  objet  dans  les  Mémoires  sur  les  équations  séculaires 
des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  Planètes  (*),  et  sur  l'altération  de  leurs 
mouvements  moyens  (**);  et  que  j'aie  même  donné,  il  y  a  longtemps, 
dans  les  Recherches  sur  les  Satellites  de  Jupiter  ('**),  et  dans  celles  sur 
Jupiter  et  Saturne  (*'**),  des  méthodes  et  des  formules  générales  pour 
déterminer  ce  genre  d'inégalités,  dont  on  n'avait  encore  qu'une  connais- 
sance imparfaite  et  peu  exacte;  je  crois  cependant  devoir  reprendre  cette 
matière  en  entier,  pour  la  traiter  à  fond  et  d'une  manière  plus  directe  et 
plus  rigoureuse  que  je  ne  l'ai  fait.  C'est  à  quoi  sont  destinées  ces  nou- 
velles Recherches,  que  je  divise  en  deux  Parties.  Je  donnerai  dans  la  pre- 
mière les  formules  nécessaires  pour  déterminer  les  variations  des  élé- 
ments d'une  Planète,  réduites  à  la  forme  la  plus  générale  et  la  plus 
simple;  et  j'en  ferai,  dans  la  seconde,  l'application  aux  variations  sécu- 
laires des  excentricités,  des  aphélies,  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des 
six  Planètes  principales. 

(  *  )  Les  Recherches  Sur  les  étjuathns  séculaires  du  mom*ement  des  nœuds  et  des  inclinaisons 
des  orbites  des  Planètes  ont  été  insérées  dans  le  Recueil  des  Mémoires  de  r Académie  des 
Sciences  de  Paris,  année  1774;  elles  appartiennent  à  la  troisième  Section  des  OEuvres  de 
Lagrange,  [Note  de  l'Éditeur,) 

(**)  OEuvres  de  Lagrange ,  t.  IV,  p.  255. 

(***)  Ces  Recherches  insérées  dans  les  Recueils  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  appar- 
tiennent à  la  troisième  Section  dos  OEuvrcs  de  Lagrange.  {Note  de  l'Éditeur, ) 

(****)  OEuvrcs  {le  Lagrange,  1. 1,  p.  609. 
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SECTION  PREMIÈRE. 

METHODE    GÉNÉBALE    POUR    DÉTERMINER    LES    VARIATIONS    DES    ÉLÉMENTS 
DES    PLANÈTES,   CAUSÉES    PAR    LEUR    ACTION    MUTUELLE. 

1.  On  entend  par  éléments  de  l'orbite  elliptique  d'une  Planète  la  moi- 
tié du  grand  axe  de  Tellipse»  ou  la  distance  moyenne  de  la  Planète  au 
Soleil;  la  position  de  ce  grand  axe  sur  le  plan  de  l'orbite,  ou  le  lieu  des 
apsides;  le  rapport  de  la  distance  des  deux  foyers  au  grand  axe,  ou  l'ex- 
centricité; l'angle  que  fait  avec  l'écliptique  le  plan  de  l'orbite,  ou  son 
inclinaison;  et  l'angle  que  fait  avec  une  ligne  fixe,  donnée  de  position 
sur  l'écliptique,  l'intersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  position  de  la 
ligne  des  nœuds.  Ces  cinq  quantités  déterminent  complètement  la  gran- 
deur et  la  position  de  l'ellipse  ;  elles  sont  par  conséquent  différentes  pour 
les  diverses  Planètes;  mais  elles  demeurent  les  mêmes  pour  chaque  Pla- 
nète en  particulier,  du  moins  tant  qu'on  fait  abstraction  des  dérange- 
ments qu'elle  peut  éprouver  de  la  part  des  autres  Planètes.  Ainsi  les 
quantités  dont  nous  parlons  n'entrent  point  dans  les  équations  différen- 
tielles des  orbites  des  Planètes,  parce  que  ces  équations  sont  générales 
pour  toutes  les  Planètes;  mais  elles  entrent  ensuite  comme  constantes 
arbitraires  dans  les  intégrales  de  ces  équations,  c'est-à-dire  dans  les 
équations  algébriques  des  orbites. 

Pour  déterminer  l'effet  des  forces  perturbatrices  d'une  Planète  sur  ses 
éléments,  il  n'y  aura  donc  qu'à  traiter  les  équations  différentielles  de  son 
orbite  comme  on  ferait  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  l'on  parviendra 
ainsi  à  des  équations  intégrales  semblables  à  celles  de  l'orbite  non  trou- 
blée, mais  dans  lesquelles  chaque  constante  arbitraire  se  trouvera  aug- 
mentée d'une  quantité  variable,  provenant  des  forces  perturbatrices,  et 
qui  exprimera  les  dérangements  causés  par  ces  forces  à  l'élément  de  l'or- 
bite représenté  par  la  même  constante.  De  cette  manière  l'effet  total  des 
perturbations  sera  renfermé  dans  les  variations  des  éléments;  et  pour 
avoir  la  partie  séculaire  de  ces  variations,  il  suffira  de  rejeter  tous  les 
termes  qui  contiendraient  des  sinus  et  cosinus,  comme  ne  pouvant  don- 
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ner  que  des  variations  périodiques.  Tel  est,  en  général,  l'esprit  de  la 
méthode  que  je  vais  développer  et  appliquer  aux  Planètes. 

2.  Considérons  d'abord  le  mouvement  d'un  corps  mû  autour  d'un 
centre  fixe  en  vertu  d'une  force  réciproquement  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance,  et  dérangé  en  même  temps  par  des  forces  perturbatrices 
données,  et  très-petites  vis-à-vis  de  la  force  principale;  ce  qui  est  le  cas 
de  toutes  les  Planètes. 

Soient  Xy  j,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  po- 
sition du  corps  à  chaque  instant,  et  dont  l'origine  est  supposée  dans  le 
centre  de  la  force  principale;  nommant  g  la  quantité  de  cette  force  à  la 
distance  i,  et  p  la  distance  du  corps  au  centre,  c'est-à-dire  le  rayon  vec- 
teur de  l'orbite,  en  sorte  que 


p  =  ^jp2 -4- ^'» -t_  Z^  ^ 

on  aura  4  ^our  l'expression  générale  de  cette  force,  laquelle  étant  dé- 

r 

composée  suivant  les  trois  coordonnées  x,y,  z,  donnera  ces  trois-ci 

If,  fi",  El. 

p*       p*      p^ 

Soient  de  plus  toutes  les  forces  perturbatrices  réduites  à  trois,  dirigées 
suivant  les  mêmes  coordonnées,  et  représentées  par  X,  Y,  Z. 

Enfin  soit  t  le  temps  écoulé  depuis  une  époque  donnée,  et  dont  les 
éléments  dt  soient  pris  pour  constants. 

On  aura,  par  les  premiers  principes  de  la  Dynamique,  ces  trois  équa- 
tions diflérentielles  du  second  ordre 


dp  ^  p'       -^ 

0, 

dp  ^-  p'  ^  ^  ■ 

=  o. 

dp  ^  p'  ^^■ 

-o, 
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lesquelles  serviront  à  déterminer  le  mouvement  du  corps,  en  vertu  des 

forces  4'  X,  Y,  Z. 

3.  Il  faut  maintenant  intégrer  ces  équations  de  manière  que,  si  Ton 
faisait  abstraction  des  quantités  X,  Y,  Z,  il  en  résultât  pour  l'orbite  des 
équations  algébriques. 

Pour  cela  je  fais  d'abord  ces  trois  combinaisons,  qui  servent  à  chasser 
les  termes  divisés  par  p', 

xd^Y  —  yd^x       -,  -, 
^i/TT^^^Xj-Yx, 

xd^z  —  zd^x       -, 

- --  Xj5  —  Z:r, 


dt^ 
y^d*z  —  z  c/'r 


dt' 


=  \z-Zy. 


Il  est  visible  que  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  intégrables. 

Je  fais  donc 

I  dV={\z  —Zy)dt, 

(  rfR=:;Xr-Y^)(//; 
substituant  ces  valeurs  et  intégrant,  j'aurai 

xdy —  ydx 


~di 


R, 


(B  { -^^ -Q, 

y^dz  —  zdy^ 

dt  ■"^• 

Les  constantes  nécessaires  pour  compléter  ces  intégrales  sont  évidem- 
ment contenues  dans  les  quantités  P,  Q,  R,  lesquelles  le  deviennent  elles- 
mêmes  lorsque  les  forces  perturbatrices  X,  \\  Z  s'évanouissent. 

4.  En  chassant  de  ces  dernières  équations  les  différences  dx,  dy,  dz, 

ce  qui  ne  demande  que  de  les  ajouter  ensemble  après  les  avoir  multipliées 
V.  17 
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respectivement  par  z,  —y,  x,  on  aura  sur-le-champ  cette  équation  finie 

(C  p^__Qj+R2  — o, 

laquelle  sous  cette  forme  appartient  à  un  plan  passant  par  l'origine  des 
coordonnées,  et  dont  la  position  dépend  des  quantités  P,  Q,  R.  Car  il  est 
facile  de  démontrer  que  Tinclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  x  et  j  aura 

pour  tangente  la  quantité  y~  —--   ,  et  que  l'intersection  des  deux  plans 

p 

fera  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  sera  ^• 

Le  corps  se  trouvera  donc  toujours  dans  ce  plan.  Or  lorsqu'il  n'y  a 
point  de  forces  perturbatrices,  et  que  par  conséquent  les  quantités  P,  Q, 
R  sont  constantes,  la  position  du  plan  est  invariable,  et  le  corps  décrit 
alors  une  orbite  plane.  Mais  si  ces  quantités  sont  variables,  la  position 
du  plan  doit  l'être  aussi;  cependant  elle  peut  être  censée  constante  pen- 
dant que  le  corps  décrit  chaque  élément  de  sa  trajectoire.  Car  les  équa- 
tions (B),  étant  multipliées  respectivement  par  dz,  —dy,  dx,  donnent 
celle-ci 

Vdx  —  Qdy  -h  Kdz  —  o, 

qu'on  voit  n'être  autre  chose  que  la  différentielle  de  l'équation  (C)  au 
plan,  en  y  regardant  les  quantités  P,  Q,  R  comme  constantes. 

5.  Ainsi  le  plan  dont  il  s'agit  passera  par  chaque  élément  de  l'orbite 
du  corps,  et  sera  celui  dont  l'intersection  avec  le  plan  de  l'écliptique  se 
nomme  en  Astronomie  la  ligne  des  nœuds.  De  sorte  que,  si  l'on  nomme  5 
la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  de  projection  que  nous 
supposons  être  celui  des  x  et  y^  et  w  l'angle  de  la  ligne  des  nœuds  avec 
une  ligne  fixe  qui  est  en  même  temps  l'axe  des  x^  on  aura 


et  de  là 


9==^ ^^ ->     langw  =  -, 


y  sino)  =  779     y  cos&j  =  -^ 


On  connaîtra  donc  les  variations  des  éléments  0  et  (ù  par  le  moyen  des 
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formules  différentielles  (A);  c'est  le  chemin  que  nous  avons  suivi  dans 
le  Mémoire  sur  les  nœuds  et  les  inclinaisons  des  Planètes,  imprimé  parmi 
ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  Tannée  177/1. 

6.  Pour  déterminer  les  variations  des  autres  éléments,  il  faut  trouver 
de  nouvelles  intégrales  des  équations  proposées,  en  sorte  qu'on  puisse 
en  déduire  l'équation  algébrique  de  l'orbite.  A  cet  effet  je  remarque  que 

la  différentiation  des  quantités  — ?  —^  ->  dans  lesquelles 

^  9     9     9  ^ 


donne  ces  formules 

,x  _y[ydx  —  xdy)'\-  zyzdx  —  xdz) 

P  "  9' 

,y x[xdy  —  ydx)  -h  z(zdr — ydz) 

9  "  9' 

.  z  _  xixdz  —  zdx)  -f-  yirdz  —  zdy) 
Or,  par  les  équations  (B),  on  a  déjà 

ydx  —  xdy-z  —  Rc^^     zdx  —  xdz  —  —  Qé^/,     zdy  —ydz  ~  —  Vdt; 

donc  on  aura 

p  p 

Si  maintenant,  dans  ces  équations  multipliées  par  g,  on  substitue  k  la 
place  (les  quantités  ^f,  ^>  ^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  diffé- 

r  P  r 

rentielles  données,  savoir  (2) 

d'x  d'y  d'z 

-,/V-^'     -"dF"^'     ~'dF'^^' 
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on  aura  les  transformées  suivantes 

gd^  =  lîi'jjzAÊ^  +  (PZ  -  RX)  rf/, 

gd±  =  -  Q«^'^+P^'r  _  (Qx  +  PY)  di. 

Ces  équations  sont  évidemment  intégrables  lorsque  les  forces  perturba- 
trices X,  Y,  Z  sont  nulles,  auquel  cas  les  quantités  P,  Q,  R  deviennent 
constantes  (3).  Je  fais  donc,  en  général, 

(RY  -*-  QZ)  dt  -  d^dr^^dQdz  ^  ^^^ 
(D)  {       (PZ-RX)rf/-^''^^7/^'^^=rfM. 

équations  qui  étant  ajoutées  respectivement  aux  précédentes  les  rendent 
intégrables,  en  sorte  qu'on  aura  les  intégrales  suivantes 


gx Rdf  -4-  Qdz 


dt 


N, 


,  £[r       Pdz  —  RJj;       ., 

,E)        .  ,:^=___  +  M. 

gz  _       Qdx-hPdx   ,   j 

\y-         di       "*^- 

Les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  introduit  sont  renfermées 
dans  les  quantités  L,  M,  N,  lesquelles  le  deviennent  elles-mêmes  dans  le 
cas  où  X,  Y,  Z  sont  nulles. 

7.  Les  intégrales  qu'on  vient  de  trouver  en  donnent  immédiatement 
une  algébrique,  en  éliminant  les  différences  dœ,  dy,  dz;  et  pour  cela  je 
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les  ajoute  ensemble  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a-,  v, 
z;  ce  qui,  à  cause  de 

donne  celle-ci 

^xdr—rdx       ^xdz  —  zdx       ^.ydz  —  zdy       «.  .,         , 

gP  =  ^  jg -+-  Q ^^ -^  ^ ^^ ^  ^  N^  -f-  Mj  -f  Lz; 

laquelle,  en  vertu  des  équations  (B),  devient 

(F)  gp  =  ^x  -h  My  +  Lz  -t-  P'  -h  Q*  H-  R^ 

Cette  équation  considérée  sous  cette  forme  est  évidemment  du  second 
degré,  à  cause  de 

de  sorte  qu'en  la  combinant  avec  l'équation  linéaire  (C),  on  aura  pour  la 
projection  de  l'orbite  une  section  conique;  et  l'orbite  elle-même  en  sera 
une  aussi,  tant  que  les  quantités  P,  Q,  U,  L,  M,  N  seront  constantes. 

8.  Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  nature  et  la  position  de  l'orbite,  je 
commence  par-  remarquer  que  des  six  constantes  dont  nous  parlons  il 
n'y  en  a  que  cinq  d'arbitraires.  Car,  si  Ton  multiplie  les  équations  inté- 
grales (E)  respectivement  par  P,  —  Q,  R,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  en- 
semble, on  aura,  en  vertu  de  l'équation  déjà  trouvée  fC),  celle-ci 

G)  o  r-.  NP  -  MQ  -+-  LU, 

laquelle  exprime  un  rapport  général  qui  doit  subsister  entre  les  six  quan- 
tités P,  Q,  R,  N,  M,  L,  soit  qu'elles  soient  constantes  ou  non. 
Cela  posé,  je  fais,  pour  abréger, 

n'=P^-^Q»-i-R', 
>'  -----  V  I-  \V  H-  N% 

et,  prenant  trois  autres  quantités  A,  B,  C  telles  (]ue 

A  ^  PM  H-  QN,     B  :_:  KN  -  PL,     C  ~  -    KM  -  QL, 


\ 
\ 

V 

\ 
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je  suppose 


P^      N.       C    , 


(H,  (^^^_Vç^._5+_4.. 

Ç,  Ç,  i{^  étant  de  nouvelles  variables;  j'aurai  d'abord,  en  vertu  de  l'équa- 
tion de  condition  (G), 

De  sorte  que  les  deux  équations  de  l'orbite  (C)  et  (F)  se  réduiront  à 
cette  forme  très-simple 

Or 

p' —  or^ -f- j' -h  z'; 

et  si  l'on  substitue  les  expressions  précédentes  de  a;,  j,  2,  qu'on  ait  égard 
à  l'équation  de  condition,  et  qu'on  observe  que 

A'  -h  B*  ^-  C«  =  (  PM  -+-  QN  )^  H-  (  RN  —  PL  )'  -+^  (  RM  4-  QL  Y 

=  {P'  -h  Q'  -h  R»)  V-^M'-^  N')  -  (PN  ~  QM  -h  RLj' 

on  aura 

d'où  l'on  peut  conclure  que  les  quantités  Ç,  Ç,  (f  sont  aussi  des  coordon- 
nées rectangles,  qui  répondent  aux  mêmes  points  que  les  coordonnées 
Xjy,  z,  et  qui  ont  la  même  origine,  mais  une  position  différente. 

9.  L'équation 

9 

m 

lait  voir  que  la  courbe  est  toute  dans  le  plan  des  coordonnées  '^  ei  ^;  et 
Téquation 

g9  =  n-^n\ 


< 
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dans  laquelle 

k  cause  de  Ç  =  o,  montre  que  cette  courbe  est  une  ellipse  dans  laquelle 

—  est  le  paramètre  du  grand  axe,  —  est  l'excentricité,  ou  la  distance 

des  foyers  divisée  par  le  grand  axe,  p  est  le  rayon  vecteur  partant  de  Tun 
des  foyers,  et  S  Tabscisse  prise  sur  le  grand  axe  depuis  le  même  foyer  el 
dirigée  vers  l'apside  supérieure. 

Et  pour  connaître  la  position  de  cet  axe  relativement  au  plan  de  pro- 
jection, il  n'y  a  (|u'à  supposer,  dans  les  formules  (H),  les  coordonnées  1 
nulles,  ce  qui,  à  cause  de  Ç  --  o,  donne 


N  .  M 


X.:.-^l        K-y^,        Zr.:j^; 


or  il  est  visible  que,  si  l'on  nomme  9  l'angle  que  la  projection  de  cet  axe 
sur  le  plan  des  coordonnées  x^y  fait  avec  l'axe  des  x,  et  c  l'angle  que  le 
même  axe  fait  avec  ce  plan,  on  aura 

lang9-_-   ^,     langr,  =     , 

c'est-à-dire 

M  L 


^»»g?"-T^»     langrî^i-^j: 


—  1 


d'où,  à  cause  de 

on  lire 

L  .  M  N 

smyî  =  -r-9       cosr3sm9=:— ?       cosyj  COS9 --  y* 

Au  reste,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  L,  M,  N,  ainsi  que  celles  de  P 
el  Q  tirées  des  formules  du  n**  5,  dans  l'équation  de  condition  (G),  on 
aura 

9cosy}(cos9sinrk)  —  sin9C0Sw)  -h  sinyj  =  o; 

d'où  résulte  la  formule 

tangyi  =  0  sin  (  9  —  0)  ). 
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10.  Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  l'effet  des  forces  perturbatrices,  les 
quantités  que  nous  avons  supposées  constantes  ne  le  sont  plus,  et  l'or- 
bite telle  que  nous  venons  de  la  déterminer  variera  d'un  instant  k  l'autre, 
mais  elle  pourra  néanmoins  être  prise  pour  invariable  pendant  que  le 
corps  décrit  chacun  de  ses  éléments.  En  effet  les  équations  (E)  du  n**  6 
étant  multipliées  respectivement  par  dx,  dy,  dz,  et  ajoutées  ensemble, 
donnent,  à  cause  de  pdp  —  xdx  -^  ydy  -^  zdz, 

gdp  =  ^dx  -h  Mdy-^-  Ldz; 

or  cette  équation  est  évidemment  la  différentielle  de  l'équation  (F),  en 
y  regardant  les  quantités  L,  M,  N,  P,  Q,  R  comme  constantes. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  la  variabilité  de  ces  quantités,  les  deux  équa- 
tions (C)  et  (F)  de  l'orbite  du  corps  ont  la  propriété  que  ces  mêmes 
quantités  y  peuvent  être  regardées  comme  constantes  dans  la  différen- 
tiation  de  ces  équations  (4).  D'où  l'on  peut  conclure  que  le  corps  sera 
mù  à  chaque  instant  comme  s'il  décrivait  réellement  l'ellipse  déterminée 
par  ces  équations;  mais  cette  ellipse  variera  continuellement  de  position 
et  de  grandeur,  et  l'on  connaîtra  les  variations  de  ses  éléments  au  moyen 
des  formules  différentielles  (A)  et  f D)  des  n"*  3  et  6. 

11.  Les  réductions  que  nous  avons  faites  ci-dessus  (8)  étant  géné- 
rales, soit  que  les  éléments  de  l'orbite  soient  constants  ou  non,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  aisément  par  la  nature  de  nos  formules,  il  s'en- 
suit que,  si  dans  les  formules  (H)  on  substitue  pour  Ç,  S,  vj>  leurs  valeurs 
tirées  des  équations 

on  aura,  en  général, 

N  ,  „.        C 


^=  yj  (grp  -  n' .  4-  ^  V-  ^p'  ^  ^gp  -  nv 


M  „  B 
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en  faisant,  pour  abréger, 


A 


g'-'^' 
W 


Ces  expressions  de  a?,  y,  z  en  p  sont  les  résultats  des  deux  équations  (C) 
el  (F)  combinées  avec  la  formule 

p»  —  j:'  -f-  j»  -h  2' 

(p  étant  le  rayon  vecteur);  or,  comme  les  quantités  L,  M,  N,  P,  Q,  R  de- 
meurent constantes  dans  la  différentiation  de  ces  équations  (numéro 
précédent),  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  différences  dx,  dy,  dz,  il  suf- 
fira de  faire  varier  dans  les  expressions  précédentes  la  quantité  p,  en  re- 
gardant toutes  les  autres  quantités  comme  constantes,  telles  qu'elles  le 
seraient  dans  le  cas  de  l'orbite  invariable. 

12.  Puisqu'on  a  déjà  x^y,  z  en  p,  il  ne  s'agira  plus  que  d'avoir  p  en  / 
pour  connaître  le  lieu  du  corps  dans  un  instant  quelconque.  Pour  cela 
on  peut  se  servir  d'une  quelconque  des  intégrales  trouvées  (B)  ou  (E): 
nous  choisirons  la  première  des  intégrales  (B),  savoir 

xdy^ydx  _ 
dt  ~  "' 

dont  le  premier  membre,  en  y  substituant  les  valeurs  précédentes  de  x, 
/et  de  leurs  différentielles,  et  remarquant  que  (8) 

NB  -  MC  =33  R ( M^  H-  N«  )  -  L(NP  -  MQ  ) 

=r  R(L^  -f.  M' H-  NM  -  L(NP  -  MQ  -h  LU 

-  R>.% 

devient 

^9dç^ . 

dt  y  —  Ap'  -f-  igp  —  II' 

de  sorte  qu'on  aura 


V  —Zip* -h  O.gÇi  —  W 


Cette  équation  peut  aussi  se  déduire  directement  des  intégrales  (B) 

et  (E)  sans  aucune  substitution  auxiliaire. 

V.  i8 
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i*^  En  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  équations  (B),  on  a 

(xdy  —  ydxY       (xdz  —  zdxY       iydz  —  zdy^Y 

dt^  ^         dt^  '     dr 

_  ix' -h r'  +  z') idx' -h rf/' -4- dz')      {^dx-^ydy-hzdzy  _    ^     ^  j,^ 

-  di^  dF  ^^  ^^  ^^  -"' 


lî'est-à-dirc 


p^idx^  -+-  dy^  -+-  dz^)  _  p^dp'  _ 

dV  dF  ~  "  ' 


d  ou  1  on  lire 

H' 

dx^  -h  dy^^  -h  dz^:=  -r  dV  -f-  dù\ 

2^  En  ajoutant  aussi  ensemble  les  carrés  des  équations  (E  ),  mais  après 
y  avoir  transposé  les  termes  N,  M,  L,  on  a 

_  {^dx-^QdzV       (P(/z  — Rr/jT)'       {(jdx-^Vdy  ? 
"  dt'  "^  dr  "^  d? 

_  ÏP ( dx' -^  dy' -¥- dz')  _  ( Pdx  —  Qdy-hli dz? 

~     '        dt'  "  clr  '' 

mais  on  a  (4j 

Pdx  -  Qdy  -h  Rdz  —  o, 

et  (7) 

N^  -4-  My  -h  Lz  =  gp  ^  n^; 

donc 

dx'  -h  dy^  -+■  dz'=  (^  —  a)  ^//^ 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  dx^  -h  dy^  -hdz^,  on  en  tire  comme  ci- 
dessus  l'équation 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES.  139 

13.  Cette  équation  a  donc  lieu,  en  général,  soit  que  les  éléments  de 
l'orbite  soient  invariables  ou  non;  et  elle  fait  voir  que  les  apsides  de  l'or- 
bite sont  rigoureusement  dans  les  points  dont  les  rayons  vecteurs  sonl 
les  racines  de  l'équation 

—  Ap'  —  igp  —  W  -  o  ; 

de  sorte  que  |ï  moitié  de  la  somme  des  deux  racines,  sera  la  distance 

moyenne.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'expression  même  de  A  Cllj,  en 

regardant  l'orbite  comme  une  ellipse  dont  —  esl  le  paramètre  el  -  l'ex- 
centricité (9). 

14.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  intégrer  l'équation  trouvée,  pour  en 
déduire  la  valeur  de  p  en  /;  c'est  ce  qui  est  facile  dans  le  cas  où  les  quan- 
tités A  et  n  sont  constantes.  Car  la  quantité  sous  le  signe  peut  se  metire 
sous  cette  forme 

|'-n'-A(p-|y, 

ou  bien  (à  cause  de  11^  -—  ^--r — |  sous  celle-ci 
or  on  sait  que 

dp 


\/'^'-h 


g 


est  l'élément  de  l'angle  dont  le  cosinus  est  p  —  C  divisé  par  x'^  '*^i  donc 
on  nomme  «}  cet  angle,  on  aura 


fif  -^-  Xcosd/ 

P=- X ^^- 


et  Téquation  dont  il  s'agit  deviendra 


A' 


■  8. 
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laquelle  donne  en  intégrant 

Tétant  la  constante  arbitraire. 

C'est  la  formule  ordinaire  qui  sert  de  fondement  aux  solutions  du  Pro- 
blème de  Kepler,  et  où  l'angle  tj/  est  ce  qu'on  nomme  en  Astronomie 
V anomalie  excentrique. 

Lorsque  les  quantités  A  et  II  sont  variables,  on  peut  aussi  employer  la 
même  substitution  de 


_  g-hXcos^J' 


et  l'on  trouvera  alors 


^^ ^  ^-l-Xcosj;  /j    ^  cosj^\  ^  (g-h>.cos4^i'r/A, 
A^         ^  ^^*"+  ^  A^)isin.^ 

mais  cette  formule  est  peu  commode  pour  le  calcul,  à  cause  qu'elle  con- 
tient sin<f  au  dénominateur. 

On  pourrait  remédier  à  cet  inconvénient  en  substituant  directement 
la  valeur  de  p  dans  les  expressions  de  a:,  y  du  n*"  1 1 ,  ce  qui  donnera 

N  (' 

^^  VA.A 

et  mettant  ensuite  ces  valeurs  de  x  et  y  dans  l'équation 

dt'        ""  *• 

Mais  il  sera  beaucoup  plus  simple,  surtout  dans  le  cas  oii  l'excentricité 
et  l'inclinaison  sont  fort  petites  (qui  est  celui  de  toutes  les  Planètes  de 
notre  système),  d'employer  d'abord  dans  cette  même  équation  la  substi- 
tution de 

x  =  rcosq,    y^rsinq. 
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r  étant  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  projetée  et  q  Tangle  décrit  par  ce 
rayon;  car  on  aura  par  là 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  pour  r*  sa  valeur  en  q  tirée  des  deux  équa- 
tions de  l'orbite  (C)  et  (F).  C'est  ainsi  que  nous  en  userons  dans  la  suite. 

15.  Pour  appliquer  aux  Planètes  les  formules  générales  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  il  y  faudra  substituer  les  valeurs  des  forces  perturba- 
trices X,  Y,  Z  qui  résultent  de  l'attraction  que  chaque  Planète  éprouve 
de  la  part  de  toutes  les  autres. 

Soit  S  la  masse  du  Soleil,  T  celle  de  la  Planète  dont  on  cherche  le  mou- 
vement, T',  T",...  les  masses  des  Planètes  perturbatrices;  on  sait  que  la 

S  -h  T 
Planète  T  est  attirée  vers  le  Soleil  par  une  force  égale  à  —  —  •»  p  étant  sa 

r 

distance  au  Soleil,  et  qu'en  vertu  de  cette  force  elle  doit  décrire  autour 
du  Soleil  la  même  orbite  que  si  le  Soleil  était  immobile.  On  peut  donc 
regarder  le  Soleil  comme  fixe  par  rapport  à  la  Planète  T,  mais  il  faut 
alors  tenir  compte  de  l'action  des  autres  Planètes  T',  T",...  sur  le  Soleil, 
en  transportant  l'effet  de  cette  action  à  la  Planète  T  en  sens  contraire. 

Ainsi,  prenant  le  centre  du  Soleil  pour  l'origine  des  coordonnées,  et 
nommant  x,  j,  z  celles  de  l'orbite  de  la  Planète  T  autour  du  Soleil,  on 
aura  d'abord  dans  les  formules  du  n""  2 

Ensuite,  si  l'on  marque  d'un  trait  toutes  les  quantités  qui  se  rapportent 
à  la  planète  T',  de  deux  traits  celles  qui  se  rapportent  à  la  Planète  T",...; 
qu'enfin  on  désigne  par  a'  la  distance  rectiligne  entre  les  corps  T  et  T', 
par  d"  la  distance  rectiligne  entre  les  corps  T  et  T",  et  ainsi  du  reste;  on 

trouvera  : 

T' 

I**  Que  la  force  -^j  avec  laquelle  le  corps  T  attire  le  corps  T  suivant 

la  direction  de  la  ligne  g\  produira  ces  trois  forces  suivant  les  directions 


U2  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

des  coordonnées  a-,  j,  z,  savoir 

T(x^x^)       T{r-r')       T^z-z')^ 
T' 

2*"  Que  la  force  -yj»  avec  laquelle  la  Planète  T'  attire  le  Soleil  S,  étant 

r 

transportée  en  sens  contraire  à  la  Planète  T',  donnera  encore  ces  trois 
autres  forces  suivant  les  mêmes  directions,  savoir 

Tx'       Jy       Tz' 

On  trouvera  de  pareilles  formules  pour  les  forces  résultantes  de  l'at- 
traction des  autres  Planètes  T",  T'", . . .  ;  et,  rassemblant  respectivement 
ces  diflerentes  forces,  on  aura  les  valeurs  des  forces  perturbatrices  X , 
Y,  Z  de  la  Planète  T,  lesquelles  seront  donc  exprimées  ainsi 

16.  Or  on  a 


p  .  -  v^j;'  -i-,r^  -»-  ^'> 


p'  =:r^a7'»-h7'=-f-Z'S 


Donc,  si  l'on  fait 


\ 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES.  U3 

et  qu'on  dénote  à  l'ordinaire  par  ^— »  -^»  -j-  les  coefficients  de  dx,  dy, 

dz,  dans  la  diflerentielle  de  la  quantité  U  regardée  comme  fonction  des 
variables  x^y,  z\  il  est  clair  que  les  expressions  précédentes  de  X,  Y,  Z 
se  réduiront  à  celles-ci 

-,      rfû       _-      rfû       „      rfû 

X  "-— ;  -j —  »       I  ~-   -j—  >      iS  =  — i —  • 

ax  (ly  dz 

\  7.  On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  ditlerentieilcs  (A) 
et  (D),  et  l'on  aura  en  premier  lieu 

,_      Idiï         dû    \  . 
d,=  {^.-§.).. 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  les  variations  de  la  longitude  &> 
du  nœud  et  de  la  tangente  6  de  Tinclinaison,  en  faisant  (5) 

P  =  Rôsino),     0=:  R0COSW, 

IV 

et  de  plus  la  variation  du  paramètre   --  de  l'orbite  ^^9),  IP  étant  égal  à 

P^-^Q^-hR^ 

18.  Si  l'on  voulait  déterminer  directement  les  variations  de  II,  il  n'y 
aurait  qu'à  ajouter  ensemble  les  équations  précédentes,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P,  Q,  R.  On  aura  ainsi  en  ordonnant  les 
termes 

Or,  en  substituant  pour  P,  Q,  R  les  valeurs  données  par  les  équa- 
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lions  (B)  du  n^  3,  on  a 

(Qz  -h  Rx)dt^=(xdz  —  zdx)z  -f-  i^xdy—ydx)y 

r=:x[ydy  -h  zdz)  —  dx{y^  -\-  z^)  =  xpdp  —  p^dx, 

(P2  —  Kx)dt=:  {ydz  —  zdy)z  —  [xdy  —ydx\x 

=:y(xdx  -+-  zdz)  —  dy{x^  -+-  z^)  :=ypdp  —  p^dy, 

(Pr  -f-  Qx)dt=^(ydz  —  zdy)y-h  (xdz  —  zdx)x 

=z  —  z(xdx  -k-ydy)  -h  e/2(:r'-f- j')  -■-  —  zpdp  -h  p^dz. 

Donc  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

dQ         dH         dil        ^      dil   ,        rfiî    ,        dil   ,       ,  ... 
dx  dy  ^         dz  dx  -  dy    '^        dz 

[l'expression  [dil]  indique  la  différentielle  partielle  de  (î,  en  n'y  faisant 
varier  que  les  ^,  j,  z  relatives  à  la  Planète  T],  on  aura 

19.  En  second  lieu,  les  équations  (D)  deviendront,  par  la  substitution 
des  valeurs  précédentes  de  rfP,  rfQ,  rfR, 

—  -7—  {ydy  ->f-  zdz)  -h  -r—  ixdy  -i-Rrf/)  -+-  -^  (xdz-^-Qdt)  =  JN, 

-r-  (ydx^  Kdt)  —  ^—   xdx-h  zdz)  -f  -p-  (je/2  -♦-  Prf/)  =^  rfM, 

rfû        ,        ^  ,         t/iî  ,     ,         _  ,  dQ        ,  ,  ,- 

-T-  (zdx  —  Qdt)  -f-  -j-7  (2aj  —  Pdt)  —  -t~  (ydy'\-xdx)=  c/L, 

et  si  Ton  y  substitue  encore  les  valeurs  de  Pdt,  Qdt,  Rdt  (3),  elles  se  ré- 
duiront à  la  forme  suivante 

rfN  =2^(rfi2)  —  <i>dx—  -T-  pdpy 

rfL  =  2z(rfi2   —  4></z T—  pdp, 

les  quantités  $  et  {dil)  étant  les  mêmes  que  dans  le  numéro  précédent. 
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Par  ces  équations,  on  aura  les  variations  de  Texcentricité  -^  de  la 

longitude  de  l'aphélie  9,  et  de  la  latitude  rj  de  cet  aphélie  par  rapport  au 
plan  de  projection,  au  moyen  des  formules  (10) 

L=:Xsinyî,     M  --Xcosy;  sin<p,     N  —  Xcosyi  cos<p. 

20.  Au  reste  il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  ces  trois  équations 
pour  la  détermination  des  éléments  dont  il  s'agit;  car  nous  avons  vu  (8) 
qu'il  y  a  entre  les  quantités  L,  M,  N  cette  équation  de  condition 

NP  -  MQ  -h  LR  =  o, 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  déterminer  une  quelconque  d'entre  elles 
par  les  deux  autres.  On  pourrait  peut-être  douter  si  en  effet  les  formules 
différentielles  trouvées  satisfont  à  cette  équation;  pour  lever  ce  doute  et 
confirmer  en  même  temps  la  justesse  de  nos  formules,  nous  allons  faire 
voir  comment  elles  y  satisfont;  a  cet  effet  nous  ajouterons  d'abord  en- 
semble les  trois  formules  du  numéro  précédent,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P,  —  Q,  R;  ce  qui,  en  ayant  égard  (4)  aux 
équations 

P^  —  Qx  -\-l\z  =  o,     P  Jj;  —-  Q rfj  4-  Il (Iz  =  o, 

donnera 

ensuite  les  trois  formules  du  n**  17,  étant  multipliées  respectivement  par 
N,  —  M,  L  et  ajoutées  ensemble,  donneront 

Nc/P— MrfQ-hLr/R=^  Lv-Mz)^//-4-^;N3~L^)J/-f-^{M:r--N>i^/; 

mais,  en  substituant  les  valeurs  de  L,  M,  N  résultantes  des  formules  (E) 
du  n°  6,  on  a 

^Lx'-Mzjdt^   Qdx  -h  Pf/v  X  —    R^/x  —  Pdz)z, 

.Nz  —  Lx)(lt=  —  (l{(lr-hQdz)z  —  (Qrf^  4- Pe/j)x, 

(M;r-  ^x  dt  r^    Kdx  —  Vdz  ,x  -h  (  R f/r -+-  0 f/z ) j, 
V.  19 
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ce  qui,  à  cause  de 

se  réduit  à 
V  Lj  —  Mz)dt  =ir  Pp dp,     (Nz  —  Lx)dt  =  —Qp dp,     [Mx  —  Nyjdt  =  Rp dp; 

de  sorte  qu'on  aura 

NrfP-MrfQ  +  LrfR=(pg-Q^  +  R^)prfp. 

Donc  enfin 

NrfP  -  Me/Q  4-  LrfR  -4-  PJN  -  QrfM  -h  RrfL  =  o, 

équatiqn  qui  est,  comme  on  voit,  la  diflerentielle  de  celle  qu'il  s'agissait 
de  vérifier. 

21.  Puisque 

X»  =  L»  -4-  M>  -4-  N% 

on  aura,  en  ajoutant  ensemble  les  trois  équations  du  n**  19,  après  les 
avoir  respectivement  multipliées  par  N,  M,  L, 


f^dQ       „rfi2       ,  dQ\     , 


or  l'équation  de  l'orbite  donne  (7,  10) 

Nj:-t-  M^-h  Lzz=zgp  —  11%     N(/:r-h  Mrfr-h  Ldz  z=z  gdp; 

de  plus,  les  équations  (E)  donnent,  en  substituant  pour  P,  Q,  R  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (B), 


^^^(g  __  dxl±drl±dz^\ 
^"      \p  dP  ) 

(,)  iM-r^f £ ) 

-  _      (g       dx^  -h  dr^  H"  dz^\ 


pdpdx 
~~dF~ 

pdpdy 
dt' 
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et  les  mêmes  équations  donnent  aussi,  comme-on  l'a  vu  dans  le  n^  12, 

dô  -y  "^' 

donc,  faisant  ces  substitutions,  on  aura 

mais  on  a  par  les  formules  du  même  numéro  cité 

donc 

Idl  =  (Ap'  —  n»)  (rfiî;  —  A*prfp, 

A  étant  égal  à  °  ^^     (1 1).  Ainsi  Ton  aura  directement  par  cette  équation 

la  variation  de  l'excentricité  -• 

g 

22.  Enfin,  puisque 

X'  =  gr'  —  Ans 

on  aura,  en  substituant  la  valeur  de  nd\l  du  n^  18, 

>,dl  =  -  AU^n  -  n»  —  :^  -  A*pe/p  -h  ^p'(dQ)  ~  W  —  , 

et,  cette  valeur  de  \d\  étant  comparée  a  celle  que  nous  venons  de  trou- 
ver dans  le  numéro  précédent,  il  viendra  cette  formule  très-simple 

—  =  {dilu 
laquelle  servira  à  déterminer  les  variations  de  la  distance  moyenne 

23.  La  métbode  que  j'ai  suivie  pour  trouver  les  formules  différei>- 
tielles  des  variations  des  éléments  des  Planètes  est,  ce  me  semble,  la  plus 
directe  et  la  plus  naturelle  qu'il  est  possible,  étant  déduite  des  principes 
mêmes  de  la  chose;  mais  j'aurais  pu  y  parvenir  plus  simplement  par  la 

'9- 
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méthode  générale  dont  je  me  suis  servi  pour  déterminer  les  variations 
de  la  distance  moyenne,  dans  les  Mémoires  de  1776  ('),  méthode  qui  a 
l'avantage  d'être  applicable  à  toutes  les  questions  du  même  genre. 

Suivant  cette  méthode,  si  V  =  a  est  une  intégrale  quelconque  des 
équations  différentio-différentielles  de  l'orbite  non  troublée,  V  étant  une 

fonction  connue  de  /,  x,  j,  z  et  de  -j-?  -j-'>  ;7T'  ^t  a  une  constante  arhi- 

Iraire,  et  qu'on  veuille  supposer  a  variable  pour  l'orbite  troublée,  il  n'y 
aura  qu'à  différentier,  en  faisant  varier  d'un  côté  la  quantité  a,  et  de 

l'autre  les  quantités  -7-5  -^»  t-  contenues  dans  V,  et  substituer  ensuite  à 

la  place  des  différences  de  celles-ci  les  valeurs  de  -y^?  -^»  -t--»  dues 

uniquement  aux  forces  perturbatrices.  Car  la  différentielle  de  V,  prise  en 
fajsant  tout  varier,  doit  devenir  nulle  d'elle-même,  lorsqu'on  y  substitue 

pour  d-.-T  ?  djjj^  d-f^  les  valeurs  tirées  des  équations  de  l'orbite  non  trou- 
blée, puisque  V  =  a  est  (hypothèse)  une  intégrale  de  ces  équations.  De 
sorte  qu'en  ajoutant  à  ces  valeurs  les  termes  —  Xrf/,  —  Yrf/,  —Zdt  dus 
aux  forces  perturbatrices  (2),  on  aura  simplement 

'^dt  ''di  '^Tt 

les  quantités — v-»  ••  exprimant  suivant  la  notation  reçue  les  coelli- 

fin/* 

rients  de  d  -j-i  •  •  •  dans  la  différentielle  de  V. 
fit 

De  cette  manière,  si  l'on  change,  suivant  le  u"  16,  les  quantités  X, 
\  ,  Z  en  -j-y  -.— >  -1—5  on  aura,  pour  la  variation  de  a,  cette  équation 

rfV    diî   ,         d\    t/i2    .        dV  dil    , 

'^di  '^di  '       ''dj 

(*)  OEuores  de  ÏMgrange,  t.  IV,  p.  255.  ^ 
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Or  on  sait  que  les  éléments  de  l'orbite  ne  sont  autre  chose  que  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles primitives,  ou  des  fonctions  de  ces  constantes;  on  aura  donc 
les  formules  ditîérentielles  de  la  variation  des  éléments,  pourvu  qu'on 
ait  les  valeurs  de  ces  éléments  exprimées  par  les  variables  de  l'orbite 
non  troublée  et  par  leurs  différences  premières;  valeurs  qui  peuvent  se 
trouver  immédiatement  par  l'intégration  même  des  équations  différen- 
tielles de  l'orbite,  ou  bieii  se  déduire  des  équations  finies  de  l'orbite 
combinées  avec  les  différences  premières  de  ces  équations. 

Ayant  déterminé  ainsi  la  valeur  variable  de  chaque  constante  ou  élé- 
ment de  l'orbite,  on  aura,  entre  ces  constantes  et  t,  x,  y,  3,  ^>  —^  ^, 

*^  at  ai  ai 
des  équations  de  la  même  forme  pour  l'orbite  troublée  que  pour  l'orbite 
non  troublée;  de  sorte  que  les  équations  finies  déduites  de  celle-ci,  ainsi 
que  les  différences  premières  de  ces  équations  seront  encore  de  la  même 
forme  dans  les  deux  cas;  par  conséquent  les  constantes  dont  nous  par- 
lons pourront  toujours  être  regardées  et  traitées  comme  invariables  dans 
la  différentiation  des  équations  finies  de  l'orbite;  ce  qui  rend  raison  de 
la  remarque  faite  dans  les  n"*  4  et  10  sur  les  équations  (C)  et  (Fj. 

24.  (^ela  posé,  si  dans  les  équations  différentielles  du  n**  3  on  sup- 
pose X,  Y,  Z  nulles,  on  a  celles  de  l'orbite  non  troublée;  et,  intégrant 
ces  équations  par  la  méthode  des  n^'  3  et  6,  on  aura  des  intégrales  de  la 
tonne  (  B)  et  (Cj,  dans  lesquelles  P,  Q,  R,  L,  M,  N  seront  des  constantes 
arbitraires  et  invariables.  Or  les  intégrales  (B)  ont  déjà  la  forme  de- 
mandée V  =  a;  donc  il  n'y  aura,  suivant  la  méthode  précédente,  qu'à  les 

fi  ijr       flY'       (fa 

(liffcrenlier,  en  y  faisant  varier  P,  Q,  R  et  -y-?  h-?  -j-^  et  substituer  en- 

suite 7— a/, j-a^  —-j—<it  a  la  place  de  d-f-'>  a-f-^  «-tt'î  on 

dx  dy^  dz  ^  dt         dt         dt 

aura  ainsi  sur-le-champ  les  formules  différentielles  du  n^  17. 

A  l'égard  des  intégrales  (E),  pour  les  réduire  à  la  forme  dont  il  s'agit, 
il  ne  faut  qu'y  substituer  les  valeurs  de  P,  Q,  R  données  par  les  inté- 
grales précédentes;  on  aura  ainsi  les  équations  (I;  du  n*^  21,  lesquelles, 
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(^tanl  diflïîrentiées  en  y  faisant  varier  L,  M,  N  et  ^>  Hj-»  tt>  donne- 
ront immédiatement  les  formules  différentielles  du  n®  19,  en  se  souve- 
nant que 

pdp  =  xdx  -hydy-hzdz. 

On  peut  de  même  déterminer  directement  les  variations  des  éléments 

Il  et  A  par  le  moyen  des  formules  trouvées  dans  le  n®  12;  Car  : 

i*^  On  a 

„.       p^ (  dx^  -*-  rfr '  -♦-  dz* )       (pdp Y 
"'  =  ~ d? dF-' 

et  rettc  équation,  en  y  faisant  varier  II  de  rflT  et  -rry  s^>  -tt  comme  ci- 
dessus,  donne  immédiatement  la  formule  différentielle  trouvée  à  la  fin 
dun^'lS; 
2*^  Ona 

.        9.  s:       dx^  -h  dy-  -^  dz- 

^-     p  dp 

et  il  est  visible  qu'il  en  naîtra  sur-le-champ  la  formule  différentiellie  du 
n**  22,  par  la  variation  de  A,  ^?  ^î  ^• 

25.  Il  n'est  pas  nécessaire  au  reste,  pour  l'usage  de  la  méthode  précé- 
dente, que  les  intégrales  soient  réduites  a  la  forme  V  =  a,  ainsi  que  nous 
l'avons  supposé;  mais  cette  réduction,  qui  est  d'ailleurs  toujours  pos- 
sible, sert  à  rendre  le  calcul  plus  direct  et  les  formules  plus  simples. 
Comme  cette  méthode  peut  être  d'une  grande  utilité  dans  plusieurs  autres 
occasions,  je  crois  qu'on  me  permettra  d'ajouter  encore  quelques  mots 
sur  cet  objet,  quoique  ce  ne  soit  pas  ici  le  lieu  d'en  traiter. 

Pour  présenter  la  méthode  dont  il  s'agit  de  la  manière  la  plus  simple 
et  en  même  temps  la  plus  générale  qu'il  ejst  possible,  considérons  une  ou 
plusieurs  équations  différentielles  telles  que 

d'^x ^      d^y y,. 
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dans  lesquelles  E,W,...  soient  des  fonctions  données  des  variables  /,  x, 

dx     dv  d^  jc  //'"  V 

7, . . .  et  des  différences  ^  j  5/ '  '  *  '  '  "^TT'  *  *  '  ^^^  ordres  inférieurs  à  -^> 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  intégrale  quelconque  de  ces  équa- 
tions, laquelle  soit  représentée  par 

V  =  o, 

V  étant  une  fonction  des  mêmes  variables  et  de  leurs  différences,  et  con- 
tenant de  plus  une  constante  arbitraire  a.  On  sait  que,  si  Ton  différentie 
cette  intégrale  en  y  faisant  tout  varier  excepté  a,  et  qu'on  y  substitue 

ensuite  pour  ^-^^ï  ^?^'  '  *  *  '^tirs  valeurs  Srf/,  Wdt^.. .  tirées  des  équa- 
tions différentielles,  on  doit  avoir  une  équation  identique  avec  ré<jua- 
tion  V  =  o,  ou  du  moins  qui  aura  lieu  en  même  temps  que  celle-ci,  in- 

dx 

dépendamment  d'aucune  relation  entre  a,  /,  j?,  j, . . . ,  ^'  •  •  •  î  de  sorte 

que,  l'équation  V  =  o  étant  posée,  la  différence  rfV  deviendra  identique- 
ment nulle  après  les  substitutions  dont  il  s'agit. 
Soient  maintenant  proposées  les  équations 

dr  ---^-»     dr  -^^-^-•- 

H.' 

tix     d\* 

S',  V,...  étant  de  même  des  fonctions  de  /,  j?,  j,...,  ^j  dt^'"^  jusqu'à 

</W      I  Mit         /i  """^  V*  * 

"5 — ^'  'dF^^ '"'*  ^'  ^^^  ^'^*^  fl^^  '^  même  équation  V  =  o  pourra  satis- 
faire aussi  à  ces  équations,  pourvu  que  la  quantité  a,  étant  supposée  va- 
riable, soit  telle  que  la  différentielle  d\  devienne  nulle  en  même  temps 

que  V,  après  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  -j—^  -^^  — 

Or  nous  venons  de  voir  que  la  partie  de  rfV,  qui  ne  contient  point  la  dif- 
férence da^  devient  identiquement  nulle  avec  la  fonction  V  par  la  substi- 

tution  des  S,  V,...  à  la  place  de  --7— ?  -^» —  Donc  il  n'y  aura  qu'à 
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rendre  nulle  la  partie  restante  de  rfV,  c'est-à-dire  les  termes  provenant 
de  la  différence  de  a,  et  de  la  substitution  des  quantités  S',  H^',...  au  lieu 

de  -y— 1  -^ j  •  •  •  5  ce  qui  donnera  l'équation 

C'est  l'équation  qui  servira  à  déterminer  la  valeur  convenable  de  la 
quantité  a  devenue  variable. 

Si  l'on  avait  deux  équations  intégrales 

V  =  o,    U  =  o, 
des  mêmes  équations  différentielles 

d'^x       _       d^y       „, 

Jr         '     di-  -^'•••' 

et  que  ces  intégrales  continssent  deux  constantes  arbitraires  a,  6,  on 
prouverait  de  la  même  manière  qu'elles  pourraient  l'être  aussi  des  équa- 
tions 

dr ^"'      rf;«  -^  -^-^  '•••' 

en  y  supposant  a  et  6  variables,  et  déterminées  par  ces  équations 

^V  ,        rfV  ,.  rfV      ^,.  rfV     ^,, 

•cra  a6  ^d'^-^x  jd'^'r 

d—, a-T — ^ 

da  do  jd'^-^x  .d^-W 

d—, d—, — ^ 

Et  ainsi  de  suite  si  l'on  avait  un  plus  grand  nombre  d'intégrales. 

26.  Au  reste,  quand  on  connaît  une  intégrale  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  en  peut  d'abord  déduire  une  seconde  par  la  seule 
différentiation,  en  substituant,  s'il  est  nécessaire,  à  la  place  des  plus 
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hautes  différences  des  variables,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  diffé- 
rentielles données.  De  la  même  manière  une  intégrale  qui  renferme  trois 
constantes  arbitraires  fournira,  par  deux  différentiations  successives, 
deux  autres  intégrales,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  les  intégrales  connues 
renferment  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans  h 
somme  des  exposants  des  équations  différentielles,  ce  qui  est  le  cas  des 
intégrales  finies  et  complètes,  on  trouvera  par  leur  moyen  autant  d'in- 
tégrales différentes  qu'il  y  a  d'arbitraires;  et  l'on  aura  par  la  méthode 
précédente  toutes  les  équations  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs 
de  ces  constantes  devenues  variables. 
De  plus  on  pourra  dans  ce  cas  déterminer  les  variables  finies  a:,  j,..., 

ainsi  que  leurs  différences-^-^  -j-^-  ••  jusqu'à  -ij^^  ,  j,  ^ ■  -  en  fonc- 
tion de  t  et  des  constantes  arbitraires  a,  6,. . .;  et  il  est  visible  que  ces 
fonctions  seront  les  mêmes,  soit  que  ces  arbitraires  soient  variables  ou 
non;  de  sorte  que,  dans  les  différentiations  de  x,  7,...  jusqu'à  d'^~*x, 
rf'^'y,...,  on  pourra  toujours  regarder  et  traiter  les  quantités  a,  6,  c,... 
comme  des  constantes  invariables. 

27.  La  méthode  que  j'avais  donnée  dans  les  Mémoires  de  1775  (') 
rentre  aussi  dans  celle  que  je  viens  d'exposer,  et  l'on  peut  généraliser 
ainsi  l'application  que  j'en  avais  faite  aux  équations  linéaires.  En  effet, 
lorsque  H,  W,...  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  a;,  j,...  et  de 
leurs  différences,  il  est  facile  de  prouver  que  V,  U,...  seront  aussi  des 
fonctions  linéaires  des  mêmes  variables  et  des  constantes  arbitraires  a, 

6, —  Donc  -T— »  -jT'  — j— r-»-'  seront  des  fonctions  de  t.  Par  consé- 

aa      do      jd'^-'x 
a — 5 — 
dt 

quent  si  E',  W\,..  sont  données  en  t  seul,  on  déterminera  facilement  les 
valeurs  de  a,  6,...  en  /. 

(')  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  iSg  et  suivantes. 


V.  20 


154  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 


SECTION  SECONDE. 

FORyULKS  GÉNÉRALES   POUR   LES  VARIATIONS  SÉCULAIRES   DES   ÉLÉMENTS 

DES   PLANÈTES. 

28.  Les  formules  que  nous  venons  de  donner,  dans  la  Section  précé- 
dente, pour  représenter  les  variations  des  éléments  des  Planètes,  causées 
par  leur  action  mutuelle,  expriment  l'effet  total  de  celte  action,  et  pour- 
raient servir  k  déterminer  toutes  les  inégalités  qu'elle  doit  produire  dans 
leur  mouvement.  Mais  notre  objet  est  simplement  de  déterminer  fes  va- 
riations séculaires  des  éléments  des  Planètes,  c'est-à-dire  celles  qui  n'ont 
aucune  période  fixe,  ou  du  moins  qui  en  ont  de  très-longues  et  indépen- 
dantes du  retour  des  Planètes  aux  mêmes  points  de  leurs  orbites.  Ces 
variations  sont  nécessairement  renfermées  dans  les  formules  trouvées, 
et,  pour  les  démêler,  il  n'y  aura  qu'à  développer  ces  formules  et  les  dé- 
barrasser ensuite  de  tout  ce  qu'elles  peuvent  renfermer  de  périodique. 
Or  la  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  Planètes  fait  qu'on 
peut  exprimer  leurs  coordonnées  par  des  séries  très-convergentes  de  sinus 
et  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps.  Il  faudra  donc  faire  ces  sub- 
stitutions à  la  place  de  a?,  y,  z,  x\  y\  5;', . . . ,  et  rejeter  ensuite  tous  les 
termes  qui  se  trouveront  contenir  des  sinus  et  des  cosinus.  Ainsi  il  faul 
commencer  par  chercher  les  valeurs  convenables  de  ^,  j,  z  en  t, 

29.  Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  (14)  que,  pour  faciliter  celte 
recherche,  il  est  à  propos  d'employer  les  substitutions 

xz=:rcosç,     >'=rsinç, 

r  étant  le  rayon  de  l'orbite  projetée  sur  le  plan  des  x,y^  et  q  l'angle  de 
ce  ravon  avec  l'axe  des  x. 

Ces  substitutions  ont  d'ailleurs  l'avantage  d'être  conformes  aux  usages 
astronomiques,  puisqu'en  prenant  le  plan  des  x  ei  y  pour  celui  de  l'é- 
(  liptique,  et  supposant  l'axe  des  x  dirigé  vers  le  premier  point  AWries, 
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r  sera  la  distance  accourcie  de  la  Planète  au  Soleil,  et  q  sa  longitude  lié- 
liocentrique. 
En  mettant  ces  expressions  de  ^r  et  j  dans  Téquation 

P^  —  Qj-»-  R-s  ~  o 
du  n^  4,  on  en  tire 

r     _    ,  ^ 

2  --  ~  (Qsin^  —  Poos^). 

De  là  on  aura 


p=  yjx^  -><-  y  -f-z^=:  -  v/R*-}-(Osin^  — Pcos^)'; 

et  l'équation 

grp  —  N  j:  -h  Mj  -f-  Lz  -4-  IP 

du  n°  7  donnera,  en  faisant 

B  =r  RN  -  PL,     C  --..  -  RM  -  QL, 
comme  dans  le  n'*  8, 


r-— 


RH' 


g^V'R'  ^"  (Qsinç  —  Pcos^)'-i-  Csin^  —  Bcos^ 

Et  comme  les  mêmes  équations  ont  lieu  aussi  en  y  faisant  varier  sim- 
plement x.y,  z,  et  regardant  les  autres  quantités  comme  constantes  (10), 
il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  valeurs  des  différences  dz  et  dr,  il  suffira 
de  faire  varier  dans  les  formules  précédentes  les  quantités  z,  r,  y,  en 
prenant  P,  Q,  R,  n,  B,  C  pour  constantes. 

Enfin  l'équation 

xdy  -  ydx  ■—  Kdt 

du  n**  3  donnera 

r'dq  -.  IKdt, 

de  sorte  qu'en  substituant  pour  r^  sa  valeur  en  q  on  aura 

RU*dq 


[gr V^R' -+- (Q  sin^  —  P  cos^)» -f- C  sin^  —  B  cos^ j' 


=  dt. 


Par  cette  équation  on  déterminera  donc  q  en  t;  ensuite  on  aura,  par  hi 
substitution  de  cette  valeur  de  q,  celles  de  x,y,  z  en  t. 


r- 
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30.  Lorsque  rinclinaison  et  l'excentricité  sont  Tune  et  l'autre  fort 
petites,  comme  cela  a  lieu  dans  notre  système  planétaire,  les  quantités  P 
et  Q  sont  nécessairement  toujours  très-petites  vis-à-vis  de  R,  et  les  quan- 
tités L,  M,  N  le  sont  aussi  (4,  9),  de  sorte  que  B  et  C  seront  pareillement 
très-petites  par  rapport  a  R.  On  pourra  donc  dans  ce  cas  développer  la 
fraction 


[g'v/R*-+-(Qsin^  —  Pcosç)'-}-  Csin^  —  Rcos^]* 

en  une  suite  fort  convergente,  laquelle,  étant  ordonnée  relativement  aux 
sinus  et  cosinus  de  q  et  de  ses  multiples,  sera  de  la  forme 

a(i  -+-  Psin^  -hy  cosç  -f-ôsinaç  -+-  tcosiq  -♦-...)> 

a  étant  une  quantité  finie;  |3,  y  étant  des  quantités  très-petites  du  pre- 
mier ordre;  5,  s  étant  très-petites  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 
Parce  moyen,  l'équation  précédente  deviendra 

RII*a(i  -h  psin^  -f-y  cos^  4-  ôsin2</  -+-  ecos2ç  -h , . .)  dq  =  dt, 

ou  bien,  en  divisant  parRIl^a, 

dq  -h^sinqdq  -hy.cosqdq  ■+-  dsiniqdq  -h  îcosiqdq  -+-...=  » 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  intégrable  exactement  lors- 
que |3,  y,...  sont  des  quantités  constantes;  mais,  lorsque  ces  quantités 
sont  variables,  il  faut  avoir  recours  aux  séries;  et  Ton  trouve,  en  em- 
ployant l'opération  connue  des  intégrations  par  parties,  et  regardant  /3, 
7,...  comme  des  fonctions  de  y, 

/  ^s'mqdq  =  —  ^cos^  '^  \  h    ^^^9^^^ 

J  ^cosqdq=-^Sinq-J  ^smqdq, 

et  ainsi  de  suite. 
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On  aura  de  même 

j%  sinçrfy  =  -  ^  cosq  +f^  cosgrfg. 


Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  successives,  et  qu'on  suppose,  pour 
abréger, 

(a^-û_  ^y  _  «^lê  +  Ë!!  +  ^  _ 

*P'~P      dq        dq'  '^  dq'        dq>         •• 
^y^-y+  dq        dq'        dq*  "^  rf^*  "^ 


•   •  » 


on  aura 


i  (^sin^^/ç  -h  y  cosqdq)=  —  ((3) cos^  -f-  (y)  sin^. 


Et,  supposant  pareillement 


■^"^       idq       /i  dq'  ~^  S  dq'  '^  i6  dq'       "" 

—         1  ^^  _  i  ^!i  _  i  ^^         I    d*t 
'^'~'^'^2d^~^dq'  ~S'd^''~^T6d^'^"' 

on  trouvera 

j  {às\n2qdq  -h  i  cos2q dq)  = [d)  cosq  H — ;  e  sin^, 

et  ainsi  de  suite. 

A  l'égard  du  second  membre  de  Téquation,  il  est  évidemment  inté- 
grable  en  y  regardant  R,  II,  a  comme  des  fonctions  de  /. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

et  l'intégrale  de  l'équation  en  question  sera 

q  —  f|3)cos^  -f-  (y)sinç  —  -{à)  cosiq  -f-  -(e)sin2^  h-.  .  .==;i, 
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de  laquelle,  puisque  (jS),  (7)  sont  supposées  très -petites  du  premier 
ordre,  (5),  (s)  très-petites  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite,  il  est  facile 
de  tirer  la  valeur  de  q  en  p,  exprimée  par  une  suite  fort  convergente. 

31.  En  général,  si  Ton  a  l'équation 

q  '-f{<l)=Py 

/(q)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  y,  on  aura,  par  le  Théorème 
que  j'ai  donné  ailleurs, 

g-p-fip)-^  ^  —df—     y. .  3  -1^—  ^  •  - 

et  même,  en  dénotant  par  9  une  autre  fonction  quelconque  et  faisant 

^{q)  =  ^{p)-f[p)9'[P)-^-  — ^ i-.... 

Ainsi,  dans  notre  cas,  il  n'y  aura  qu'à  faire 

/(?)  =  — (P)  cos^ -+- (y)  sin^ —... , 
et  par  conséquent 

f{p)  =  —  ((3)  cosp  -f-  (y)sinp (ô)cos2/?  -+-  ~(6)sin2/i  — . . ., 

et  exécuter  ensuite  relativement  à  p  les  différentiations  indiquées. 
On  trouvera  de  cette  manière 

q^=p  -^  (B)cosp—  (C)sin/?-f-  (D)cos2/?  —  (E)  sin2/>-f-. . ., 

en  supposant 

(C)  =  (y)-f-^((3)(d)+~(y)(e)-+-..., 
(D)=i(d)-((3)(y)+..., 
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32.  Dans  les  orbites  non  troublées  la  quantité/?  est  proportionnelle  au 
temps  t,  parce  que  les  quantités  R,  Ff ,  a  y  sont  constantes,  en  sorte  que 

Ainsi/?  est  alors  la  valeur  moyenne  de  q;  et  puisque  q  est  la  longitude 
vraie  de  la  Planète,/?  en  sera  la  longitude  moyenne. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  orbites  troublées,  où  les  quantités  R, 
n,  a  sont  variables;  cependant  on  peut  toujours,  par  analogie,  y  regar- 
der la  quantité/?  comme  la  longitude  moyenne;  mais  alors  le  mouvement 
moyen  ne  sera  plus  uniforme,  et  la  vitesse  de  ce  mouvement  se  trouvera 

exprimée  par  la  quantité  variable  TTifr" 

Si  cette  quantité  ne  contenait  que  des  termes  proportionnels  aux  sinus 
ou  cosinus  de  /  et  de  ses  multiples,  il  est  clair  que  les  variations  de/?  qui 
en  proviendraient  ne  seraient  que  périodiques;  elles  rentreraient  par 
conséquent  dans  les  inégalités  périodiques  du  mouvement  des  Planètes, 
inégalités  dont  nous  faisons  abstraction  dans  ces  Recherches.  Mais  si  la 

quantité  ^jrr  itînferme  des  termes  qui  croissent  en  même  temps  que  /, 

ou  qui  aient  une  période  très-longue,  ces  termes  donneront  des  variations 
séculaires  dans  le  mouvement  moven,  et  la  détermination  de  ces  varia- 
lions  est  un  des  points  les  plus  importants  de  la  Théorie  que  nous  trai- 
tons. Il  est  donc  nécessaire  de  déterminer  rigoureusement  la  loi  de  la  va- 
riation de  la  quantité  dont  il  s'agit,  et  pour  cela  il  faut  connaître  la  valeur 
de  la  quantité  a  qui  représente  le  terme  tout  constant  de  la  fraction 


Î^^V  U^  4-  f  Qsin^  —  Pros^)^  -f-  Csin^  --  Bros7J' 

développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  ôe  y;  c'est  de  quoi 
nous  allons  nous  occuper. 

33.  Commençons  par  faire  disparaître  le  radical  du  dénominateur,  en 
multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  quantité 

I  g"v  K^-T-  (Qsin^  —  Pcos^)'—  Csin^  -h  B  cos^  I', 


160  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

on  aura  cette  transformée 


*     [gy/R^-f-  (Qsing  — Pcosg)'  — Csin^  -+■  Bcosgj' 
[gr^R^-+-g'{Qsin7  — P  cosqY  —  [Cs'mq  —  B  cosç)»^' 

laquelle  se  réduit  à  cette  forme 

a-f-  6  COS29  —  csïn^q  -h  ^giBcosq  —  Csin^)  V 
(h  -f-  mcosag  —  nsiniqy 

en  faisant,  pour  abréger, 

,/n,         Q'+P^\         0-4-B' 

.         ,P'-Q'       B'-O 

ft    —   nr2  2£_    H , 

'^  2  2 

c  =gr^PQ-^BC, 

P»  __  Q2       B»  —  C^ 


n  =gr'PQ~BC, 


V  =  y/RM-TOsin^  —  P  cos^  )\ 


A  considérer  cette  formule,  il  est  facile  de  voir  que  la  partie  qui  a  pour 
numérateur  a  H- 6  cos2y  —  csin2y  ne  donnera  par  le  développement  que 
des  termes  proportionnels  à  des  sinus  ou  cosinus  de  multiples  pairs  de  y, 
et  que  l'autre  partie  dont  le  numérateur  est  2g{B  cosq  —  Csiny)  V  don- 
nera seulement  des  termes  proportionnels  aux  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples impairs  de  q.  De  sorte  qu'on  aura  (30) 

a-h  6coS2<7  —  csin2<7  ,        *   . 

j-T ; — ^t;  =  «('  -^  osiniq  4-  €00827  -h. .  .)> 

(/i -h  mcos27  — /ism27)'         ^  ^  -#  /» 

2g^(Bcos7  — Csin7)V  /«    .        .  y  -    o  o  x 

rr^ ^"Ti  =  ixiasinq  -f-  y  coscf  -h  Çsm3</  -+-  ti  cos3q  -4-. . .  1. 

(A -*- mC0S27  — /ism27)»  \r        ^       r        ^       ^  ^  f 

Ainsi  la  question  se  réduit  à  trouver  le  terme  tout  constant  a  de  la 
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fraction  rationnelle 

a  -h  b  COS29  —  csm2^ 

(A  -*-  mcos29  —  /isin?.^)*' 

développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  2q. 
Or,  si  au  lieu  de  cette  fraction  on  considère  celle-ci  plus  simple 

a  -+-  bcos9.g  —  cs\n2q 
h  -h  mcos2q  —  nsïniiq 

et  qu'on  la  développe  en  une  série  de  la  forme 

A  -h  D  sin?.^  -i-  E  cos^q  4-  F  s'in^q  -h  G  cos4'/  -f- . . . , 

il  est  clair  qu'en  faisant  varier  de  part  et  d'autre  la  quantité  h,  et  divisant 
par  d/i,  on  aura 

a-hh  cos2q  —  cs\n2q         dk      dl^    ,  dE  d¥    .    , 

—      _T _    _f      —  -|_  sm^^-h  -rr  C0S2g  -I-  -jr  smiCf-H 

h-^niQ0^2q  —  ns\ïï2q\^      ah       ah  ^      ah  ^      ah        ^^ 

De  sorte  qu'on  aura  par  la  comparaison  des  termes 

dk         .  dD  rfE 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  la  dernière  fraction;  c'est  ce  (ju'on 
peut  faire  par  différentes  méthodes;  mais  aucune  ne  me  parait  plus  siui- 
ple  que  celle  que  je  vais  exposer,  et  qui  peut  d'ailleurs  être  utile  aussi 
dans  d'autres  occasions. 

34.  Je  fais  pour  plus  de  simplicité  2q  =  w,  et  substituant  dans  la  frac- 
tion proposée,  à  la  place  de  sinw  et  cosm,  leurs  valeurs  en  exponentielles 
imaginaires,  je  la  réduis  à  cette  forme 


2  a 


-h  ( A  -f-  c  /—  I  )  e«v/-'  -f.  ( 6  —  c  v' -- 1  )  e-^>l-' 


— «i/-^i 


Cette  fraction  peut  se  partager  en  ces  deux-ci 

V.  21 
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car  en  muitipliant  en  croix  et  comparant  les  termes,  on  aura  ces  six 
équations 

Xw-h  fXp  -h  VO-^r  a,      Xp -h  |ULGJ  ^^  6,      Xa-+-vc5— c, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  six  inconnues  X,  /x,  v,  ry,  o,  -y. 
En  effet  la  seconde  et  la  troisième  donnent  d'abord 

m  n 

valeurs  qui  étant  substituées  dans  la  première  donneront  cette  trans- 
formée 

m*  —  2  /*  w'  -h  m*  -h  n^  =  o, 
d'où  l'on  tire 


uj*  =  h  -{-  y/h'  —  m^  —  n^  ; 

ensuite  les  trois  autres  équations  deviendront  par  les  mêmes  substitutions 

"km^ -h  mu -h  nv  =  amf     "km -\-  fjim^  =^  bxss,     Xn-h  vro' =  ccj; 

ces  deux  dernières  donnent 

bm  —  mX  CT3  —  nX 

^  GJ*  GJ* 

et  l'on  aura  par  la  première,  en  y  substituant  ces  valeurs, 

.       [avs^  —  bm  —  cn)m 
xs*  —  ni^  —  n} 

où  il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  la  valeur  déjà  trouvée  de  iz. 
Maintenant  il  est  visible  que  la  fraction 

GJ-h  (p  -f- <J  v'— I  )  e"^^-' 

se  développe  naturellement  en  une  série  de  la  forme 

H  -h  (1  -f-  K/-^)e«^^  -4-  (L  -*-  M  v'-V j  e'^\f'-'  -+-..., 
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et  que  de  même  l'autre  fraction  se  développe  dans  la  série  correspon- 
dante 

H  -*-  (1  -  Kv— Tje-v^  -h  (L  -  Mv/'^Je-»-/^  -+-. .  .; 

donc,  ajoutant  ensemble  ces  deux  séries  et  remettant  les  sinus  et  cosinus 
à  la  place  des  exponentielles  imaginaires,  on  aura  la  série  toute  réelle 

2 H  -h  2 1  cosa  —  2 R  sin m  -h  ?. L  cos 2 a  —  2 M  sin 2 /i  h-  . . . 

pour  le  développement  de  la  fraction  proposée 

a  -f-  6  cos  M  —  csinM 
h -h  m  cos  u  —  n  sin  u 

Ainsi  l'on  aura  (numéro  précédent) 

A=2H,       D—  —  2K,       E=:2l,       F=  —  2M,       G=:2L,..., 


et  par  conséquent 


dll  .  e/K  r/J 


Xr:=  —  2  —.7-  9        a 0  =-  2  -j,-  »        aZ  =^  —  9.    -fr  ^  "  "» 

an  an  an 

et  il  ne  s'agira  plus  que  d'avoir  les  valeurs  de  H,  I,  K,...  en  fonction 
(le  A,  ce  qui  est  facile  d'après  les  formules  du  numéro  précédent. 

Nous  n'avons  besoin  pour  notre  objet  que  de  la  valeur  H;  or  il  est  vi- 
sible que  l'on  a 

--        /        acj'  —  hm  —  en 

H  —  -  — ; 

m  m^  —  m?  —  n^ 

et,  substituant  pour  rs^  et  tst'  leurs  valeurs. 


a( h  -\-  vÀ'  —  m'  -h  n'  i  —  hm  —  en 
i{  h^  —  m^  —  n^\  -\~  9J1  ^/i'  —  //?■  —  n- 

or  le  dénominateur  est  égal  à 

?.  '  A  -+-  y  A-  —  m?  —  îi'  )  \;ti-  —  nV  —  n-; 

donc,  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  h  —  \  //-  —  ///^  —  n- . 

21. 
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on  aura 

„       a(m^-f-  n')—  (6m  -^cn){h  —  sjli^  —  m}  —  n? j 

2 (m'-*-  n^)\/h^  —  m}  —  n' 

«(/n*-f-/i')  —  (6m-l-c?w)A         bm-^-cn 


Faisons  maintenant  varier  A;  il  viendra  en  différentiant 


dH  ah — bm  —  en 

—  I' 

donc  enfin 

ah  —  bm  —  en 

«= ^. 


(A*  — m»— n') 


2 


Si  l'on  substitue  maintenant  pour  a,  6,  c,  A,  m,  n  leurs  valeurs  (33), 
on  trouvera 

ah  —  bm^cn  =  g*  \  {^' -^  F-^Qy^  /lL±Q!yi  z=  g*H»(R» -v  F -h  QM, 
A'  —  m'  —  /i^  =  gr4  R2(H2  4.  pj  ^_  Q2)  _  g^»[R»(B^  -h  C)  -4-  (PC  —  QB)']  ; 

et,  mettant  pour  B  et  C  leurs  valeurs  RN  — PL,  —  RM  — QL  (29),  on  aura 

R'(B'  -h  C^)  -f-  (PC  -  QB)'  =  R*(M'  -h  N»)  -  2R»L(PN  -  MQ 

-f-  R'LMP^*  -^  Q')  -♦-  R'  PM  -h  QN)'; 

mais  on  a,  par  l'équation  de  condition  (G)  du  n*"  8, 

LR  =  MQ-NP; 

donc  le  terme  —  2R^L(PN  — MQ)  deviendra  R*L" -+-R^(PN  -  MQ)'^; 
faisant  cette  substitution  et  remarquant  que 

(PM  -+-  QN)^  -f-  (PN  -  MQ)'  =  (P'  -f-  Q')  (M'  -4-  N-^), 
on  aura 

R»(B^  -f-  C')  -+-  (PC  -  QB)'  =  R^  (L'  -f-  M'  H-  N')  -+-  R^P'  -+-  Q')  (  L^  -h  M'  ^  N^) 

=  R»(R^  -+-  P'  -4-  Q')  (L'  H-  M'  -+-  N^); 
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donc 

h'  —  m'—n'  =  g'K^g'  —  L^  ~  M'  —  N»)  (R^  -h  P'  -4-  Q^i. 

Ainsi,  en  mettant  n*  pour  R*-f-P^4-Q*  et).^  pour  L^-4-M^-hN^  (8j, 
on  aura 


_  g*R>m 


a— ^ , 


ou  bien,  en  mettant  encore  n*^ A  à  la  place  de  ^^  —  X*  (II). 

Il  s'ensuit  de  là  que  la  quantité  ^jû~~  deviendra  '—\  c'est  la  valeur 

de -^  (30),  c'est-à-dire  de  la  vitesse  du  mouvement  de  la  longitude 
moyenne.  Or,  puisque  ^  est  la  distance  moyenne  dans  l'ellipse  (13),  un 

voit  que  cette  vitesse  sera  proportionnelle  inversement  à  la  racine  carrée 
du  cube  de  la  distance  moyenne,  comme  on  sait  que  cela  a  lieu  dans  les 
ellipses  invariables.  On  aurait  pu  à  la  vérité  supposer  cette  proposition 
comme  une  suite  de  l'invariabilité  instantanée  des  éléments  de  l'orbite; 
mais  nous  avons  cru  que,  vu  sa  grande  importance,  il  valait  mieux  la 
démontrer  directement  et  rigoureusement,  pour  ne  laisser  aucun  scru- 
pule sur  les  conséquences  que  nous  allons  v.n  déduire,  relativement  à 
l'altération  du  mouvement  moven  des  Planètes. 

35.  Nous  avons  trouvé  f  22;,  pour  la  variation  de  la  quantité  A,  cette 
formule  très-simple 

dans  laquelle  idil)  représente  la  dilVérentielle  partielle  de  12,  en  y  faisant 
varier  seulement  les  variables  .r,  v,  r  relatives  à  la  Planète  troublée  T. 
Si  donc  on  substitue  dans  l'expression  de  il  (  16),  à  la  place  de  ces  va- 
riables, leurs  valeurs  en  fonction  de  sinq  et  cosy  (29),  et  qu'ensuite  on 
substitue  encore  à  la  place  de  q  sa  valeur  ewp  (31  j,  il  sulfira,  pour  avoir 
l'expression  de  (rfil),  de  prendre  la  différentielle  de  iî,  en  y  faisant  va- 
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rier  simplement  la  quantité/?.  Or,  si  Ton  fait  en  même  temps  des  substi- 
tutions analogues  pour  les  variables  a?',  j'',  z\  oc!\y'\  z'\...  relatives  aux 
Planètes  perturbatrices  T,  T",...,  on  changera  la  quantité  iî  en  une  fonc- 
tion (le  sinus  et  cosinus  des  angles/?,  p\  /?",...  et  de  leurs  multiples;  et 
cette  fonction  sera  réductible  à  une  série  de  termes  de  cette  forme 

A  étant  composée  uniquement  des  éléments  des  orbites  des  différentes 
Planètes,  et  X,  y.,  v,...  étant  des  nombres  entiers  positifs,  ou  négatifs, 
ou  zéro.  Donc  chacun  de  ces  termes  donnera  dans  la  valeur  de  dS  le 

terme 

cos 
±:2/Ax    .     i  Àp -+- ap' -f- vp" -h. . .;, 
sm      '^       *  ^         '^ 

en  sorte  qu'on  aura  facilement  de  cette  manière  l'expression  complète 
de  la  variation  de  la  quantité  A. 

On  voit  par  là  que  cette  expression  ne  saurait  contenir  aucun  ternie 
sans  sinus  ou  cosinus;  car  les  termes  de  cette  espèce,  qui  pourront  se 
trouver  dans  l'expression  de  f2,  s'en  iront  nécessairement  par  la  différen- 
tiation  relative  à  p;  et  il  ne  restera  dans  l'expression  de  2(dil)  ou  rfA 
que  des  termes  proportionnels  à  des  sinus  ou  cosinus  d'angles  qui  con- 
tiennent/?. 

36.  H  s'ensuit  de  cette  analyse  fort  simple  que  les  variations  de  la 
quantité  A  ne  peuvent  être  que  périodiques;  par  conséquent  ni  la  dis- 
tance moyenne,  qui  est  exprimée  par  ^»  ni  la  vitesse  du  moyen  mouve- 

A' 

ment,  laquelle  Test  par  —  (34j,  ne  seront  sujettes  à  aucune  espèce  de 

ë 

variation  séculaire.  Ainsi,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  ces  sortes  de  varia- 
tions, on  est  fondé  à  regarder  ces  éléments  comme  constants  et  inallé- 
rables  par  l'action  mutuelle  des  Planètes.  Si  donc  le  mouvement  de  Sa- 
turne se  ralentit  de  siècle  en  siècle,  et  celui  de  Jupiter  s'accélère,  comme 
les  observations  semblent  le  prouver,  il  faut  attribuer  ces  variations  à 
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d'autres  causes  qu'à  leur  action  mutuelle;  mais  par  là  mèuie  on  doit  re- 
garder ces  phénomènes  comme  fort  douteux,  et  ne  se  résoudre  à  les  ad- 
mettre que  lorsqu'ils  seront  suffisamment  constatés  par  une  longue  suite 
d'observations. 

37.  On  a  donc,  relativement  aux  variations  séculaires,  rfA  =-  o,  et  par 
conséquent  A  =  à  une  constante.  Cette  constante  est  différente  pour  les 
diverses  Planètes,  et  se  détermine  par  leurs  distances  moyennes  et  par 
les  moyens  mouvements.  Nous  prendrons  pour  plus  de  simplicité,  dans 
les  Recherches  suivantes,  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour 
l'unité  des  distances,  et  la  vitesse  du  mouvement  angulaire  moyen  de  hi 
Terre  autour  du  Soleil  pour  l'unité  des  vitesses;  en  sorte  que  nous  repré- 
senterons le  temps  t  par  l'angle/?  de  ce  mouvement  moyen.  On  aura  ainsi 
pour  la  Terre  (numéro  précédent) 

s--.     ^-. 

y    '  g    '' 

d'où  il  résulte 

Or  (15) 

et  comme  la  masse  de  la  plus  grosse  Planète,  c'est-à-dire  de  Jupiter,  esl 
moindre  qu'un  millième  de  celle  du  Soleil,  on  pourra  toujours  négliger  T 
vis-à-vis  de  S,  et  prendre  simplement  g  =  S;  ainsi  la  quantité  g^  sera  la 
même  à  l'égard  de  toutes  les  Planètes,  et  sera  par  conséquent  toujours 
égale  à  i;  de  sorte  que  la  masse  même  du  Soleil  deviendra  l'unité  des 
masses  de  toutes  les  Planètes. 
A  l'égard  de  la  valeur  de  A,  elle  sera  égale  à 

ou      (vitesse  moyonin»)'» 


(lisl.moy. 
et  sera  ainsi  connue  par  les  Tables  astronomiques. 

38.  Venons  maintenant  aux  variations  séculaires  des  autres  éléments, 
c'est-à-dire  des  inclinaisons,  des  nœuds,  des  excentricités  et  des  aphélies. 
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En  regardant  les  inclinaisons  et  les  excentricités  comme  des  quantités 
rrès-petites,  ainsi  qu'elles  le  sont  en  effet  pour  toutes  les  Planètes  de 
notre  système,  nous  n'aurons  égard,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
mation, qu'aux  premières  dimensions  de  ces  quantités;  mais  nos  for- 
mules primitivx^s  étant  rigoureuses  et  générales,  il  sera  facile  d'en  pous- 
ser le  développement  plus  loin,  si  on  le  juge  nécessaire. 
Or,  comme  on  a 

P  =  R  0  sin  w,     Q  —  R  e  cos  w, 

5  étant  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  w  la  longitude  du  nœud 
ascendant  f5),  et 

L  =  IsifiTt,     M  =r  >.  cosY}  sincp,     N  =  Xcos/j  C0S9, 

).  étant  l'excentricité  (à  cause  de  g-=i)j  ?  la  longitude  de  l'aphélie  et 
fi  la  latitude  de  cet  aphélie,  laquelle  est  déterminée  (9)  par  l'équation 

tangyj  =z  ôsin^Q  —  &)), 

il  est  évident  qu'en  supposant  0  et  )  très-petites  du  premier  ordre,  les 

PO 

quantités  ^j  ^9  M,  N  seront  aussi  très-petites  de  ce  même  ordre,  et  que 

la  quantité  L  sera  très-petite  du  second  ordre,  puisque  l'angle  ri  est  lui- 
même  très-petit  du  premier. 

Donc,  en  négligeant  les  quantités  très-petites  du  second  ordre,  on  aura 

R=:n=i  -=; 


car 


n.=  ^R^-+-P'^Q^=.Ry/,H-^^5: 


et 

A  =  ^ -  =  -- , 

à  cause  de  g  ---i .  Ainsi,  comme  A  est  toujours  un  nombre  fini,  puisque 
-r-  exprime  la  distance  moyenne  de  la  Planète  au  Soleil,  celle  de  la  Terre 
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étant  prise  pour  Tunité,  les  quantités  P  et  Q  seront  elles-mêmes  très- 
petites  du  premier  ordre. 

Ainsi»  puisque  nous  avons  déjà  trouvé,  relativement  aux  variations 
séculaires,  rfA~o,  on  aura  aussi  rfR  =  o;  et  il  ne  restera  qu'à  cher- 
cher les  valeurs  de  rfP,  rfQ,  rfM,  rfN,  d'après  les  formules  des  n^  17,  lî). 

Or,  en  négligeant  toujours  les  quantités  très-petites  des  ordres  supé- 
rieurs au  premier,  on  aura  (29) 

B  =  RN,     C  =  -RM; 
donc,  à  cause  de  ^  =  i , 

_  n*  __  I  -*-  M sin^  -+-  N  cosq 

~  I  —  Msinç  —  N  cosç  ""  A 

et 

,  __  Mcosg  —  Nsing   . 
—  ^  7- 

On  aura  ensuite  (30)  cette  fraction 


R* (  I  —  M  sin 7  —  N  cosy  )' 
à  réduire  en  une  série  de  la  forme 

afi  -h  (3sin^  -h  y  cosq  -h  dsinzq  -h . . .); 

de  sorte  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  premières  dimensions  de  M  et  N,  on 
aura  sur-le-champ 

(3r=:2M,       y=r9.N,       ^  =r  O,  .  .  .  . 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  (/5)  et  (y);  el 
comme  la  valeur  de  q  est,  aux  quantités  très-petites  près,  égale  à/;,  on 
y  changera  simplement  y  en/?. 
De  cette  manière,  si  l'on  fait 

^,      rfN        </'M       rf»N 

;i   -  N  -4-    —   -    —  -   —^ 

~~  dp         dp'         dp^         '   * 

V.  22 
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on  aura 


donc (31) 


par  conséquent 


t,  (lifférentiant, 


(^)  =  im,     (y)  =  2n,     (d)  =  o,...; 
(B)  =  2m,     (C)  =  2/i,     (D)  =  o,...; 


q  =zp  -h  2mcosp  —  2ns\np, 


i\  cause  de 


dq  =  dp  —  2M  sinp dp  —  2N  cosp dp, 
dn  =  {M  —  m)dpf     dni  =  in  —  ^)dp. 


A  l'égard  de  la  valeur  dep,  elle  dépendra  (34)  de  l'équation 

dp=:A^dl; 
de  sorte  que,  comme  rfA  =  o,  on  aura,  en  intégrant, 

P  =  ^'t, 

comme  dans  les  orbites  invariables. 

On  fera  donc  ces  différentes  substitutions  dans  les  formules  dont 
il  s'agit,  après  y  avoir  mis  pour  a?,  y,  z  les  valeurs  rcosy,  rsiny, 

—  (Qsiny  —  Pcosy),  et  pour  a?',  j',  z\  a/',...  des  valeurs  semblables,  où 

toutes  les  lettres  soient  marquées  par  un  ou  plusieurs  traits.  On  déve- 
loppera ensuite  les  différents  termes,  et  l'on  ne  retiendra  que  ceux  où 
les  quantités  P,  Q,  M,  N  ne  passeront  pas  la  première  dimension  et  qui 
en  même  temps  ne  contiendront  aucun  sinus  ou  cosinus  d'angles  propor- 
tionnels à  t. 

39.  Commençons  par  les  formules 


,-.      (diï         du    \   . 
,^      (dQ  dQ     \    , 
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En  substituant  pour  t— >  ^— >  -t—  leurs  valeurs  (16),  on  aura 


dx 


et  l'on  trouvera  d'abord  ces  transformations 


/Qsino— Pcosfl    .     ,      Q'sing'— P'cosa'    .      \ 


,  ,         ,  /Qsino  —  Pcosfl    .     ,      Q'sina'— P'coso'    . 

y' 2   yZ^=  rr       '    -^  Joinyï'  '^  7 1       cil 


ir'  /Q        0'\  T 


/P       P'\  rr'  IV       P'\ 


,         , /Qsinfl  — Pcosa          ,      Q'sino'  — P'cosg'  \ 

X  z  —  xz  =  rr   I  -= 2-jr ■  rosq  —  -= û' "    cos^  j 

rr'  /  P        P'  \ 
=  -  —  U-  -  j^j  [cos(ç  -q'-^  cosiq  -  g' .] 

'•'•'  /Q       Q'\    .    ,  ,         '•'•'  /Q       0'\    . 

et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

Or,  puisque  les  quantités  P,  Q,  P',  Q',...  qui  multiplient  tous  les 
termes  de  ces  expressions  sont  très-petites  du  premier  ordre,  il  faudra 
rejeter  toutes  les  quantités  de  cet  ordre  et  des  suivants  dans  les  valeurs 
de  r,  r', . . .  et  de  q,  q\ 

Ainsi  Ton  fera  simplement  (numéro  précédent; 


mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  retiendrons  les  quantités  r,  r\...  en 
les  regardant  comme  constantes  et  égales  aux  distances  moyennes  des 
Planètes  T,T',.... 

22. 
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Il  faudra  ensuite  faire  les  mêmes  substitutions  dans  les  quantités 


et  y  négliger  aussi  par  la  même  raison  toutes  les  quantités  très-petites. 
On  aura  donc (16) 

p  =  r,     p'=i:r',.... 


Or  la  quantité  irrationnelle 

[r'— 2rr' cos(g  — 7') -f- r'^]   * 

peut  se  développer,  comme  on  sait,  dans  une  série  de  la  forme 

(r,  r')-h(r,  r'),QOS{q  —  q' ) -\-  [r,  r'),  0052(5  —  ^' )-*-.. ., 

dans  laquelle 

sont  des  fonctions  de  r,  r'  sans  y,  y'  (voyez  plus  bas  le  n®  46);  de  même 
la  quantité 

[r'—  2rr"cos(9  —  ?")  -^  /•'''] 


1  ^^ 

2 


se  développera  dans  la  série 

(r,  r")'^'{ry  r''),cos{q  —  q") -h  {r,  r''),cos9.(q  —  q'') -h . , ., 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables. 
Donc  on  aura  par  ces  substitutions 

777  —  ^  =  75-  —  (^  ''')  ""(''»  ''')'  (^Os{q  —  q')  —  (r,  r'),  0082(7  —  ^')  — ...  , 

r 

4r  —  4r  =  ;:^-(''»  ''")  — IT,  r").cos(^-7'M-(r,  r"),  C0S2(^  —  9^)  -  . .  .  , 
par 

et  ainsi  des  autres. 

On  multipliera  maintenant  ces  quantités  par  celles  que  nous  avons 
trouvées  ci-dessus,  en  changeant  dans  les  unes  et  les  autres  les  lettres  q. 
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y',...  en  p,p\...;  et  Ton  ne  retiendra,  après  la  multiplication  et  le  déve- 
loppement des  sinus  et  cosinus,  que  les  termes  qui  ne  contiendront  ni 
sinus  ni  cosinus. 
De  cette  manière  on  aura  simplement 

(^-^)(.'.— ■.=-f(M;)<no„ 

/  I  1  \  rr'  /P       P'\ 

et  pareillement 

el  ainsi  de  suite. 

Donc  entin  on  aura  pour  les  variations  séculaires  de  P  el  Q  c«>s  Ibr- 
inules  diflerenticlles 

_  Trr'(r,r'},  (  Q  _  (ÏX    .,  _  T"rr"{r,  r"),  (Q        Q"\ 

4        \it      "K'j  4         \R      R"r      ■■■' 

,,,       T'/r';>,  r'), /P        P' \   ,.       T"rr"(r,  r"), /P       P"\    . 

On  aura  des  Ibrinules  semblables  pour  les  variations  séculaires  de  P',  Q', 
F,  Q",...,  en  changeant  seulement  dans  celles-ci  les  quantités  P,  Q,  R, 
r,  Ten  P',  Q',  R',  r,  T,  ou  en  P",  Q".  R",  r",  T",...,  et  vice  venâ. 

40.  On  peut  simplifier  ces  formules  en  faisant 


et  de  même 


P  _        Q_ 

--S,        ^-U, 


PI  _  .     0^  _   , 
R'  -    '     K'    ~"' 
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car,  comme  dR  =  o  (38),  on  aura  simplement 

dP  =  Rdi,     dQ  =  Kdu; 
d'ailleurs  (39) 

Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(0>    0=  7-7= '        (0,2)=  — =: ^•••» 

4v'r  4v/r 


on  aura  ces  équations  linéaires 


-^  -h  (O,  l)  (m—  W')  -h  (O,  2)(m—  m")  -I-.  .  .=  O, 
^  — (0,I)(5   —*')    -4-(0,2)(5   — *")    — ...=:ro; 


en  faisant  de  même 


^        .       TrMr%r).       ^        ^       TW(r",  r'). 

(2,0)=  ;=:; t         (2,1)  =  == 5"-> 

4v/r"  ^  4v^' 


on  aura  aussi 


dt 
du' 


-*-  (i,o)(m'—  m)  -|-(i,  2)  («'—  a")  -+-. .  .  =  0, 


^^     —  (l,0)(5'    —5)    —(1,2)  (5'   —  5'0  —  ...=  0, 

-gr-  -h  (2,0)  (m"—  a)  H- (2,  i)(m"— a')  -4-...  =  o, 

^-(2,  G)  (5"  -5)    -(2,  l)(5''-5')    -...=  0, 
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et  les  variables  s,  s\  y,...,  a,  u\  a",...  de  ces  équations  exprimeront  les 

quantités 

dsinoj,     0'sinw',     0"  sinw",. . ., 

dCOSCi),     0' COS(ù\     0^' cosw", . . . , 

dans  lesquelles  0,  6\  0'\.,.  sont  les  tangentes  des  inclinaisons  des  orbites 
(les  Planètes  T,  T',  T",...,  et  w,  w',  w",...  les  longitudes  des  nœuds  ascen- 
dants de  ces  orbites. 

Telles  sont  les  formules  les  plus  simples  pour  déterminer  les  varia- 
lions  séculaires  de  la  position  des  orbites  planétaires;  nous  les  avions 
déjà  données  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris, 
page  109,  année  1774  (*);  mais  nous  avons  cru  devoir  les  redonner  ici 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  Théorie  des  variations  séculaires. 

41.  Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  et  à  réduire  d'une  manière  sem- 
blable les  formules 

JN  ==2x(c/i2)  — OJx — 7— prfp» 

(IM  —  2r{  diî)  ^  <Pdy—  -j-pdp. 

Pour  cela  nous  ferons  d'abord  dans  la  fonction  12  (  16)  les  substitutions 
de  rcosy,  rsiny,  r'cosy',  r's\nq\ . . .  pour  a;,  y,  x',  y\ ...  ;  ce  qui  don- 
nera une  fonction  de  r,  y,  s,  r\  q\  z\ Or,  en  ne  considérant  que  la 

variabilité  de  x^y  et  de  r,  y,  il  est  visible  qu'on  a  cette  équation  iden- 
tique 

laquelle,  en  substituant  pour  dx,  dy  leurs  valeurs 

cos^  c/r—  rsing  dq,     sing<//-4-  rcosq  dq. 


(*)  Le  Mémoire  auquel  il  est  fait  ici  allusion  appartient,  comme  nous  avons  déjà  eu  occasion 
^  le  mentionner,  à  la  troisième  Section  des  Œuvres  de  Lagrange. 

[Note  de  rÉditeiw.) 


■  .- 


vv^ 
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ot  comparant  les  termes  affectés  de  dr  et  dq,  donnera  ces  deux-ci 

dQ  diî    .  diî 

-7— coscf-{-  -j—  sinflf  =  -7— » 
ax        ^        dr  dr 

dQ  dQ    .  dQ 

r-7—  cosq  —  r-j—sinq  =  -7—5 

dy*  dx        ^        dq 

d'où  Ton  tire 

dQ dQ  dQ  sing 

_  dx        dr         ^       dq      r    ' 

dQ  _  dQ    .  dQ  cosq 

dy         dr        ^        dq      r 

De  sorte  que  les  fonctions  0  et  {dû)  deviendront  f  18  j 

dQ         dQ 
dr  dz 

/  ir>         dQ  J        dQ  J         dQ  J 

(dQ  ■—  -i—  dr  H — y—  dq  -f-  -j—  dz. 
dr  dq     ^        dz 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  ci-dessus,  et  mettant  aussi 
pour  pdp  =xdx -hydy  -h  zdz  sa  transformée  rdr-hzdz,  on  aura, 
après  avoir  ordonné  les  termes. 


^      (dQ    .  rfû         \    . 

oN  =  I -T—  sinq  —  z -7—  cosg  j  dr 


-4-    2r 


\^:,.r-^  cosq  -^r^^sinq  -  rz^  sinq^q 
f      dQ  dQ  z  dQ     .     \    , 

aM  =  —  ( -T—  cosç  -4-  z  -^  smg  I  dr 

/      dQ    ,  dQ  dQ  \  ^ 

■+■  \2r--r--  sinq  —  r^-7—  cosq  —  f^-i—  cosq]  dq 

i      dQ    .               dQ     .            z  dQ  \   , 

-h  [ir-jr-  s\nq—  ^^jT  ^"^? ~T~  ^^sg]  dz, 

42.   Comme  nous  ne  voulons  pas  pousser  la  précision  au  delà  des 
quantités  très-petites  du  premier  ordre,  et  que  les  variables  x,  y,  :?,... 
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sont  déjà  elles-mêmes  très-petites  de  cet  ordre,  puisque 


2  —  -jT  (Qsing    -  Pcos<y^, . . .; 


il  est  clair  qu'on  pourra  d'abord  simplifier  les  formules  précédentes,  en 
y  négligeant  tous  les  termes  où  z,  z\,..  formeront  des  produits  de  deux 
ou  de  plus  de  deux  dimensions. 

Donc,  puisque  tous  les  termes  de  la  valeur  de  -r-  sont  eux-ménies 

déjà  multipliés  par  :;,  ou  z\  ou  s",...  (15  et  16),  il  s'ensuit  que  les  for- 
mules dont  il  s'agit  se  réduiront  à  celles-ci 

fi?s  —  -—sinqdr  -^  {2r-j—  cosq  -:-  '   -77  sm^j  ag, 

r/iMr- —  Qosqar-\-  (  2r-w—  sm</  —  '  -7-7  cosq\  aq; 

et  que  la  fonction  il  deviendra  de  cette  forme 

12  ^  T' r  rcosq-j;_  _ ^  _  ____] 

L  '' *  ^-r^  —  2r'rcos  q  ^  q'  )  -i-  r'^] 

,  jJrcos{q-q". i  1 

L  '  '  '  v//'  —  9. r^r cosiq  —  q" )^~r"'  ] 


On  fera,  dans  ces  formules,  les  substitutions  indiquées  plus  haut  (38), 
en  ayant  soin  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  produits 
ou  des  puissances  de  /w,  n.  M,  N,  m\  n\  M', . . . ,  ainsi  que  ceux  qui  se 
trouveraient  multipliés  par  des  sinus  ou  cosinus  des  angles  p,  />',...  ou 
des  combinaisons  quelconques  de  ces  angles. 

Donc,  puisque 

q  --=/>  -f-  im  cosp  —  7ns\np,     dq  —-  dpw  —  ^tM  s'xnp  —  2N  cosp), 
V.  93 


cos 
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on  aura 

sin^  =:siup  -4-  m(i  -h  cosip)  —  nsin^p, 
nos^::^  cos/?—  m  sïn7.p  H-  n(i  —  cos9.p), 

s'in qciq  —  [sïnp  -\  m—  M-f-(/n-hM)cos2/?—  (/i-f-  N)  siii2y?]  ^/;, 
cosqdq=  [cos/?—  (m  -i-  M)  sina/i  -4-  n  —  N  —  (/i-h  N)C0S2/?]  r/p. 

lîlnsuite,  en  conservant  la  lettre  r  pour  représenter  la  distance  moyenne 

-ri  comme  on  en  a  usé  ci-dessus,  on  mettra  r(i  4-  M  sinp  -h  N  cos/?)  au 

lieu  de  r,  et  r(M  cosp—  Nsin/?)  rf/?  au  lieu  de  dr. 
De  sorte  qu'on  aura 

/           /   r          N       /M         \    .             /'          N\  1 

sin//ar  =  ''«/^    '^ï H  I n\  smip  -f-  (m  -: j  cos2/>  h 

qdr=-.  rap  \n  -{ h  ( ni  cosa/?  ^[m  A |  sin*?./?  h 

.'  .  r  .  M       /         M\  /        N\    .        1 

inqciq—  rap    sinp  -hm h  Imn j  cos  2/?—  In  -h  —  j  sm?./?  h 

rro^qdq=i  rap    cos/? -4-  n I  m  H j  sma/?  —  (  n  h j  cos 2/?  h 

r'  sïnq  dq  =  r'c?/?[sin/?  -r  m  -h  m  cos 2/?  —  n  sin  2/?], 
r-  cos qdq  =  r*dp[çosp-\-  n  —  m  sin 2/?  —  /icos2/?]. 

Enfin,  comme  iî  est  fonction  de  r,  r',  r'\...,  q,  q\  </,...,  il  y  faudra 
aussi  substituer  r(n-Msin/?-{-Ncos/?)  et  /? -h 2m cos/?— 2 w sin/?  à  la 
place  de  r  et  y,  et  ainsi  des  autres  quantités  analogues  r\  q\  r'\  q'\...  en 
marquant  simplement  toutes  les  lettres  d'un,  de  deux,...  traits. 

On  changera  donc,  dans  la  fonction  iî,  les  quantités  q,  y,...  en  /?, 

/?',...,  et  l'on  substituera,  au  lieu  de  y-? 

fpil  fpii  (Pu 


rsin 
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et,  à  h)  place  de  t-5 

fia         d^il  ,  dHl     ..,  .      ,     ..,  ,,        ,  liHl     ..„  .      „     -,,         ,,. 

di>  ^  ''lïFd^  '^  ^'"^  "^  ^  *^^*^''  "^     S;v^  ^^'  siny/-HN'co9y/)  H-r"  .pj^(M''sm/>''-hN''cos/y')  -h 

-^-  a  -7-5-  (///  cosyy  -  //  sin/>)  -f-  2  7—;-  (///  cos/>  —  n  sxnp  )  -t-  1  -r—r-a  (w  cosy>  —  /i  sin//)  -t- 

Os  substitutions  faites,  il  n'y  aura  plus  qu'à  changer  la  fonction  il  en 
une  série  de  cosinus  d'angles  multiples  de  p  —p\  p  —//',...;  et  comme 
des  termes  résultants  on  ne  veut  conserver  que  ceux  qui  se  trouveront 

sans  sinus  et  cosinus,  on  remarquera  d'abord  que  les  fonctions    ,-5  -j-j> 

d^Q.       rf'il  ,  ,  ,  , 

j-jT'    ,   i  "'''"  "^  pourront  donner  de  ces  sortes  de  termes  qu  autant 

qu'elles  ne  seront  multipliées  par  aucun  sinus  ni  cosinus,  ou  qu'elles  le 
seront  par  des  cosinus  de  p  —  p\  p  —  p"y. ..  ou  de  leurs  multiples  quel- 

f/Û       r/'il        r/'i2  d'H  '       ,  .    ,  ., 

conques;  que  -y— >  -rrr^  -j-rj-'*"">   1   1  >'*'"  "^  donneront  de  pareils 

termes  qu'autant  qu'elles  seront  multipliées  par  des  sinus  de  p.—  p\ 
p  —  p'\...  ou  de  leurs  nmltiplcs;  qu'enfin  -y-^>  ,  i  '^'"  "'^*"  donne- 
ront qu'autant  qu'elles  se  trouveront  multipliées  par  des  cosinus  de 
p  —  p\p  —  p'\...  ou  de  leurs  multiples.  D'où  il  suit  que  ces  quantités 
seront  les  seules  auxquelles  il  sera  nécessaire  d'avoir  égard  dans  les  sub- 
stitutions dont  il  s'agit,  et  qu'ainsi  l'on  pourra  d'abord  réduire  les  équa- 
tions en  question  à  celles-ci 


Milp 


m'dp 


L"  '•'    <l?'Tp  '""'P  -  p     ^  -r  JrTr-^  ''^'^P  -  P  >]  ^''P 

r     '/'ii      ,      //      ,  d'il   .  .      ,.:\  „, 
[^'7fdy'''"p-p^    ''d?dp''''''P-p'r''p 
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ir^  d'il 


dQ    \ 


^,  I  r^  d'il  ..         ^au.     \    , 


N'<//> 


-[ 


„   d'il      ,    ,  „,       r'r''    d'Q  .  „   \^,,. 

d'H  ,  „,         . 

sr-i — j-j,  cos(/i  —  p  )-^  r 


2     rfrJr' 


dp  dp 


drdp 


lî  sin(p 


— /?")U"^/> 


43.  Développons  maintenant  par  les  niélliodes  connues  les  fractions 
irrationnelles 

[,.»  _  o.rr'  cos(p  -p')'+-  r"]""^,     [r'^'^rr"  cos{p—p")  ■+-  r"']"',.. . 

en  séries  rationnelles  de  la  forme 


A' H-  B'C0S(/?  —p')  -hC  C0S2{p  — /?')  H-.  . ., 

A"  -h  B"  cos  (;?  -  />"  )  -h  C"  cos 2  (p  -  />"  )  H- . . . , 

el  ainsi  de  suite. 

On  aura  alors,  en  changeant  dans  iî  la  lettre  q  en/?, 


12 


—  tTa'h-  (b'—  '^\  cos(/?  — /?')  -f-Ccos2(;?-/?')-4-...l 
-tTa^h-  (b"-  -^\  cos(p  -  p")  -+-  C" cos2(>  -/' )  -h  ...  1 


On  substituera  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes,  el  Ton 
fera  attention  que  A',  B',...  sont  fonctions  de  r  et  r'  seulement,  que  A", 

B",...  sont  fonctions  de  ret  r",  et  ainsi  de  suite.  En  ne  retenant  que  les 
termes  sans  sinus  ni  cosinus,  on  aura  enfin  ces  équations,  dans  lesquelles 
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-7  est  mis  à  la  place  (Je  dp, 


3rn  M'dt 


\  2     dr"  "*"  '  4      drdr''  "^  /-^  j  "    f  " 
\  1     dr 


3r»\  niUlt 


2    f/r         2r"-'  /       4 


\      2    c/r=  2     c//-  /      I 


r" 


/•'  ^/B'         3r= \  w'rf/ 


//T^  ^B"        i^'r"    d'W         3/'\  N'V- 
\T  dr  "^      î      f/r^//"'  "^  r"^"  )       ^ 


r»  dB"        3r-\  n"dl 


Ce  sont  les  équations  (jui  servent  à  déterminer  les  variations  séculaires 
des  éléments  M  et  N;  et  l'on  aura  des  équations  semblables  pour  les  va- 
riations séculaires  de  M'  et  N',  de  M"  et  N", . . . ,  en  marquant  simplement 


( 
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d'un,  (le  deux,...  (rails  les  lettres  qui  n*cn  ont  aucun,  à  l'exception  de  /, 
el  réciproquement  effaçant  les  traits  de  celles  qui  en  ont  un,  deux, — 
A  l'égard  des  quantités  m,  n,  on  aura,  pour  leur  détermination,  les 
équations 

dn=^   M  —  m  ;-^f     dm  =  (  «  —  N  j  — -  ? 

/i  3  ^ 

•» 

/" 

comme  il  résulte  des  expressions  de  ces  quantités  (38);  et,  marquant  les 
lettres  m,  n,  M,  N,  et  r  d'un,  deux,. . .  Iraits,  on  aura  les  équations  de 
m\  n\  de  m",  n", 

i4.  Comme  dans  les  formules  précédentes  il  entre  non-seulement  les 
quantités  A',  B\  A'\  B",...,  mais  encore  leurs  différences  premières  et  se- 
condes, nous  allons  donner  la  manière  de  faire  disparaître  ces  différences. 

Kt  d'abord,  puisque  les  coefficients  A',  B, . . .  résultent  du  développe- 
ment d'une  fonction  homogène  de  r  et  r'  de  la  dimension  —  i,  ils  sont 
aussi  nécessairement  de  pareilles  fonctions  de  r  et  r'  de  la  dimension 
—  I ,  de  sorte  que,  par  la  propriété  connue  de  ces  sortes  de  fonctions, 
on  aura 


dB'        ,  dB'  „, 

'dV^'dr-^^-^'^ 


par  conséquent 


r' 


/•' 


Ainsi  la  quantité 


deviendra 


dB' 

dr'   '' 

—  „.,  , 

B'      ;• 

dB' 
dr' 

d'B' 

dr'' 

"".    — 

dR' 
■^dr 

r' 

d'B 

dr' 

rr' 

2 

dW 

dr' 

r'r 

"   4 

'    d'B' 
drdr' 

'-h 

9. 

1/ 

'    dr 

r' 
4 

d'B 
dr' 

De  même,  et  par  la  même  raison,  la  quantité 

rr^  (JB^  ^  r^r"  jI^B^ 
~^    dr"  "^  ""4"    TfrdT' 
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deviendra 

1  dr  ^     dr^ 

et  ainsi  des  autres;  moyennant  quoi  il  n'y  aura  plus  (|U(»  des  dill'éren- 
tielles  relatives  a  r. 

Au  reste,  quoique  la  propriété  des  fonctions  homogènes  dont  nous 
venons  de  (aire  usage  soit  assez  connue,  en  voici  une  démonstration  bien 
simple.  Si  9  est  une  fonction  homogène  de  plusieurs  variables  .r,j,  z,..., 
qui  forment  partout  la  même  dimension  du  degré  m,  il  est  clair  qu'en 
substituant  ax,  ay^  az,...  au  lieu  de  a-,  v,  c,...,  la  fonction  9  deviendra 
«'"ip,  a  étant  une  quantité  quelconque;  si  donc  on  fait  ^  -n-  a,  a  étant 
une  quantité  intiniment  petite,  il  fiiudra  qu'en  faisant  croilre  les  varia- 
bles icj',  5,...  de  «07,  ar,  «5,...,  la  fonction  5  croisse  en  même  temps 
de  moirfx  ce  qui  donne  évidemment  l'équation 

d(û  do  do 

-r-  X  -¥■  -,-'"  y  -f-  -T--  ^  -*-•••  =  f^^' 

dx  dy^  *         dz  ^ 

45.  Voyons  ensuite  comment  on  peut  déterminer  les  valeurs  de  A',  B', 

A",  B", ...  et  de  leurs  différentielles  relatives  à  r.  Pour  cela  je  fais,  eu 

général, 

V  =  /-'  —  o.n'  co^u  -h  r'', . . . , 

~  -  =  A  -h  B  cos  w  -f-  C  cos  ?  M  -4- ...  ; 
en  différentiant  relativement  à  w,  on  aura 

o.srr'sxviu       „    .  ^,    . 

— iT— : —  ^^  Bsmw  -h  ?,(,sm?.M  -h. . .  : 

donc,  multipliant  par  V  et  substituant  la  valeur  de  V  ainsi  (|ue  celle  de 
V""',  il  viendra  cette  équation  identique 

s^rr' sin//(A  -h  Bcosii  H-  C  cos?.^/  -h. . .  i 

=  (r»  —  ?.rr' cos w  -h  r'^)!  BsinM  -h  2Csin?//  -h. . .  , 

laquelle,  en  développant  les  termes  et  comparant,  donnera  d'abord 

sn\7.K  —  C)  =  (r'  -h  r")B  —  2rr'(:, 
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d'où  Ton  lire 

(2  — 5)rr 

et  Ton  trouvera  de  même,  par  la  comparaison  des  autres  termes,  les  va- 
leurs de  D,  E, . . . ,  en  A  et  B. 
Supposons  à  présent 

—   -  :=a-h  b  cos  a  -\-  c  cos  a  ii  -f- . . .  ; 

donc  :  i"  multipliant  par  /-^  —  2/t'cosw -ht'*,  et  comparant  avec  l'ex- 
pression ci-dessus  de  ^^5  on  aura 

(  r'  -h  r'^  )a  —  rr'  6  =  A  ; 

2*'  multipliant  par  a^rr'sinw  et  comparant  avec  l'expression  ci-dessus 


,    25 /T  smw 
de  — ^;— — 1  on  aura 


7.5 /t'  la j  rr-  B; 


mais  il  doit  y  avoir  entre  a,  6,  c  la  même  relation  qu'entre  A,  B,  C,  en 
changeant  seulement  s  eu  s -h  i,  en  sorte  que 


ir^  H-  r'^)b  —  2(5 -f-  l'rr'a 

c  ^=^ 


(I  —  5  )  rr' 

donc,  substituant  cette  valeur  de  c,  on  aura 

-  -  [Arr'a  -  (  r=  -.-  r'^-b]  =  B. 
I  —  5  •■  ^ 

De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  a  et  de  b,  et  l'on  aura 


a  = 


(r'-f-r'»jA— rr'h' 

5 


4rr'A~-  - — -  in-h  r")B 
6:^ ^ 


(r»  —  r' 


j  .2 
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Cela  posé,  différentions  Fcquation 


vt;  =  A  -h  B  COSM  -4-  . . . , 


en  V  faisant  varier  r  seul  ;  il  viendra 


—  25(r— r'cosw)       rfA        dB*  rfC 


donc 


2  r*  —  2  rr'  cos  a  r  dk        r  dB  r  rfC 

= ^ r-  COSU j-  C0S2£^  —  . . .  ; 


or 

2/-»  —  2 rr' cos w  =  V  -h  r'  —  r'*; 

donc 

I       r'  —  r'»  r  dA        r  rfB  r  dC 

V         V*^*  s    ar        s    dr  s   dr 

=  A-î-B  cos  M -h  C  cos  2  a -h.. . -h  (r*— r'*)  (a -h  6  cos  M -4- c  cos  2  «-+-...), 

équation  qui  devant  être  identique  donnera  par  la  comparaison  des 
termes  semblables 

f"  d\       4         ,       „x  r  rfB      _         ,       ,,  . 

s    dr  s    dr 

savoir,  en  mettant  pour  a  et  6  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus,  et  ré- 
duisant, 

rfA  _  (^1  — j)r'B  — 25rA 

dr  '"  r^  —  r'^  '  N 


;i  —  25)rH B  — 4*^*'^ 


dh 

dr  ~  r»  —  r" 

On  trouvera  de  là,  par  la  simple  différentiation  et  substitution,  les  va- 
,        j    rf'A    rf^B    rf'A 

Les  formules  précédentes  étant  générales  pour  quelque  exposant  s  que 
ce  soit,  nous  ferons  s  =  -  pour  les  appliquer  à  notre  objet;  et  il  est  vi- 
V.  M 
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sible  qu'alors  les  quantités  A,  B,  C,...  détiendront  celles  que  nous  avons 
désignées  par  A',  B',  C, . . .  (43). 
Nous  aurons  donc  ainsi 

d\^  _  r;B'-2rA' 

dr    "     2  (r»  —  r"j  ' 

-B'-2r'A'  ,    ,., 

oB  _    r  _  2^*   «  A  . 

dr   ~~        r*  —  r'*  r     rfr  ' 

el  de  là,  (Ml  diflerentiant  et  substituant, 

thk'  _  __  rr'B' -(r^H-  r'»^)  A'        i  ^A^ 
^r»    ~  "(r*— r'*)-  r    dr 

_      2r'A^ (3r=--r'V)r'B' 

^'B'  2r'  rfA'        2r'  rf^A' 


flf.2      '         r^     dr  r     dr^ 


_  2r'(3r»— r'MA'  _  2_r^^2r^_--_r'»)B' 

Mais  on  aura  des  formules  plus  simples  en  introduisant  à  la  place  des 
quantités  A,  B  les  quantités  a,  b  qui  résultent  du  développement  de  la 

(onction  v-^,  •  Car,  en  faisant  5  m  -  et  dénotant  par  a\  b'  les  valeuis  de  a, 

h,  dans  ce  cas  on  aura  d'abord  (numéro  précédent) 

A'=z    r=-f- /'•)«'— r/' 6',     W .^  ^rr'a' —    r'-hr'')b', 

et,  substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

dy  _  r'h'  —^ra'        dW  _  r"b'^2rr'a' 
dr  2  dr  r  ^ 

di'^    ~  r    dr  2  r  dr^  r^ 

Or  il  est  visible  que  les  quantités  a\  b'  ne  sont  autre  chose  que  celles 
que  nous  avons  représentées  par  (r,  r'),  (r,  r')^  dans  le  n"*  39;  ainsi,  en 
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conservam  ces  dernières  expressions,  on  aura 

A'  =\r^-h  r'^]  (  r,  i'  )  —  /t'(  r,  r'  )„ 
B'  .-rr  4rr'(r,  r'  )  -  (r»  -h  r")  (r,  r' )„ 

r/B'  ,         ,         r'» 

ar  r 

-T—  — :  2 1  r,  /•'  ) (  r,  r'  ,, 

^/r'  2  r 

iU  |)our  avoir  les  valeurs  (le  A",  B",  -y—»  ~t-^'"*  il  n'\  aura  qu'a  chan- 
ger r'  en  r' ,  et  ainsi  de  suite. 

En  substituant  donc  ces  valeurs  dans  les  coelBcients  des  équations  de 
M  et  N  (43j,  ces  coelficients  deviendront  des  fonctions  finies  des  quan- 
tités r,  r\  r'\...  qui  représentent  les  distances  moyennes  des  Planètes, 
et  qui  doivent  être  regardées  comme  constantes  et  données  par  les  ob- 
servations. 

46.  Mais  il  reste  encore  à  trouver  les  valeurs  mêmes  des  fonctions 
fr,  r' ^  et  (r,  r')^  ;  or  c'est  à  quoi  l'on  ne  saurait  parvenir  que  par  les  séries 
ou  les  quadratures.  L'un  et  l'autre  de  ces  moyens  a  déjà  été  employé  par 
les  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  Théorie  des  inégalités  périodi- 
ques des  Planètes,  et  l'on  trouve  dans  leurs  recherches  les  valeurs  des 
fonctions  dont  il  s'agit  pour  la  plupart  des  cas  que  nous  aurons  à  discu- 
ter; de  sorte  (jue  nous  pourrions  faire  usage  de  ces  valeurs,  sans  prendn» 
la  peine  de  les  calculer  de  nouveau.  Cependant,  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  dans  la  Théorie  que  nous  avons  entrepris  de  donner,  voici  une 
méthode  fort  simple  et  très-sûre  pour  déterminer  les  valeurs  dont  il  s'agit 
avec  tel  degré  d'exactitude  qu'(m  voudra. 

24. 


188  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

Cette  méthode  consiste  à  regarder  la  quantité 

V  =  r'  —  2rr'cosu  -+-  r'* 

comme  le  produit  de  ces  deux-ci 

à  élever  ensuite  chacun  de  ces  binômes  à  la  puissance  —  5,  ce  qui  four- 
nira ces  deux  séries 

I         sr'e''^'        *(*-+- i)r''e^v/^       s{s -^  i){s -h  2)r'*e^^^-'' 


•    •    •    » 


enfin  à  multiplier  ensemble  ces  deux  séries,  en  ordonnant  les  termes  re- 
lativement aux  puissances  de  e"^et  de  ^-«v^-* ,  et  à  remettre  après  cela 
:2C0Su  à  la  place  de  g"v^-^-f-g-"v/^  et,  en  général,  acosmu  à  la  place 

de  g''*«/^-f-e-^«v/^.  De  cette  manière  la  valeur  de  ^  se  trouvera  natu- 
rellement exprimée  par  la  série 


A  -h  BCOSM  -h  CC0S2M  -+-..., 


dans  laquelle,  en  faisant 


5(5-+- 1)  s{s-^  0(*-^  2) 


a  =  s,     (3= ,     7  = 


2.3 


>  •  •  •  5 


on  aura 


I    /  r''  r'*  r'* 

A=  ;:^  (^«  -+-  «'  77  -^  P'  7I'  -^  r  77  -^^  •  • 

B  =  75  ^«  7  +  «i3  77  +  Py  77 +•  •  •)  ' 
a    /    r'*  r'*  r'«  \ 

c=;:=(P^  +  (îy7r  +  y«7r+---)' 
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Or,  comme  la  quantité  Y  est  aussi  bien  le  produit  de  ces  deux-ci  r' —ré'^^ , 

r'—rtr^^^  il  s'ensuit  qu*on  pourra  changer,  dans  les  expressions  pré- 
cédentes de  A,  B,  C,...,renr' et  réciproquement;  et  il  est  clair  que,  pour 
avoir  des  séries  convergentes,  il  faudra  toujours  choisir  celles  où  la  plus 
grande  des  deux  quantités  r,  r'  se  trouvera  en  dénominateur. 

47.  Si  dans  ces  formules  on  fait  5  =-»  les  expressions  de  A,  B,  C, . . . 

deviendront  celles  des  fonctions  (r,  r'),  [r,r')^,  (r,  r'ja,...;  mais  comme 
alors  les  coefficients  a,  /3,  7, . . .  ne  forment  pas  une  série  décroissante, 
pour  avoir  les  valeurs  de  (r,  r')  et  (r,  r'),  exprimées  par  des  séries  tou- 
jours convergentes,  il  vaudra  mieux  donner  d'abord  à  s  une  autre  va- 
leur, pourvu  qu'elle  soit  telle,  que  des  valeurs  qui  en  résulteront  pour  A 

et  B  on  puisse  ensuite  déduire  immédiatement  celles  qui  répondent  à 

3 
5  =  -• 

Or  nous  avons  donné  plus  haut  (45)  les  formules  par  lesquelles,  con- 
naissant les  valeurs  de  A  et  B  pour  un  exposant  quelconque  y,  on  peut 
avoir  celles  qui  conviendront  à  l'exposant  5  -h  i  ;  si  donc  on  y  fait  d'abord 

5= »  et  qu'on  désigne  par  A  et  B  les  valeurs  des  séries  A  et  B  qui  se 

rapportent  à  cet  exposant,  et  par  a,  h  celles  qui  se  rapportent  à  l'expo- 

m 

I 

sant h  I  ou  ->  on  aura 

_  jr'  -^^)A -f^ 3/t'B       .        4rr\\-4>3(r»-4>r^')B 

^  —  "(  r*  —  r' V"  '         ""  r»— /")'  ' 

si  ensuite  on  fait  dans  les  mêmes  formules  5  =  -  et  qu'on  v  substitue 

a  et  6  au  lieu  de  A  et  B,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  a  et  6,  qui  en  ré- 

I  3 

sulteront,  seront  celles  de  (r,  r')  et  (r,  r'),,  puisque  -4-1  =  -;  on  aura 

donc  ainsi 
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Ih^  sorte  qu*en  mettant  pour  a  et  6  les  valeurs  précédentes  et  réduisant, 
on  aura 

48.  Ainsi,  en  faisant 


I  II  ii3       ^       ii35  ii357 

2  ^         24  24"  24"^  2400     10 


»  •  •     » 


on  aura 


r  /  r'^  r'*  r'*^  r'»  \ 

(  r,  r')  r:^  — — -     I  -4  a'  ---    J-  (3'  -7  H-  V*  -r  -+-  6'  —  -f- . .  .  )  , 

''''  '•^'  ="  [7»T:r7'T)i (^«  7  -  «!^  77  -  Py  >r -  y^  77  -•  •  •  j  ' 

où  Ton  pourra  changer  à  volonté  r  en  r'  et  réciproquement. 

Ici  les  coefficients  a,  jS,  7,...  forment  une  série  assez  décroissante,  en 

sorte  que  le  dixième  terme  de  cette  série  est  déjà  <  — -,  mais  ces  termes 
^  ''     ^  100 

approchent  ensuite  de  plus  en  plus  de  l'égalité;  d'où  il  suit  qu'après  avoir 

pris  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  des  séries  ci-dessus,  on 

pourra  regarder  les  termes  suivants  comme  formant  à  très-peu  près  une 

progression  géométrique. 

En  général  soit  T  le  terme  auquel  on  se  sera  arrêté;  la  somme  de  tous 

les  termes  suivants  à  l'infini  sera  nécessairement  moindre  que  T  -73—77- 


Or  la  plus  grande  valeur  de  —  a  lieu  lorsque  Ton  compare  la  distance 

►moyenne  de  Vénus  à  celle  de  la  Terre,  auquel  cas  on  a  à  très-peu  près 

;  =  — ^  par  conséquent  -^<  -  et   ^__  ,^  <  i .  Ainsi  dans  ce  cas,  qui  est 

le  plus  défavorable  pour  le  calcul,  la  somme  de  tous  les  termes  qui  sui- 
vent y  sera  toujours  <  T;  et  elle  le  sera  d'autant  plus  que  le  rapport  des 
deux  distances  moyennes  sera  un  plus  petit  nombre.  Or  je  trouve  dans 
ce  cas  que,  si  T  est  le  dixième  terme  de  l'une  ou  de  l'autre  série,  il 
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sera  < ;  par  conséquent  la  somme  des  dix  premiers  termes  don- 

I  ooo  000  'ri  r 

nera  la  valeur  de  la  série  exacte  jusqu'à  la  sixième  décimale;  ce  qui  est 
plus  que  suffisant  pour  notre  objet.  Dans  les  autres  un  plus  petit  nombre 
de  termes  suffira  pour  avoir  ce  même  degré  de  précision. 

49.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  mis  aux  formules  des  variations  sé- 
culaires qu'une  seule  limitation;  c'est  que  les  inclinaisons  et  les  excen- 
tricités des  orbites  soient  assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  négliger  les 
carrés  et  les  produits  de  plusieurs  dimensions;  ce  qui  a  etîectivement 
lieu  dans  notre  système  planétaire.  Cela  supposé,  nos  équations  sont  en- 
tièrement rigoureuses  et  ont  lieu  également  quelles  que  puissent  être  les 
masses  des  Planètes  ;  et  comme  ces  équations  ne  sont  que  linéaires  et  ont 
tous  leurs  coefficients  constants,  elles  peuvent  toujours  être  intégrées 
exactement  par  les  métbodes  connues;  et  la  solution  complète  du  Pro- 
blème n'a  plus  d'autre  difficulté  que  la  longueur  du  calcul. 

Mais  lorsqu'on  applique  cette  solution  au  système  solaire,  elle  devient 
susceptible  de  nouvelles  simplifications,  dues  à  la  petitesse  des  masses  de 
toutes  les  Planètes  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil,  et  à  la  petitesse  des  masses 
de  quelques-unes  d'entre  elles  par  rapport  aux  autres.  On  sait  que  Ju- 
piter, la  plus  grosse  de  toutes  les  Planètes,  a  environ  mille  fois  moins  de 
masse  que  le  Soleil;  donc,  puisque  nous  prenons  la  masse  du  Soleil  pour 
l'unité  (37),  les  masses  T,  T',  T", ...  des  Planètes  seront  toujours  des 
nombres  au-dessous  d'un  millième;  par  conséquent  ayant  négligé,  dans 
les  équations  différentielles  des  variations  séculaires,  les  termes  où  se 
trouveraient  les  carrés  et  les  produits  des  inclinaisons  et  des  excentri- 
cités, on  pourra  à  plus  forte  raison  y  négliger  aussi  ceux  où  les  quan- 
tités T,  T',  T", . . .  monteraient  an-dessus  de  la  première  dimension. 

Or,  puisque  f38) 

^,       JN       J'M 

m:=  M  —    ~. TT, — h  .  .  .  , 

a/f         dp- 

il  est  visible  qu'en  substituant  successivement  pour  rfM,  rfN,  e/^M,... 
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leurs  valeurs  tirées  des  équations  différentielles  du  n®  43,  on  aura 

m  z=  M  -h  Uf     n  =  N  -+-  V, 

h»s  quantités  jul  et  v  ayant  tous  leurs  termes  multipliés  par  T',  ou  T", . . . 
ou  par  T'%  ou  par  T'T",...,  ou  ....  Si  donc  on  fait  ces  substitutions  dans 
les  seconds  membres  des  mêmes  équations,  il  faudra  y  négliger  les  quan- 
tités a  et  V,  parce  qu'elles  s'y  trouveraient  encore  multipliées  par  T', 

ou  T",  ou 

D'où  il  s'ensuit  qu'il  suffira  de  mettre,  dans  les  équations  dont  il  s'agit, 
M  au  lieu  de  m,  et  N  au  lieu  de  n;  et  par  la  même  raison  on  y  pourra 
changer  m',  /w", ...  en  M',  M", . . . ,  et  /i',  /i", ...  en  N',  N",  .* .  ;  ce  qui, 
d'après  les  réductions  du  n^  44,  les  réduira  d'abord  à  cette  formule  plus 
simple 

rfN  =  --T'(a'MH-(3'M')  ^  -  T"( a'' M -4- p" M'' )  !^^-  -..., 

rfM  =  T'(a'N  -f-  P'N')  ^  -+-  T"(a"N  -h  (3"N")  -f-  H- . . . , 

en  faisant,  pour  abréger, 

dr         2    dr^         ^  2         2    //r        -4    "'' 

«"=:  r'  ^L  +  î:!  ^"-,     3"=  £  B"_  -  ^  -  -  — , 
rfr  2    rfr*  '      ^        2  2    rfr         4    ^''^ 


Et,  si  l'on  substitue  enfin  les  valeurs  trouvées  à  la  fin  du  n^  45,  on 
aura 

a  =  -j~  >  r,  r'  ).,     |3'  =--  — --  (  r,  r'  ) ^ ■'  ( r,  r'  .)„ 

«"  =  '-f-  (  r,  r")„     (3"=  ^--  ( /•,  r")  -  '±'-^JLJ  (  r,  r";,. 

4  2  2 


50.  Changeons,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres  M,  N  en  oo,y[\\ 
ne  faut  pas  confondre  ces  x,  y  avec  celles  qui  représentaient  les  coor- 
données rectangles  dans  le  plan  de  projection,  dont  nous  n'avons  plus 
besoin  dans  nos  calculs);  et,  conservant  les  caractères  (o,  i),  (o,  2), 
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(i,  o), . . .  pour  désigner  les  mêmes  quantités  que  dans  le  n^  40,  faisons 
de  plus 


2 


sTr 


[O,  9.]  =  1     • -r » 

2^r 


nous  aurons  ces  équations 


',  \ 


^  —       (o,    I)  -h(0,   2)-»-..  .    lr4-[o,    l].r'H-[o,    2]^'''-4-...=  0, 

-^  -h  I  (o,  i)  -4-  (O,  2)  -h. . .  Ne—  [o,  i]x'  —  [o,  2]x"  — . .  .=  o; 

et,  faisant  pareillement 

Li,oj_  I — , 

2^r' 

2^/r' 


2^r 

[2,  ij_  I  — 

2^r 


on  aura  aussi 


^^ (I,  0)-h(l,  2)H-...    lr'-l-[l,0]/-f   [l,  2]/^ -+-...  =  0, 

-f-  I  (i,  o)  -h  i  I,  2)  -h  . .  .  \x' —  [i,  o]  j: —  [i,  2]  x"  —  .  .  .  =  o, 


dt 

dx" 


ix"     r  ~\ 

^^ (2,  o)-M2,  1)-+-...      j"-h  [2,  0]7-f  [2,  l]r'4-...=:0, 

-^  H-     (2,  o)  -h  (2,  I  )  -4- . . .  I  ^"  —  [2,  o]  JT  —  [2,  i]  j:'  —  .  .  .  =  O, 
V.  25 
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Ces  éqttationdy  taàlo^es,  comme  an  voit,  »  celles  du  n^  40,  serviront 
à  déterminer  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies, 
comme  celles-là  servent  à  déterminer  les  variations  séculaires  des  incli- 
naisons et  des  nœuds.  Car  on  aura  ici 

x  =  'k  cosYî  sin  9,    /  =  X  cosyî  cos  9, 

X  étant  l'excentricité 9  9  la  longitude  de  l'aphélie  et  ri  sa  latitude  dépen- 
dante de  l'équation 

tangyj  =  0sin(9  —  w); 

et  à  cause  de  la  petitesse  de  ri  et  de  ce  que  nous  négligeons  les  quantités 
très-petites  au-dessus  du  premier  ordre,  on  aura  simplement  X  sin9,  X  COS9 
pour  les  valeurs  de  a:,  j',  etde  même  X'sin<p',  X'cosç',  X^siny",  X"cosç)",... 
pour  celles  de  ^',j',  x'\y'\...,  oùX,  X',X",...  sont  les  excentricités  et  <p, 
y',  (p",...  les  longitudes  des  aphélies  des  Planètes  T,  T',  T",.... 
Si  dans  ces  équations  on  change  les  quantités 

[o,  i],     [o,  1],     [i,  o],... 

en 

(o,  I),.   (o,  2),     (i,  o),..., 

et  qu'on  y  prenne  t  négatif,  elles  se  réduisent  à  celles  du  n^  40,  les  va- 
riables a?,  j, . . . ,  a/ry\'"  répondant  à  5,  a,  s\  u\...  Ainsi  les  excen- 
tricités X,  X',...  deviendront  alors  les  tangentes  0,  6',...  des  inclinai- 
sons, et  les  longitudes  <p,  <p',...  des  aphélies  deviendront  celles  des 
nœuds  w,  w', . . . . 

51.  Le  Problème  des  variations  séculaires  est  donc  résolu  analytique- 
ment,  puisqu'il  est  réduit  à  des  équations  dont  l'intégration  est  connue. 
Celles  du  n^  40  ontlJéjà  élé  intégrées  dans  le  Mémoire  cité  Sur  les  varia- 
tions séculaires  des  nœuds  et  des  inclinaisons;  et  l'on  peut  intégrer  de  la 
même  manière  les  équations  du  numéro  précédent. 

On  fera  pour  cela 

X  =:  \  sin(a^  -+-  a),     j  —  A  cos(a/  -h  a), 
x'~k's\v\{at  -h  a),    7'=  A'cos(a/  -f-  a), 

^"=  A" sin (a^ 4-  a),    j"=A"cos(a^  -h  a), 
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Uf  a,  A,  k\  A'\...  étant  des  quantités  constantes  indéterminées;  on  sub- 
stituera ces  valeurs,  et  il  viendra  ces  équations  de  condition  entre  les 
constantes 

ak  —  [(o,  I)  -h  (o,  2)  -h. .  .Ja  -f-[o,  i]A'-4-  [o,  2]A"-+-. .  .  =  0, 

ak'—  [{i,  o)  -hd,  2)-+-.  ..]A'-+-[i,  o]A  4-  [i,  2]A"-I-.  .  .;=o, 

i 
ak*"—  [(2,  o)-+-(2,  1)  4-. .  .JA''-+-[2,  o]A  -V-  [2,  i]A'-+-.  ..=  0, 


dont  le  nombre  sera  égal  à  celui  des  coefTicients  indéterminés  A,  A', 
A"",. . .;  mais,  puisque  tous  les  termes  de  ces  équations  sont  multipliés 
par  un  de  ces  coefficients,  il  s'ensuit  que  par  leur  moyen  on  ne  peut  dé- 
lermiher  que  le  rapport  des  mêmes  coefficients,  en  sorte  qu'il  en  demeu- 
rera toujours  un,  comme  A,  indéterminé;  en  effet,  en  éliminant  succes- 
sivement ces  coefficients,  on  parviendra  à  une  équation  finale  où  il  n'y 
aura  plus  d'inconnue  que  la  constante  a,  et  qui  servira  par  conséquent 
a  déterminer  cette  constante.  Cette  équation  se  trouvera  toujours  d'un 
degré  égal  au  nombre  des  coefficients  A,  A',  A",...,  qui  est  égal  à  celui 
des  Planètes  dont  on  considère  l'action  mutuelle,  et  aura  en  conséquence, 
autant  de  racines. 

Soient  a,  6,  c, . . .  ces  différentes  racines;  et  prenant  autant  de  coeffi- 
cients arbitraires  A,  B,  C,...  et  d'angles  indéterminés  a,  /3,  7,...,  on  aura 
par  la  Théorie  des  équations  linéaires  ces  expressions  complètes  de  ^r,  j, 
X  ^  y  f , , , 

X  —  A  sina^  -+-  a  H-  B  sini  6/  -f-  P)  -+-  C  sin(c/  -h  y)  -4- . . . 
r  =  kQo%  at  -f-  a)  -h  Bcos(6/  -4-  (3:  -h  Ccos(c^  -h  y)  -h. . . 
x'--  X'sinla/  -+-«)-+-  B'sin(6/-f-  j3)  -♦-  Csin(c/  -4-  y;  -V. . . 
y'—  A'cosia/-h  a\  -h  B'cos(6/  -h  (3)  -f- C'cosfc/ -h  y)-4-. . . 

les  constantes  B,  B',  B",...  devant  avoir  entre  elles  des  rapports  exprimés 
par  des  fonctions  de  h  semblables  aux  fonctions  de  a  qui  expriment  les 

2f>.  . 
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rapports  des  constantes  A,  A',  A"....  entre  elles;  et  ainsi  des  constantes 

vif    V19    Vi     y**** 

A  regard  des  quantités  A,  B,  C,...,  a,  /3,  7,...  qui  ne  sont  pas  encore 
déterminées,  elles  doivent  l'être  d'après  les  valeurs  supposées  connues 
des  variables  a?,  y^x\y\...^  qui  sont  en  même  nombre  que  ces  quantités, 
pour  une  époque  quelconque  donnée  dans  laquelle  on  fera  pour  plus  de 
simplicité  /  =  o.  J'ai  donné,  dans  le  Mémoire  cité,  pour  cet  objet,  une 
méthode  générale  qui  s'applique  également  au  cas  dont  il  s'agit,  ainsi 
qu'à  tous  les  cas  semblables  ;  mais  comme  elle  est  peut-être  plus  curieuse 
pour  l'Analyse  qu'utile  pour  la  pratique,  je  ne  la  rappellerai  point  ici. 

Après  avoir  ainsi  trouvé  les  intégrales  des  équations  en  a?,  j,  x\  j', . . . , 
on  aura  tout  de  suite,  et  sans  aucun  autre  calcul,  les  intégrales  des  équa- 
tions en  5,  M,  s\  w',...,  en  changeant  seulement  les  lettres  a?,  y  en  5,  a, 
lés  crochets  carrés  en  crochets  ronds,  et  mettant  —a  au  lieu  de  a  dans 
l'équation  en  a;  c'est  ce  qui  suit  évidemment  de  l'analogie  déjà  remar- 
quée (numéro  précédent)  entre  les  deux  systèmes  d'équations  dont  il 
s'agit. 

52.  Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  de  a?,  y  à  la  place  de  M,  N, 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  r,  que  nous  avons  vu  être  (38),  aux 
quantités  du  second  ordre  près, 

I  -4-  M  sin^  -4-  N  cosg 

Â ' 

on  aura,  en  conservant,  ainsi  que  nous  en  avons  usé  plus  haut,  la  lettre  r 
pour  dénoter  la  distance  moyenne ^»  et  représentant,  en  général,  le  rayon 
vecteur  par  r(n-  5),  on  aura,  dis-je, 

\  =  Acos(ç  —  ai  --cl)  h-  Bros'7  —  ft/  —  (3)  -h  C  005(7  —  et  -  y)  4-. . .  . 

De  même,  puisque 


2  —  --  (Qsin^  —  Pros(jr), 
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comme  on  Ta  vu  dans  le  n^  29»  si  Ton  fait 


z  =  r^ 


(rest  ici  le  rayon  vecteur),  et  qu'on  substitue  pour  ^»  ~  les  valeurs 

de  5,  M,  qui  sont  exprimées  d'une  manière  semblable  à  celles  de  x,  y,  on 
aura  aussi 

S=  Asin(9  —  a/  —  a)  -h  Bsini^  —  6/  —  (3   -4-  Csin(9  —  et  —  y)  -h   . ., 

les  constantes  A,  B, . . . ,  a,  6, . . . ,  a,  /3, . . .  étant  différentes  de  celles  de 
l'expression  de  Ç.  Ce  sont  les  premières  valeurs  approchées  de  Ç  et  Ç. 

On  aurait  donc  pu  chercher  d'abord  ces  valeurs  par  l'intégration  im- 
médiate des  équations  différentielles  de  Ç  et  Ç,  et  puis  en  déduire  la  loi 
des  variations  séculaires  des  excentricités  des  aphélies,  des  inclinaisons 
et  des  nœuds.  C'est  ainsi  que  j'en  ai  usé  il  y  a  longtemps  dans  ma  Pièce 
sur  les  Satellites  de  Jupiter  (*),  où  j'ai  donné  le  premier  la  véritable 
Théorie  de  ces  valeurs,  en  résolvant  d'une  manière  particulière  les  diffi- 
cultés que  l'intégration  renferme  et  qui  avaient  échappé  à  tous  ceux  qui 
s'étaient  occupés  avant  moi  de  la  Théorie  des  Planètes.  M.  de  Laplace  a 
donné  depuis,  dans  les  Mémoires  de  r Académie  dei  Sciences  de  Paris 
pour  1772,  d'autres  moyens  de  lever  ces  difficultés  et  d'arriver  à  la  vraie 
forme  des  intégrales;  et,  pour  ne  rien  laisser  a  désirer  sur  le  sujet  que  je 
traite,  je  vais  faire  voir  ici,  le  plus  simplement  qu'il  me  sera  possible, 
l'accord  des  formules,  qui  résultent  de  l'intégration  des  équations  de  Ç 
et  Ç,  avec  celles  que  je  viens  de  trouver. 

53.  Commençons  par  chercher  ces  équations  d'après  celles  du  n*^  2. 
En  y  substituant  rcosy,  rsinq  à  la  place  de  x.yei  y»  ^ ^  ou  bien 

(IQ.  dH  sina       dil    .  dil  cosq 

-7-  cos<7  —  -j -»     -y-  sm<7  H-  -j i-î 

ar         ^       dq      r  ar        ^       dq       r 

(*)  Cette  Pièce,  déjà  citée,  appartient  à  la  troisième  Section  des  OEuvres  de  Lagrange, 

[Note  de  r  Éditeur,) 
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à  la  place  de  X,  Y  (16,  29,  41  ),  les  deux  premières  se  changent  en 

d^r—rdq^       sr       dQ\  l7,drdq  -¥  rd^q       i  rfî2\    , 

— 5F^ -^  fr  +  jt)  «««?  -  i V— ■ -^  F  55-)  ^'"^  =  •»' 

(d^r  —  rdq^       sr       dQ.\    .  f^drdq-hrd^q       i  dQ\ 

d'où  Ton  tire  ces  deux-ci 

d^r—rdq^       gr       dQ.  _ 


d.(r'dq)       dQ  _ 
dt'      "^  dq 


=  0, 


lesquelles  serviront  à  déterminer  le  rayon  vectpur  ret  la  longitude  q  en  /. 

Ces  équations  se  rapportent  à  la  Planète  T;  on  en  aura  de  semblables 
pour  chacune  des  autres  Planètes  TM", . . . ,  en  marquant  seulement  toutes 
les  lettres  d'un,  deux,...  traits. 

Prenons  maintenant  la  lettre  r  pour  désigner  la  distance  moyenne,  et 
représentons,  comme  plus  haut,  le  rayon  vecteur  par  r(  n-  Ç)  ;  soit  aussi 
p  la  longitude  moyenne  et/>-+-(]^  l'expression  de  la  longitude  vraie;  il 
faudra  :  i^  que  %  ne  renferme  aucun  terme  constant,  mais  seulement  des 

sinus  et  cosinus;  2^  que  ^  soit  une  quantité  constante  et  que  ^  ne 

contienne  au  contraire  aucun  terme  tout  constant. 

On  fera  donc  ces  substitutions,  et  comme  on  suppose  les  orbites  peu 
excentriques  et  peu  inclinées,  les  quantités  Ç,  ij^  et  z  seront  toujours 
très-petites,  et  nous  en  négligerons  les  puissances  et  les  produits  de  deux 
ou  de  plusieurs  dimensions.  Or  la  fonction  Î2  se  réduit  dans  cette  hypo- 
thèseàune  fonction  de  r,r',...,  q,q\...  seulement  (42);  donc  si,  comme 
on  en  a  usé  dans  ce  numéro,  on  y  change  d'abord  la  lettre  q  en/>,  la  quan- 
tité -7-  deviendra 
dr 

dQ       d'Q    ^       rf'il      ,^,  d'il    ,        rf^û     ,, 

-d^-^-JF^'^^dFdP'^-'-'^dFd^^'^dird^ 
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et  la  quantité  -j-  deviendra 

0 

Ainsi,  en  faisant  ^=19  comme  dans  le  n^  37,  les  équations  précé- 
dentes deviendront 


r  rfr         rfr'  ^       r  rfrrfr'     ^       *  '  *       r  drdp  ^       r  c/rrfp'  ^  ' 

(/»d^       arfprfl        I   rfiî       i    d'Q.y,        i     d'il     ,^, 

rf/'  rf/>     ^  r'dp  ^  r  drdp'^      r'dr'dp     '^^'' 

■^7'-dp^'^^7^dfdP'^-^-==°' 

et  les  quantités  r,  r\...  seront  désormais  constantes. 

Pour  rapporter  ces  équations  aux  Planètes  T',  T",...,  on  n'aura  besoin 
que  d'y  changer  r,  />,  Ç,  ^  en  r\p\  §',  tj;',  ou  r",  />",  Ç",  vj^",  ou  . . . ,  et  ré- 
ciproquement ces  quantités-ci  en  celles-là. 

54.  Si  Ton  supposait  les  forces  perturbatrices  nulles,  on  aurait,  en 
effaçant  les  termes  qui  contiennent  iî  et  ses  différences, 

dFSF^'-^^^^-dT"^—^-'''' 


d'^  ^  'idpdi, 


La  seconde  donne 


dt'         dt' 


df\f  _      ndp 
dt  ~       dl   r 


il  ne  faut  point  de  constante  ici,  puisque  ^  et  Ç  n'en  doivent  renfermer 
aucune;  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  elle  deviendra 


d'I       IZdp'       2\         dp^       »  _ 
dt'  ^  \  dt'         r*)^       dt^  -^  r*"    ' 
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on  égalera  cl*abord  à  zéro  les  termes  tout  constants  -i  —  j&'  parce  que 
^  n'en  doit  renfermer  aucun  de  ce  genre;  on  aura 


I  _  dp^ 

r»  '"  dr  ' 


ce  qui  réduira  l'équation  à 


d'^       dp'  y 
dF^dF^^""^ 


laquelle  a  évidemment  pour  intégrale 

l  =  Fcos(p  —  a); 

et  de  là  on  aura 

v|>  =  — 1¥  sïnip  —  a), 

F  et  a  étant  des  constantes  arbitraires. 

On  aura  de  pareilles  expressions  pour  §',  ^\  Ç",  ^'\...  en  marquant 
simplement  les  termes  d'un,  deux,...  traits. 

Supposons  à  présent  qu'en  ayant  égard  aux  forces  perturbatrices  les 
termes  que  nous  venons  de  trouver  dans  les  expressions  de  Ç  et  tj^  de- 
viennent 

i^  =  F  cosip  —  at  —  a),     4*  =fsinip  —  ai  —  a), 

F, /étant  des  constantes  indéterminées  ainsi  que  a  et  a;  et  comme  dans 
ce  cas  les  équations  de  ?  et  i|/  renferment  aussi  ?',  vj/',  Ç",  t|/", ...,  sup- 
posons qu'il  entre  aussi  dans  les  expressions  de  ces  dernières  variables 
des  termes  analogues,  en  sorte  qu'on  ait  en  même  temps 

l'=  F'  cos(p'  -^ai-  a),     v|>'  =f'  sïn{p'  -- at  ^  a), 
.    l"=F"cos(p''-^at-a),     q^"= /"sin (/?''- û/ -  a j, 


F',  F", . . . ,  /'»/". . .  •  étant  de  nouvelles  constantes  indéterminées. 

Pour  vérifier  ces  suppositions  et  déterminer  en  même  temps  les  con- 
stantes arbitraires,  on  fera  d'abord  les  substitutions  précédentes  dans  les 
équations  de  ?  et  de  if,  et  Ton  y  égalera  à  zéro  les  coefficients  des  sinus 
et  cosinusde/?  — a/  — a;  on  les  fera  ensuite  de  même  dans  les  équations 
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de  §'  et  de  ^\  et  l'on  égaiera  à  zéro  les  coefficients  des  sinus  el  cosinus 
de/?  —  at  —  ocf  et  ainsi  de  suite. 

Or  il  est  visible  que  les  quantités  ?  et  tj;  ne  peuvent  donner  des  sinus 
ou  cosinus  de  p  —  at  —  a  qu'autant  qu'elles  ne  sont  multipliées  par  au- 
cun sinus  ni  cosinus;  qu'au  contraire  les  quantités  B\  ^'  ne  donneront 
de  pareils  sinus  ou  cosinus  qu'autant  qu'elles  se  trouveront  multipliées 
par  le  sinus  ou  cosinus  dep—p.  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  suit  qu'en  sub- 
stituant dans  les  équations  de  ^  et  de  (|/  la  valeur  de  la  fonction  12  (43j, 
il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  de  la  forme  dont  nous  venons  de  par- 
ler. Ainsi  l'on  pourra  d'abord  les  réduire  à  celles-ci 

IF      \dt'        r^J  ^         fit'  fit'        r* 

-Ti^/A'       r/*A'.     /i    fi'B'         2\    ,        ,  ,.       ^,      /I//B'        I    \.  ,,       ,,-] 


tiH      -kfipdl 

0= H — '- 

do        de 


-f- 

J'ai  conservé  dans  la  première  les  termes  constants,  parce  qu'ils  doivent 

former  une  équation  à  part  servant  à  déterminer  la  relation  entre  -j-  et  r, 

et  à  satisfaire  a  la  condition  que  5  ne  renferme  aucun  terme  constant. 
Cette  équation  de  condition  sera  donc 


dp        r*  r   dr  r    dr 


laquelle  donne 


L^Ét^rl  —  -f-T-i  — 

r*        <//'  r    dr  r    dr 


V.  26 
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valeur  qu'on  substituera  dans  la   première  des  deux  équations  précé- 
dentés. 

Si  maintenant  on  substitue  aussi  dans  Tune  et  dans  l'autre,  à  la  place 
de  I,  ^,  Ç',  t|/',...  les  expressions  indiquées  ci-dessus,  et  qu'après  avoir 
développé  les  produits  des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples,  on 
égale  à  zéro  dans  la  première  la  somme  des  coefficients  de  cos(/>— a/— a), 
et  dans  la  seconde  la  somme  des  coelficients  de  sin(/i  — a/  — a),  on  aura 


o 


\di      *'/  '       dt'  dt   \dt        )•' 

_ïT(î^^^\F+(i-^-.-^)^-(^-^-^)q 

L\r    dr  dr^  /  \r  drdr        rr'^ j     2,  \r    dr        rr^J    2  J 

_   , r / 2  (M;^    t^A;^ \       / _!_  d^w     _2_\  ry'^  _  /i  «[»! _  _l\  /!  1 

l\r    dr          dr'  )           \r  drdr''  "^  rr"')  '  2           \r    dr        rr^''}   2  J 
• 

=  -fê-«)V-^(^-'.)p 

Wr'  dr'         rr'^l      2  \r*        rr'^ )    2  J 

LV'-'  dr"         rr"^)      2     ^\r'        rr"'}    i\ 


On  trouvera  des  équations  analogues  d'après  les  équations  différen- 
tielles de  ?'  et  de  ^\  et  d'après  celles  de  ^"  et  de  ^'\  et  ainsi  de  suite;  et 
ces  équations  ne  différeront  des  précédentes  qu'en  ce  que  les  lettres  qui 
n'ont  aucun  trait  en  auront  respectivement  un,  deux,...  (à  l'exception 
de  a  et  de  /  qui  demeurent  les  mêmes  pour  toutes  les  équations),  et  qu'en 
même  temps  les  traits  manqueront  a  celles  qui  en  ont  un,  deux, 

55.  Je  remarque  maintenant  que  les  quantités  T,  T',  T", ...  doivent 
être  supposées  très-petites,  et  qu'on  en  doit  négliger  les  puissances  et  les 
produits  de  deux  ou  de  plusieurs  dimensions  (49).  Or,  si  l'on  regarde 
d'abord  ces  quantités  comme  nulles,  les  équations  précédentes  donnent 

a  =  o,    /=  — 2F, 
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et  Ton  aura  de  même  par  les  autres  équations 

Donc  les  quantités  a,  /-f-  2F,  /'-h  2F', . . .  seront  très-petites  de  l'ordre 
de  T,  T', ...;  par  conséquent  il  faudra  rejeter  partout  les  carrés,  les 
cubes, ...  de  a,  et  dans  les  termes  qui  sont  déjà  multipliés  par  T,  T\ . . . 
il  faudra  faire 

De  cette  manière  la  seconde  des  deux  équations  ci -dessus  donnera 
d'abord 

•^  \  dpj  dp^\7.r'  dr'       r^  )  dp^\ir^  dr'        r'/ 

el  la  première  deviendra  ensuite 


dt 


9.  ^/A'        d^P^' 
dr  dr 


2  djL^ 
dr 


<- 


r'     rf»B'         r'    dW        i   dh'        2B 

H r 1--    - 


2r  ^r^r'        r'    c/r 


r    ^r 


r  drdr"        r'   dr"        r    dr 


r 
2B" 


■y 


?y 


Or  on  a  vu  dans  le  n®  44  que 


,c/B'       /r'   d'h' 

r'  -7-T  H 


^r' 


2    rfr^/r' 


et  de  même 


/• 


// 


JB"       /•/ '    c/»B" 


</r'' 


2    6/rc/r" 


B  —  21-.- T-T- 

r/r  2    «/•- 


rfB"        r    r/»B" 

B   —  2  r  --| -J-- , 

or         2    ar' 


et  ainsi  des  autres  quantités  analogues;  donc,  faisant  ces  substitutions 
et  employant  les  quantités  a',  a",...,  /3',  /3", . . .  du  n°  49,  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


dt  r'  r' 


?.6. 
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M;^is  on  a  (54),  aux  quantités  de  Tordre  de  T',  T", . . .  près, 

dt      ^çi  '■ 
donc,  puisque  d'après  les  suppositions  des  n®'  40  et  50  on  a 

T'a'       ,  T"a"       , 

—  ~  rr=(o,  I),        —^-   =(0,  2),.  .  ., 

et 

T'P'  .       ^       T"(3"  ,.   .     . 

il  est  visible  que  l'équation  dont  il  s'agit  étant  divisée  par  ^  se  réduira 
à  cette  forme 

^iF-[(o,  ,;-f-(0,  î?.)-f-...]F-+-[o,  i]F'-4-  [o.  9.]F"-4-...=  0, 

(ît  les  équations  analogues  se  réduiront  de  la  même  manière  à  celles-ei 

rtF'-[(i,  o)4-(i,  ?0-H...]F'-4-[i,  o]F-f  [l,2]F"-f-...=:0, 
ar—\{iy  o)-f-(2,  i)-h...]F"-h[2,  o]F-h[2,  i]F'-f-...mo, 


Ces  équations,  en  y  changeant,  si  l'on  veut,  les  lettres  F  en  A,  sont 
les  mêmes  que  celles  du  n®  51;  d'où  il  suit  que  les  quantités  A,  A', . . . 
et  a  seront  aussi  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Et,  comme  les  équations 
différentielles  de  ?  et  ^j>  sont  linéaires,  il  est  clair  que  l'expression,  de  \ 
sera  composée  d'autant  de  termes  semblables  que  la  quantité  a  aura  de 
valeurs  différentes;  par  conséquent  cette  expression  sera  de  la  même 
forme  absolument  que  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut^ans  le 
n**  52,  en  mettant  dans  celle-ci ,  au  lieu  de  y,  sa  valeur  /?  -f-  ^,  et  négli- 
geant la  quantité  t|>,  parce  qu'elle  produirait  des  termes  du  second  ordre 
que  nous  rejetons;  ce  qui  montre  l'accord  des  deux  méthodes  à  cet  égard. 

56.  Pour  faire  voir  aussi  cet  accord  relativement  aux  expressions 
de  Ç,  je  commence  par  substituer,  dans  Téquation  différentielle  de  z  (2), 
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rÇ  à  la  place  de  z,  ce  qui  la  transforme  en 

3?i +  V  +  Z  =  o. 

et,  mettant  pour  ^  "»"  ^  sa  valeur  ^- —  -j-  tirée  de  Téquation  de  r 
(53),  on  aura,  après  avoir  divisé  par  r,  cette  équation  de  Ç 

dt^  rdt'  r        r  dr 

On  fera  maintenant-ici  les  substitutions  de  r(i-»-Ç)  et/?-}-vp  à  la  place 
de  r  et  q,  et  ainsi  des  quantités  analogues,  comme  on  en  a  usé  plus  haut 
f53);  et  comme  on  suppose  les  orbites  non-seulement  peu  excentriques, 
mais  encore  peu  inclinées,  on  regardera  les  quantités  ^,  ^,  Ç  et  leurs 
analogues  comme  très-petites  du  même  ordre,  et  Ton  en  négligera  toutes 
les  dimensions  plus  hautes  que  la  première.  On  aura  donc  de  cette  ma- 
nière la  réduite 

dï'         "^  r        r  dr  ''''' 

OÙ,  à  cause  que  tous  les  termes  de  la  valeur  de  Z  (15)  sont  déjà  multi- 
pliés par  les  quantités  très-petites  z,  2', . . . ,  il  suffira  de  mettre  partout, 
tant  dans  Z  que  dans  iî,/?  a  la  place  de  q,  et  d'y  regarder  en  même  temps 
r  comme  constante. 
Maintenant,  puisqu'en  faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices  on 

avait 

d'^'+'^dp' 

ce  qui  donne 

Ç  =  Fsin(;?-  a), 

oiT supposera,  en  général,  à  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  fait  plus 

haut, 

Ç  —  V  sïm  p  —  at  —  (x)f 

et  de  ménïe 

Ç'  ^F'  sin{p'  —  at  —  a). 


« 
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et,  après  avoir  fait  ces  substitutions,  on  égalera  à  zéro  la  somme  des  coef- 
ficients de  sin  [p  —  at  —  oc);  c'est  pourquoi  il  suffira  d'avoir  égard  dans 
Téquation  ci-dessus  aux  termes  qui  peuvent  donner  de  ces  sinus,  et  qui 
se  réduisent  évidemment  à  ceux  qui  contiendront  Ç  seul,  ou  Ç'  multiplié 
par  cosf/>  —p')f  ou  Ç"  multiplié  par  cos(/>  —/?"),  et  ainsi  de  suite. 
Ainsi  l'on  aura,  d'après  les  formules  des  n°'  15,  39,  43, 

d'K      y  dp' 


équation  qui,  en  faisant  les  substitutions  indiquées,  donnera  sur-le-champ 
celle-ci 

L  2r  r    ar       \ 

+  T'\(  r,  r"  )  F  -  ':l^JJJ:ljl  F"-»-  i  ^^-  F 
L  2r  r    ar 


laquelle,  en  négligeant  le  carré  de  a,  parce  que  a  est,  comme  on  voit, 

cl  A'    d\" 

de  l'ordre  de  T',  T",...,  et  substituant  pour  -^-^  ~j  "'"  leurs  valeurs  (45  j 


—  r(r,  r')-4-  ^r'{r,r')„     —  nr,  r")-h  -r"{nr"),,  ..., 

2  7. 


se  réduit  à  cette  forme 


al  2r  :>/' 
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I 


Or (40) 


dp 


I 


V^r» 


et 


\L        :^(o,  I),      —^—^  =  (0,2),...; 

4v'r  4v^r 


donc  enfin  on  aura 

aF-f-(o,  i)(F-F')-f-(o,  2)',F— F")-4-...:^o, 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière,  d'après  les  équations  de  T,  u  ' 

aF-f-:;i,  o)(F'-F)  4- (i,  2 -{F  -  F") -+-. .  .1=  o, 
rtF"-f-f2,  o)(F"-F)-f-;2,  Il  (F"-  F')-f-...==o, 


Ces  équations  s'aceordenl,  comme  on  voit  (en  changeant  F  en  A  j,  avec 
celles  que  donnent  les  intégrales  des  équations  de  s,  u,  s\  m',...  (51j: 
ainsi  Ton  aura  pour  X  une  expression  conforme  a  celle  du  n®  52,  en  né- 
gligeant la  différence  à  entre  les  angles />  et  y,  laquelle  ne  produirait  ici 
que  des  termes  du  second  ordre  dont  on  ne  tient  point  compte. 

57.  Cette  manière  de  résoudre  le  Problème  des  variations  séculaires 
par  l'intégration  immédiate  des  équations  différentielles  de  l'orbite,  est, 
comme  on  voit,  plus  courte  et  plus  facile  que  celle  que  nous  avons  sui- 
vie; mais  d'un  autre  côté  elle  ne  parait  pas  tout  à  fait  si  lumineuse  ni  si 
directe  :  d'ailleurs  elle  demande  qu'on  connaisse  déjà  la  forme  générale 
des  intégrales,  et  si  l'on  voulait  chercher  directement  cette  forme,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  dans  le  Chapitre  IV  des  Recherches  sur  les  Satellites 
de  Jupiter,  on  retomberait  dans  une  analyse  plus  ou  moins  longue  et 
compliquée. 
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(Nouveaux  Mémoires  de  r Académie  t-oyale  îles  Sciences  ci  Belles-Letires 

de  Berlin,  année  1782.) 


Newton  avait  démontré  que  les  inégalités  elliptiques  du  niouvenienl 
des  Planètes  sont  l'effet  de  leur  gravitation  vers  le  Soleil,  et  il  avait  indi- 
qué en  même  temps  leur  attraction  mutuelle  comme  la  cause  de  toutes 
les  irrégularités  qu'on  y  pourrait  observer.  Ses  successeurs,  Euler,  Clai- 
raut,  d'AIembert,  ont  recherché  et  calculé  les  altérations  des  mouve- 
ments elliptiques,  dues  à  cette  attraction.  Il  restait  à  déterminer  les 
changements  qu'elle  produit  dans  les  éléments  mêmes  des  ellipses,  et 
qui  influent  sur  la  forme  du  système  planétaire.  C'est  l'objet  qui  nous 
occupe,  et  que  nous  nous  sommes  proposé  de  remplir  dans  toute  son 
étendue. 

On  ne  compte  encore  que  deux  siècles  d'observations  exactes;  et  il  en 
faudrait  une  suite  très-longue  pour  démêler  et  fixer  à  posteriori  les  pe- 
tites inégalités  qui  altèrent  insensiblement  les  dimensions  et  la  position 


1" 


^ 
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des  orbites  des  Planètes.  Cependant  l'accord  qui  s'est  déjà  trouvé  dans 
les  principaux  phénomènes  célestes,  entre  les  observations  et  la  Théorie 
fondée  sur  le  système  de  la  gravitation  universelle,  autorise  a  penser  que 
le  même  accord  aura  lieu  aussi  dans  les  autres  phénomènes  moins  sen- 
sibles, et  a  profiter  par  conséquent  des  secours  que  cette  Théorie  offre 
pour  prédire  les  variations  que  les  éléments  des  Planètes  doivent  éprou- 
ver à  la  longue,  et  qui  empêchent  que  les  Tables  actuelles,  quelque 
exactes  qu'on  les  suppose,  ne  puissent  servir  avec  la  même  précision 
pour  des  temps  fort  éloignés.  Par  cette  raison,  après  avoir  donné  les  for- 
mules les  plus  générales  et  les  plus  simples  pour  déterminer  ces  varia- 
tions, j'ai  cru  devoir  donner  aussi  une  application  détaillée  de  ces  for- 
mules à  chacune  des  Planètes  principales,  afin  de  mettre  les  Astronomes 
à  portée  d'en  faire  usage  dans  la  construction  des  Tables  et  dans  la  com- 
paraison des  observations  anciennes  avec  les  modernes.  C'est  le  but  de 
cette  seconde  Partie  de  mon  travail,  dans  laquelle  j'aurai  soin  de  donner 
aux  résultats  numériques  toute  l'exactitude  possible  et  la  forme  la  plus 
commode  pour  le  calcul  astronomique. 


SECTION   PREMIERE. 

APPLICATION    DES    FORMULES    DIFFÉRENTIELLES    DES    VARIATIONS    SÉCULAIRES 

AUX    ORBITES    DES    PLANÈTES    PRINCIPALES. 

1.  Cette  application  n'aurait  d'autre  difficulté  que  la  longueur  des 
calculs  arithmétiques,  si  les  données  astronomiques  qu'elle  demande 
étaient  toutes  bien  connues  et  déterminées  avec  une  précision  sui&sante. 
Ces  données  sont  :  i*^  les  distances  niovennes  des  Planètes  au  Soleil,  ex- 
primées  en  parties  de  la  distance  moyenne  du  Soleil  a  la  Terre;  2®  les 
rapports  des  masses  des  Planètes  à  celle  du  Soleil,  ou  la  valeur  de  leurs 
masses,  en  prenant  celle  du  Soleil  pour  l'unité;  3®  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites,  ainsi  que  les  lieux  des  aphélies  et  des  nœuds 
pour  une  époque  donnée.  Les  données  de  la  première  et  de  la  seconde 
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espèce  entrent  dans  les  équations  diflerentielles  mêmes,  et  sont  par  con- 
séquent la  base  de  tout  le  calcul  ;  les  autres  ne  sont  nécessaires  que  pour 
déterminer  les  constantes  arbitraires  des  intégrales»  et  ce  n'est  qu*aprës 
l'intégration  qu'on  en  a  besoin. 

Or,  de  ces  différentes  données,  il  n'y  a  guère  que  les  premières  et  les 
dernières  sur  l'exactitude  desquelles  dn  puisse  compter  jusqu'à  un  cer- 
tain point.  Nous  les  prendrons  dans  les  Tables  de  Hallev,  qui  sont  les 
plus  généralement  suivies  pour  les  Planètes;  d'ailleurs  elles  sont  à  peu 
près  les  mêmes  dans  les  autres  Tables  ;  et  si  elles  ont  encore  besoin  de 
quelque  correction,  ce  ne  sera  qu'après  une  longue  suite  d'observations 
qu'on  sera  en  état  de  leur  donner  toute  la  précision  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. 

A  l'égard  des  masses  des  Planètes,  on  sait  qu'il  n'y  a  de  connues  que 
celles  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  parce  que  ces  Planètes  sont 
les  seules  qui  aient  des  satellites;  mais  la  détermination  de  ces  masses 
dépend  d'éléments  trop  délicats  pour  qu'il  n'y  reste  pas  encore  beaucoup 
d'incertitude;  aussi  les  trouve-t-on  déterminées  différemment  dans  divers 
Ouvrages,  et  nous  aurons  soin  de  les  déterminer  do  nouveau  d'après  les 
éléments  qui  paraîtront  les  plus  sûrs.  Quant  aux  niasses  des  autres  Pla- 
nètes, nous  les  conclurons  d'abord,  par  une  espèce  d'analogie,  de  leurs 
volumes  et  de  leurs  densités;  mais  nous  donnerons  ensuite  le  moyen  de 
rectifier  les  unes  et  les  autres  par  la  comparaison  de  notre  Théorie  avec 
les  observations. 

2.  Pour  mettre  dans  nos  calculs  le  plus  de  liaison  et  de  netteté  qu'il 
est  possible,  nous  conserverons  les  noms  employés  jusqu'ici;  mais, 
comme  nous  avons  représenté  les  mêmes  quantités  relativement  aux  dif- 
férentes Planètes  par  les  mêmes  lettres,  sans  trait,  ou  marquées  d'un, 
deux,...  traits,  nous  supposerons  désormais  que  toutes  les  lettres  qui 
n'ont  point  de  trait  se  rapportent  à  Saturne,  que  celles  qui  n'ont  qu'un 
trait  se  rapportent  à  Jupiter,  que  celles  qui  en  ont  deux  se  rapportent  à 
Mars,  et  ainsi  de  suite  à  la  Terre,  à  Vénus,  à  Mercure,  en  suivant  l'ordre 
contraire  des  distances  au  Soleil. 
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Ainsi  rsera  la  distance  moyenne  de  Saturne  au  Soleil,  T  sa  masse,  ou 
plutôt  le  rapport  de  cette  masse  à  celle  du  Soleil,  X  son  excentricité  en 
parties  de  sa  distance  moyenne,  9  la  longitude  de  son  aphélie,  comptée 
depuis  un  point  fixe  dans  le  ciel,  6  la  tangente  de  l'inclinaison  de  son 
orbite  sur  Técliptique  regardée  comme  un  plan  fixe,  et  ai  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  même  plan.  Ces  mêmes  lettres  marquées 
d'un  trait  représenteront  les  mêmes  quantités  pour  Jupiter,  et  ainsi  de 
suite. 

On  aura  donc  à  considérer  six  orbites  mobiles  et  variables  en  même 
temps,  et  par  conséquent  on  aura  à  résoudre  deux  systèmes  d'équations 
semblables  a  celles  des  n^  40  et  50  de  la  première  Partie,  et  qui  dans 
chaque  système  seront  au  nombre  de  douze  et  contiendront  trente  coef- 
ficients différents  qu'il  faudra  calculer  numériquement.  Ces  coefficients, 
suivant  la  notation  des  mêmes  nuuiéros,  seront  représentés  par  les  sym- 
boles ^m,  n)  et  [m,  /i],  en  prenant  pour  met  n  deux  termes  quelconques 
de  la  série  o,  i,  2,  3,  4>  ^;  ^t  voici  la  suite  des  opérations  qu'il  faudra 
faire  pour  en  trouver  les  valeurs. 

3.  Soient,  en  général, 

M  =  I  -f-  a^z'  -h  ^'z*  -i-  y'z'  -f-  â'z*  -4- .  . . , 
^  =z  az  —  a^z^  —  (3yz*  —  yôz'  —  . .  . , 

en  désignant  par  a,  j3,  y,  J,...  les  coefficients  de  la  série  qui  exprime  la 
racine  carrée  d'un  binôme,  c'est-à-dire 

I  II  ii3      j,      ii35 

2  ^  24  24^  2460 

On  calculera  les  valeurs  de  M  et  N,  en  faisant  successivement 

r      r  r        r 

r       r  r       r 

et  ainsi  de  suite ^  suivant  toutes  les  combinaisons  des  six  distances 
moyennes 

r,  r\  r",   i'\  r'%   r" 
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prises  deux  à  deux,  de  manière  que  la  plus  grande  soit  toujours  au  dé- 
nominateur et  la  plus  petite  au  numérateur;  le  nombre  de  ces  combinai- 
sons monte  à  quinze,  de  sorte  que  les  valeurs  qu'il  faudra  déterminer  rie 
cette  manière  seront  au  nombre  de  trente. 
Soient  ensuite 

On  calculera  de  même  les  valeurs  de  P  et  Q  qui  répondent  aux  quinze 
valeurs  de  z  ci-dessus. 
On  aura  alors 

(o,  i)=-^T',     [o,  i]:rz-^T',       z  étant  =^; 


(0,2)=-^T^        [o,2]:r-.-^T",  Z  élaUl    --^  ^ -, 


r 


P  O  r" 


(1,  î)  =  -;L;j  r,    [■.  «1  =  7%  T',     .  éuni  =t  '-ri 


(i,3)=-I^T-,    [i,3]=-2=T-,     3éum=::-J; 


et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  quantités  où  des  deux  nombres  renfer- 
més entre  les  crochets  le  premier  est  moindre  que  le  second. 

Quant  à  celles  où  le  premier  des  deux  nombres  renfermés  entre  des 
crochets  est  plus  grand  que  le  second,  il  suffit  de  remarquer  que,  comme 
dans  les  fonctions  (r,  r'),  (r,  r'),,...,  les  quantités  r,  r',...  sont  per- 
mutables (46),  si  dans  les  expressions  des  quantités  dont  il  s'agit  on 
échange  entre  elles  les  lettres  r,  r',  r", . . . ,  il  viendra 

(l,  0)=(0,  l)   i/^  ^,        (2,  0)r=(0,  3)  y  -;•  ;p»---* 


et  de  même 


[i,  o]  =  [o,  i]  y/^  ^,     [2,  o]  =  [o,  2]  y/^  ;pi  •  •  •  1 


^ 
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et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

z  étant  =  -^5  où  les  lettres  /w,  n  en  exposant  représentent  des  traits  et 
non  des  puissances. 

4.  Les  Tables  de  Halley  nous  donnent  les  valeurs  suivantes  des  dis- 
tances moyennes  r,  r\  r** ,  r"',  r"",  r'', 

r    1=9,54007,         log.     o,97955i5, 
r'  1=5,20098,  0,7160852, 

r"  rrr  1,52309,  0,1828966, 

r*'  =:  1,00000,  0,0000000, 

r''2=:  0,72333,  9,8593365, 

r'   rzr  0,38710,  9,5878232. 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  a  calculé  celles  des  quantités  M  et  N 
pour  les  quinze  valeurs  de  z;,  en  poussant  Texactitudè  jusqu'à  six  déci- 
males; on  a  cherché  ensuite  les  valeurs  correspondantes  des  quantités  P 
et  Q,  et  enfin  celles  des  quantités  représentées  par  des  crochets  ronds  et 
carrés.  On  a  trouvé  ainsi  les  valeurs  suivantes^sur  Texactitude  desquelles 
on  peut  compter. 

r' 

Pour  2  rr;  —  =  0,545172  : 

M  =  1,075800,  N  =:  0,262042, 

P  =0,433858,  Q  =  0,283512, 

(o,  i)  =.-0,014724 T'  [o,  i]  1=0,009622 T' 

8,1680204,  7^9832443» 

(i,  o)  =  o,oi994iT  [i,  o]  =: o,oi3o3iT 

8,2997537,  8,1149776. 
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Pour  z  =  —  =  0,15971 5  : 

M  -j  1,006387, 
P  zizz  0,020082, 

(o,  2)  --- 0,000682  T" 
6,8334798, 

(2,  o)  =:  o,ooi7o5T 
7,2318070, 


.w 


N  --=  0,079602, 
Q  =--  0,003964, 

[o,  2]  =  0,0001 35 T" 
6,1288064, 

[2,  o]  =r  0,000337  T 
6,5271336. 


Pour  r  =  —  --.  0,104821  : 
r 


Pour  z  = 


M  —  i,oo274y, 

N  =  o,o52338. 

P  --  0,008412, 

Q  — 0,001099, 

(0,  3  ;  r-  0,000285 T"' 

0,  3]  -  :  0,000037 T"' 

6,4555721, 

5,5716705, 

(  3,  0)  — -  0,000882  T 

[3,0]      0,0001 151 

6,9453479, 

6,06 1446^  • 

0,075820  : 

M  —  1,001437, 

N  —  0,037883, 

P       0,004359, 

Q      0,0004 12, 

(0,  4)  =  o,oooi48T" 

[0, 4]      o,ooooi4T*' 

6,1700597, 

5,1455700, 

(4»o)     0,000537! 

4,0        o,oooo5iT 

6,7301678, 

5,7056781. 

r 


Pour  z  ■■=  '-=^  0,040576  : 


V. 


M       i,ooo4ii, 

N    ■  0,020284, 

P       0,001239, 

Q      0, 000063, 

5)       0,000042!* 

[0,  5       0,000002  r* 

5,6237441» 

4,33ooi33, 

0}  _:  0,000209T 

[5,0]      0,00001  iT 

6,3196095, 

5,0258787. 

28 
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Pour  3  =  —  =  0,292962  : 


M  :=-  1,021574, 

N_:  0,144893, 

P  -,0,076189, 

Q  —  0,027598, 

2)  — 0,006423  T" 

1,2]—-  0,002327 T"  ' 

7,8077645, 

7,3667498, 

1  )r=:  0,01  1867  T' 

[2,  i]--o,oo4299T' 

8,0743589, 

7,6333442. 

^m 


Pour  5:  =  —  =  0,192271  : 


Pour  z  = 


M  ~  1,009263, 

N  =::  0,095689, 

P  -^0,029757, 

0-0,007116, 

(1,3)^  o,Q025o9T'" 

[  1,  3]  ~  0, 000600 T"' 

7»%946i3, 

6,7781081, 

(3,  1  j   0,005721  T' 

[3,  i]— .0,001 368r 

7,7575044, 

7,i36i5i2. 

^,   -0,139076: 

M:ï=  1,004841, 

N  r-  0,069370, 

P  —  o,oi5o48. 

Q--,  0,002611, 

(i,4)  — o,ooi269T''' 

[1,  4]  -  0,000220 T* 

7,io335io, 

6,3426791, 

(4,  I  )  —  o,oo34o2T' 

[4,  1  ]  --  0,000590 T' 

7,5317249, 

6,77io53o. 

IV 


r 


Pour  z  --.  —  =z  0,074428  : 


M  =:  i,aoi385, 

N  -0,037188, 

P  =10,004198, 

Q  —  0,000390, 

;  1,5):;=  0,000354  r 

1,5]--  o,oooo33T'' 

6,5489146, 

5,5169368, 

;  5,  1  );=  0,0012977' 

[5,  I  ]  —  0,000121  T' 

7,ii3o465, 

6,0810687. 
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Pour  z  -  -  ->7    :  o,6563oi  : 


M  =  1,110961,  N  =  o,3o9374f 

P  —  0,9.39816,  Q  —  o,7?.!?i709, 

(2,  3)      r  0,499687!"  [2,  3]  r.:z  0,3842561" 

9,6986980,  9,5846187, 

(3,  2)  ■=  o.6i68o3T"  [3,  2]  =1.  o,4743i5T 
9,7901465,  9,6760672. 


Pour  z  :--  -~     :  0,47472^  : 


M    --    1,057182,  N  in::  0,2 30473, 

P  ~-  0,273498,  Q   "  o,  157378, 

2,4)    -:0,l454l5T-  [2,4]-       0,0836757!' 

9,i626of)2,  8,9225991, 

(  î,  2, .  -  0,21  io52T'  [4»  2]=:  o,i2i445ï" 
9,3243891,  9,0843790. 


Pour  5  :  :  —  --  0, 264054  : 


Mi=i,oi6565,  N-:o,  125947, 

P— o,o5345i,  Qr^- 0,01 6523, 

.  2,  5  ;  :  -  0,028420 T*  [2,  5]  zi:z  0,008785!' 
8,4536109,  7,9437440, 

[  5,  2}  =r  o,o56383!"  [5,  2]  =  0,017429!" 
8,7511479.  8,2412810. 


Pour  z  -'  -.■,  -r-zz  <),7233'3o  : 


M  ~  1,135763,  N  =  o,336i3i, 

P  ■—  i,6o425(>,  Q  :-  1,335909, 

;3,4)^  i,6o4256!''  [3,  4] -~  1,335909!'^ 
0,2052730,  0,1257768, 

(4, 3  )  =z  1,886275!'"  [4, 3]  =  1,570756!"' 
0,2756048,  0,1961086. 


28. 
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Pour  2  =; 


r" 


.fff 


0,38710  : 


M  =  1 ,037828, 

P   rzr  0,1 52524, 

(3,  5)  =  0,1525241" 
9,1833382, 

(5,  3)  =  0,245147!'*' 
9,3894266, 


N  =  0,189854, 
Q  =1  0,072352, 

[3,  5]  ==  0,072352 ï" 
8,85945o5, 

[5,  3]  =  0,116289!"' 
9,0655389. 


Pour  z=  -—  ■=  o, 535 1 6/4  : 


M  = 

-   1,072986, 

P  r 

-  0,406122, 

(4.5)r: 

-  0,6601 64  T' 

9,8196518, 

'5,4)  = 

=  0,902419!** 

9,9554084, 

N  rr-  0,257625, 

Q=  0,260961, 

[4,  5]  r-  0,424200!' 
9,6275709, 

[5,41  =  0,579866!- 
9,7633275. 


Les  nombres  placés  sous  les  valeurs  des  quantités  marquées  par  des  cro- 
chets sont  les  logarithmes  des  coelficients  numériques  qui  se  trouvent 
au-dessus;  j'ai  cru  devoir  donner  aussi  ces  logarithmes,  non-seulement 
pour  servir  de  confirmation  aux  nombres  qui  leur  répondent,  mais  en- 
core parce  qu'étant  plus  exacts  que  ces  nombres,  ils  pourraient  servir, 
s'il  était  nécessaire,  à  pousser  la  précision  plus  loin. 

5.  11  reste  encore  à  déterminer  les  valeurs  des  six  quantités  !,.  T', 
T", . . . ,  T^,  c'est-à-dire  des  rapports  des  masses,  ou  forces  attractives  ab- 
solues des  Planètes  principales,  à  celle  du  Soleil;  mais  cette  détermina- 
tion est  sujette  à  beaucoup  de  difficultés.  D'abord  il  n'y  a  que  trois  Pla- 
nètes, Saturne,  Jupiter  et  la  !erre,  pour  lesquelles  on  ait  les  données 
qu'elle  demande,  parce  que  ce  sont  les  seules  qui  aient  des  satellites; 
encore  ces  données  sont-elles  peu  sûres.  A  l'égard  des  autres  Planètes, 
on  n'en  peut  connaître  par  observation  que  le  volume;  et,  pour  en  dé- 
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duire  la  masse,  il  faut  ensuite  adopter  quelque  hypothèse  sur  la  densité, 
ce  qui  rend  les  résultats  douteux  et  précaires.  Cet  objet  mérite  donc  une 
discussion  particulière;  elle  est  même  d'autant  plus  nécessaire  qu'on 
trouve  dans  plusieurs  Ouvrages  des  valeurs  assez  différentes  des  masses 
des  Planètes  et  de  leurs  densités,  sans  que  les  Auteurs  y  aient  donné  les 
détails  convenables  pour  justifier  ces  différences. 

On  sait  par  les  Théorèmes  de  Newton  que  la  force  attractive  absolue 
d'un  corps,  autour  duquel  un  autre  corps  décrit  une  ellipse  quelconque, 
est  en  raison  directe  du  cube  de  la  distance  movenne  et  inverse  du  carré 
du  temps  périodique;  et  cette  Proposition,  que  Newton  a  démontrée 
pour  les  corps  qui  décrivent  des  ellipses  invariables,  est  vraie  aussi  lors- 
qu'on a  égard  aux  variations  séculaires  des  éléments.  Car  nous  avons  vu 
dans  la  première  Partie  (34)  que  dans  ce  cas  la  vitesse  de  la  longitude 

moyenne  est  toujours  représentée  par  —  »  et  la  distance  moyenne  par  ^9 

pétant  la  force  attractive  absolue  du  centre,  c'est-à-dire  la  force  cen- 
trale à  la  distance  i;  ainsi,  en  nommant  r  la  distance  movenne  et  m  la 
vitesse  du  mouvement  inoven,  on  a 


donc 


:  t>^ 


g—  mr^; 


mais  il  est  évident  que  la  vitesse  m  est  toujours  réciproquenu^nl  propor- 
tionnelle au  temps  périodique;  par  conséquent,  si  l'on  nomme  t  ce 
temps,  on  aura,  en  général, 


frz=z   — 


r 
V 


Soient  maintenant  S  la  masse  du  Soleil,  P  celle  d'une  Planète  princi- 
pale, r  la  distance  moyenne  de  cette  Planète  au  Soleil,  et  t  son  temps  pé- 
riodique; soient  de  plus  0  la  distance  moyenne  d'un  satellite  de  la  même 
Planète  à  cette  Planète,  et  5  son  temps  périodique.  Les  forces  attractives 
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absolues  étant  proportionnelles  aux  massées  ou  quantités  de  matière,  on 


r» 


ol  par  la  même  raison 


ilonr 


s=  ^» 


P 

S 


îïii)'- 


Soit  (le  plus  I)  la  densité  de  la  Planète  P,  et  d  son  demi-diamètre; 
comme  les  volumes  des  sphères  sont  en  raison  triplée  des  rayons,  on 
aura  d^  proportionnelle  au  volume  de  la  planète  P;  donc  D  sera  propor- 
tionnelle à  (-^  j  ~ 

Appliquons  ces  formules  aux  Planètes. 

6.  Pour  la  Terre  on  a 

/  =:  année  sidérale  -  365'  6**  9"'  iS' 

suivant  la  (Piaille,  et 

9  1-;  mois  périodique  -:  a^i  y»  4^'"  >2» 

suivant  Mayer.  Réduisant  en  décimales  de  jour,  on  a  donc 

/=:  365J,  25639,    ô  =  27^,32167, 

et  de  la  on  trouve 


log(^)  -----1,1260907. 


Ces  valeurs  ne  sont  sujettes  à  aucune  incertitude;  par  conséquent  les  ré- 
sultats ne  sauraient  pécher  de  ce  côté-là. 

Soit/7  la  parallaxe  horizontale  du  Soleil  et  zr  celle  de  la  Lune;  on  aura, 

comme  on  sait, 

d       .         d       . 
-  =  sinp,     -  —  smcT, 
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pourvu  qu'on  prenne  pour  ts  la  parallaxe  qui  répond  à  la  distanrf 
moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre.  Or,  comme  il  ne  s'agil  ici  que  de  com- 
parer les  effets  de  la  force  attractive  du  Soleil  sur  la  Terre  et  de  la  forer 
attractive  de  la  Terre  sur  la  Lune,  il  est  clair  qu'il  ne  faut  considérer  que 
te  simple  mouvement  elliptique  de  la  Lune,  qui  dépend  uniquement  de 
cette  dernière  force,  et  faire  abstraction  de  toutes  les  inégalités  (lu<»s  ii 
l'action  du  Soleil.  Ainsi,  dans  les  Tables  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  on 
ne  considérera  que  celle  qui  a  pour  argument  l'anomalie  de  la  l^une;  el 
voici  comment  on  déterminera  la  parallaxe  tr. 

Soient  o'  et  p"  les  distances  qui  répondent  à  zéro  et  à  1 80  degrés  d'ano- 
malie, et  sr',  zs"  les  parallaxes  correspondantes;  on  aura,  par  les  pro- 
priétés connues  des  orbites  elliptiques, 


d'ailleui*s 


0  0 


donc 

o'-^-p"  _    (ii        l  I        \  e/  SIllGT   -+-S1UGJ  ,  ?.  -?. 

:>\sincT'        sinro"/    ~  1     sin usiner" 


2 


siocj'  sirjCT' 


Donc 


-  ~: -~ ^y  -       -;  -    -  -  :_  sincj. 

sm -  cos 


La  Table  XI  dt»  Mayer  pour  Iîi  |)arallaxe  de  la  Lune  donne 

rrr      -  5.f  I J  ,     ui        Oo  ?t)  ; 

«le  là  on  trouve 

<**eslla  parallaxe  sous  l'équaleur.  Pour  la  réduire  à  la  latitude  moyenne 
<le  45  degrés,  il  en  faut  retrancher  7' .V.  Ainsi  l'on  aura  en  nombres  ronds 

,";»'  o' 
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A  l'égard  de  la  parallaxe  du  Soleil,  les  Astronomes  ne  sont  pas  encore 
bien  décidés  sur  sa  quantité,  les  uns  la  faisant  de  8",  5,  les  autres  de 
8",  6;  nous  supposerons  donc  successivement 

p=z  S'\5    et    =:8^6. 

On  aura  d'abord 

p  _  sinS^^jS 


;;/ 9 


dont  le  logarithme  est  égal  à  7,3950320;  donc  le  logarithme  de 
(")   (ê)    ^^^^  4>4372774,  auquel  répond  la  fraction  -ôgFôg-'  C'est  la 

valeur  de  la  masse  de  la  Terre,  exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil, 
c'est-à-dire  de  la  quantité  T".  Ainsi,  en  supposant  la  parallaxe  du  Soleil 
de  8"|,  on  a 

logT— 4,437^774,     T-^-3^'3^-. 

Si  l'on  fait  cette  parallaxe  de  8", 6,  la  valeur  de  T''  se  trouve  augmen- 
tée dans  la  raison  de  i  à  (  g^j  »  et  Ton  aura  alors 

logr'r- 4,4487158,     r- 


355864 


Dans  la  suite  nous  nous  en  tiendrons  simplement  à  la  première  de  ces 
valeurs  de  T\ 

7.  Évaluons  maintenant  la  quantité  D  d'après  la  formule 


en  employant  les  mêmes  éléments  que  ci-dessus,  on  trouve 

logD  =  2,467 1004. 

Cette  valeur  est,  comme  on  voit,  indépendante  de  la  parallaxe  du  Soleil, 
et  étant  comparée  avec  les  valeurs  de  D  pour  les  autres  Planètes,  elle 
donnera  les  rapports  de  leurs  densités  à  celle  de  la  Terre. 
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8.  Pour  Jupiter,  on  a  suivant  Halley 

et,  réduisant  en  décimales  de  jour, 

/=:  4332J,  35279. 

A  l'égard  de  la  valeur  de  ô,  nous  prendrons  celle  qui  convient  au  qua- 
trième satellite,  dont  la  révolution  périodique  et  la  distance  étant  plus 
grandes  que  celles  des  autres  satellites  sont  aussi  plus  faciles  à  déterminer 
exactement;  et  nous  aurons  d'après  les  déterminations  de  M.  Wargentin 

er=l&  16»»  32"' 8»  -r:  i6J,68898. 

De  là  on  trouvera 

.    logj^  =  2,4142939, 

valeur  qui  peut  être  regardée  comme  aussi  exacte  que  la  valeur  analogue 
trouvée  pour  la  Terre. 
On  ne  peut  pas  s'attendre  à  un  pareil  degré  d'exactitude  relativement 

à  la  valeur  de  -  qui  exprime  le  rapport  entre  la  distance  moyenne  du 

satellite  à  Jupiter,  et  celle  de  Jupiter  au  Soleil.  Il  est  clair  que  ce  rapport 
est  égal  au  sinus  de  la  plus  grande  digression  du  satellite  vu  du  Soleil,  à 
la  distance  moyenne  de  Jupiter;  et  cette  digression  héliocentrique  est 
toujours  facile  a  conclure  de  la  plus  grande  digression  géocentrique  ob- 
servée dans  un  temps  quelconque.  Mais  ces  sortes  d'observations  sont 
très-rares;  et  je  ne  connais  que  celles  que  Newton  rapporte  au  commen- 
cement du  troisième  Livre  des  Principes  (Phén.  I)  et  qu'il  dit  avoir  été 
faites  par  Pound  avec  d'excellents  micromètres. 

La  plus  grande  élongation  héliocentrique  du  quatrième  satellite,  ré- 
duite à  la  distance  moyenne  de  Jupiter,  a  été  trouvée  par  cet  Astronome, 
avec  une  lunette  de  i5  pieds,  de  8' 16";  et  celle  du  troisième  satellite, 
réduite  de  même,  a  été  trouvée  de  4'42"  avec  une  lunette  de  i23  pieds. 
Ces  deux  observations  sont  si  bien  d'nccord  avec  la  loi  des  temps  pério- 
diques que  l'une  confirme  l'autre  tout  à  fait.  Car  la  révolution  périodique 
V.  29 


1 


» 
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du  troisième  satellite  étant  par  les  Tables  de  Wargentin  de  7^  3*^4^™  33*, 
ou  bien  en  décimales  de  jour  de  7^1 5455,  on  a  pour  le  rapport  des 
temps  périodiques  du  quatrième  et  du  troisième  le  nombre  2,33364» 
dont  le  carré  est  5,44 i^ï;  or  le  rapport  de  leurs  distances  à  Jupiter  est 
évidemment  égal  à  celui  des  sinus  des  élongations  8'  16"  et  4'42",  lequel 
se  trouve  de  1,75886,  dont  le  cube  est  5,44^23. 

Les  Cassini  avaient  sans  doute  fait  beaucoup  d'observations  sur  les 
satellites  de  Jupiter;  mais  on  n'en  trouve  que  les  résultats  dans  les  Élé- 
ments d'Astronomie;  encore  les  élongations  n'y  sont  pas  déterminées 
directement,  mais  par  le  moyen  du  diamètre  apparent  de  Jupiter  et  des 
distances  des  satellites  évaluées  en  parties  de  ce  diamètre.  La  distance 
du  quatrième  y  est  supposée  de  ^5,3  demi-diamètres  de  Jupiter,  et  le  dia- 
mètre apparent  de  cette  Planète,  vu  du  Soleil  dans  sa  moyenne  distance, 
y  est  de  4i"i;  ce  qui  donne  8'45"  pour  la  plus  grande  élongation.  Mais 
la  détermination  de  Pound  me  parait  plus  sûre. 

Faisant  donc 

^=:sin8'i6", 

r 

et  employant  la  valeur  de  ^  trouvée  ci-dessus,  on  a 

log(f)'(^)'-logT'-6,97i756., 

et  de  là 

1067,195' 

valeur  de  la  masse  de  Jupiter  en  parties  de  celle  du  Soleil.  Cette  valeur 
s'accorde  avec  celle  que  Newton  avait  trouvée  (Livre  III,  Proposition  VIII  )    • 
et  dont  tous  les  Géomètres  ont  fait  usage  jusqu'ici. 

9.  Cherchons  maintenant  la  densité  de  Jupiter  ou  plutôt  le  rapport  de 
cette  densité  à  celle  de  la  Terre.  Il  faut  pour  cela  évaluer  la  formule 


»=fâ"^ 
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où  0  a  la  même  valeur  que  ci-dessus,  et  où  4  exprime  la  distance  du  sa- 
tellite à  Jupiter  en  demi-diamètres  de  cette  Planète.  Suivant  Cassini  cette 
distance  est  de  25,3  pour  le  quatrième  satellite.  Or  Newton  rapporte 
dans  l'endroit  cité  des  Principes  y  que  le  diamètre  de  Jupiter  observé  par 
Pound  avec  la  même  lunette  de  12 3  pieds,  et  réduit  à  la  distance 
moyenne  de  Jupiter,  s'est  toujours  trouvé  plus  petit  que  4o",  jamais  au- 
dessous  de  38",  mais  le  plus  souvent  de  39".  Supposons-le  donc  de  39"; 
il  est  clair  qu'en  le  comparant  à  la  plus  grande  élongation  de  8' 16''  du 
quatrième  satellite,  on  aura 

p       sinS'iô''        ^  ,_^ 

Zj  =  —• Trr  =  25,436; 

valeur  qui  s'éloigne  peu  de  celle  de  Cassini,  mais  que  nous  adopterons 
de  préférence  à  celle-ci,  comme  plus  exacte,  vu  la  longueur  des  lunettes 
avec  lesquelles  elle  a  été  trouvée.  Nous  aurons  ainsi 

logD  =  1,7714800, 

et,  retranchant  la  valeur  de  logD  trouvée  pour  la  Terre  (7),  il  viendra 
pour  le  logarithme  du  rapport  cherché 

9,3043796, 

auquel  répond  le  nombre 

0,201 55; 

c'est  la  densité  de  Jupiter,  en  prenant  celle  de  la  Terre  pour  l'unilé. 

Au  reste  Newton  préfère  déduire  le  diamètre  de  Jupiter  de  l'observa- 
tion des  passages  du  premier  et  du  troisième  satellite  sur  le  disque  de 
Jupiter,  et  il  le  conclut  de  37"{;  mais,  outre  que  cette  valeur  s'éloigne 
trop  de  celles  que  Cassini  et  Pound  ont  trouvées,  il  est  clair  que,  comme 
il  ne  s'agit  ici  que  du  rapport  du  diamètre  de  Jupiter  a  la  distance  du 
quatrième  satellite,  il  est  plus  sûr  de  s'en  tenir  aux  observations  immé- 
diates du  diamètre  apparent  et  de  l'élongation;  surtout  parce  que  ces 
observations  ont  été  faites  avec  la  même  lunette,  du  moins  relativement 

^9- 


i 
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au  troisième  satellite,  dont  l'élongation  observée  s'accorde  d'ailleurs  en- 
tièrement avec  celle  du  quatrième,  d'après  la  loi  des  temps  périodiques 
et  des  distances,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut. 

10.  Venons  à  Saturne;  nous  aurons  d'abord  par  les  Tables  de  Halley 
/  =  10762^20^  33"* 4 **=  (cï^  décimales  de  jour)  10762^,85673; 

ensuite  on  aura  d'après  Cassini  pour  le  quatrième  satellite,  qui  étant  le 
plus  gros  de  tous  est  aussi  le  plus  facile  à  observer, 

ôz=  i5Ja2'»4i"îi3»r=(en  décimales  de  jour)  i5J, 94541. 

De  là  on  tire 

log  g  =  2,8292920. 

Pour  ce  qui  concerne  la  valeur  de  -?  c'est-à-dire  du  rapport  entre  la 

distance  du  satellite  à  Saturne  et  la  distance  moyenne  de  Saturne  au  So- 
leil, nous  pouvons  la  déduire  des  observations  de  Pound  rapportées  par 
Newton  (Phén.  II).  Pound  trouva,  avec  une  lunette  de  12^  pieds  armée 
d'un  bon  micromètre,  la  plus  grande  élongation  du  quatrième  satellite, 
de  8,7  demi-diamètres  de  l'anneau,  et  le  diamètre  de  l'anneau  à  celui  de 
Saturne  comme  7  à  3;  il  trouva  de  plus  avec  la  même  lunette  le  diamètre 
de  l'anneau  de  43"  les  28  et  29  mai  17 19»  vieux  style.  En  multipliant  43" 
par  8,7,  on  a  374"  dont  la  moitié  est  187",  ou  bien  3' 7";  ainsi  d'après 
ces  observations  la  plus  grande  élongation  du  quatrième  satellite  aurait 
été  les  mêmes  jours  de  3' 7".  M.  de  Lalande  dit  en  effet  dans  son  Astrono- 
mie que  Pound  avait  observé  cette  élongation  le  9  juin  17 19  à  10  heures; 
mais,  comme  il  ne  cite  point  la  source  d'où  il  a  tiré  cette  observation  de 
Pound,  on  pourrait  soupçonner  qu'il  Ta  simplement  déduite,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  de  celles  que  Newton  avait  rapportées.  • 

Quoi  qu'il  en  soit.  Newton  réduit  le  diamètre  observé  de  l'anneau  à  4^" 
et  celui  de  Saturne  à  18"  pour  la  moyenne  distance  de  Saturne  à  la  Terre; 
ensuite  il  réduit  encore  ce  dernier  à  16"  à  cause  de  l'irradiation;  enfin 
dans  la  Proposition  VIII,  où  il  calcule  les  masses  de  la  Terre,  de  Jupiter 
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et  de  Saturne  en  parties  de  celle  du  Soleil,  il  prend  3V|"  pour  la  plus 
grande  élongation  du  quatrième  satellite  de  Saturne,  réduite  a  la  moyenne 
distance  de  cette  Planète;  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  le  diamètre  appa- 
rent de  Panneau  supposé  de  42";  car,  en  multipliant  21"  par  8,7,  on  a 
i82",7,  c'est-à-dire  3' 2", 7  seulement;  et  l'on  trouverait  moins  encore  si 
l'on  avait  égard  à  la  correction  due  à  l'irradiation  supposée  par  Newton. 

D'ailleurs,  en  calculant  les  lieux  de  Saturne  et  de  la  Terre  pour  le 
29  mai  17 19,  vieux  style,  c'est-à-dire  pour  le  9  juin  de  la  même  année, 
on  trouve  que  la  distance  de  Saturne  à  la  Terre  était  alors  à  la  distance 
moyenne  de  Saturne  au  Soleil  dans  le  rapport  de  953  à  1000;  par  là  le 
diamètre  de  l'anneau,  observé  par  Pound  de  43",  se  réduit  à  4o"»97  pour 
la  distance  moyenne  de  Saturne;  et,  ce  diamètre  étant  multiplié  par  la 
moitié  de  8,7,  il  vient  178",  3,  ou  2' 58",  3  pour  la  plus  grande  élonga- 
tion du  quatrième  satellite  réduite  à  la  même  distance  moyenne. 

Suivant  les  déterminations  de  Bradiey  rapportées  dans  V Astronomie 
de  M.  de  Lalande,  la  distance  de  ce  satellite  est,  en  demi-diamètres  de 
Saturne,  de  20,290,  et  en  demi-diamètres  de  l'anneau,  de  8,698;  ainsi, 
en  multipliant  4o''»97  par  4359,  on  aurait  178",  18,  ou  bien  2' 58",  18 
pour  la  plus  grande  élongation  du  même  satellite. 

Cassini  établit,  dans  ses  Éléments  d'Astronomie,  la  distance  du  qua- 
trième satellite  de  Saturne,  en  demi-diamètres  de  l'anneau,  de  8  seule- 
ment; mais  il  donne  ensuite  45"  au  diamètre  apparent  de  l'anneau,  ce 
qui  rend  la  plus  grande  élongation  de  3'.  Il  y  a  peut-être  lieu  de  croire 
que  ces  éléments  sont  moins  exacts  que  ceux  qui  résultent  des  observa- 
tions de  Pound,  d'autant  plus  que  suivant  Cassini  le  diamètre  apparent 
de  Saturne  est  de  20",  ce  qui  donne  le  rapport  de  ce  diamètre  à  celui  de 
l'anneau  dans  la  proportion  de  4  à  9,  tandis  que  par  les  observations  de 
Pound  et  de  Bradiey  faites  avec  de  très-longues  lunettes  cette  proportion 
est  de  3  à  7. 

Nous  supposerons  cependant  par  un  milieu  la  plus  grande  élongation 
du  satellite  en  question  de  2^59";  nous  aurons  ainsi 


P—  eî 
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et,  employant  la  valeur  de  ^  donnée  ci-dessus,  il  viendra 

lOg  (^y  (0^.  lOgT  r^  6,4738674; 

d'où 

3358,4o  ' 

valeur  de  la  masse  de  Saturne  en  parties  de  celle  du  Soleil. 
Si  Ton  supposait  avec  Newton 


on  trouverait 


et  par  conséquent 


£=sin3'4", 


logT=:  6,509761 8, 


3091,9 


valeur  très-peu  différente  de  celle  qu'il  a  donnée  dans  la  Proposition  VIII, 
du  Livre  III.  Mais,  d'après  la  discussion  où  nous  sommes  entrés  sur  la 
vraie  élongation  du  quatrième  satellite  de  Saturne,  on  ne  peut  que  re- 
garder cette  valeur  comme  beaucoup  trop  forte. 

Au  reste  il  est  surprenant  que  dans  ces  derniers  temps,  où  le  nombre 
des  Observatoires  ei  des  Observateurs  s'est  si  fort  accru,  et  où  les  instru- 
ments optiques  ont  été  portés  à  une  si  grande  perfection,  on  n'ait  pas 
cherché  a  rectifier  de  nouveau  des  éléments  si  essentiels  pour  la  Théorie 
du  système  du  monde  ;  nous  exhortons  les  Astronomes  à  réparer  cette 
omission  et  à  déterminer  par  de  nouvelles  observations  les  distances  des 
satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne  à  leurs  Planètes  principales  avec  toute 
l'exactitude  que  l'on  peut  attendre  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie. 

1 1 .  Quant  à  la  densité  de  Saturne,  laquelle  dépend  de  la  formule 


"-m 
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en  prenant  pour  4  la  valeur  trouvée  par  Bradley  de  20,295,  il  vient 

logD  =  1,5168958; 
d'où,  retranchant  la  valeur  de  logD  pour  la  Terre  (7),  on  a 

9,0497954 

pour  le  logarithme  du  rapport  de  la  densité  de  Saturne  à  eelle  de  la  Terre; 
en  sorte  que  la  densité  de  Saturne  sera 

0,1  I2l5, 

celle  de  la  Terre  étant  prise  pour  Tunité. 

Au  reste  cette  détermination  suppose  que  Ton  fasse  abstraction  de  l'at- 
traction de  l'anneau  sur  les  satellites,  et  que  la  force  centrale  de  ceux-ci 
soit  due  uniquement  à  la  masse  de  Saturne.  Si  une  partie  m"^'"''  de  cette 
force  provenait  de  l'anneau,  alors  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver 
pour  la  densité  devrait  être  diminuée  de  la  m'^'"*^  partie. 

12.  A  l'égard  des  masses  des  autres  Planètes  qui  n'ont  point  de  satel- 
lites, il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  les  conclure  de  leurs  vo- 
lumes combinés  avec  leurs  densités.  C'est  ainsi  que  M.  Euler  en  a  usé  le 
premier  dans  ses  Recherches  sur  les  perturbations  des  Planètes    Prix  de 
l Académie  des  Sciences  de  Paris,  tome  VIII,  page  i23j.  Newton  avait 
trouvé  que  les  densités  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne  étaient  dans 
la  proportion  des  nombres  4t>o,  94^  et  67  (Livre  III,  Proposition  VIII), 
ou  bien  en  divisant  par  400,  de  ceux-ci  :  i,  o,  23625,  0,1675.  M.  Euler  a 
remarqué  que  ces  nombres  sont  presque  comme  les  racines  des  mouve- 
ments moyens  de  ces  Planètes;  en  effet,  comme  les  carrés  des  mouve- 
ments  moyens  sont  en  raison  inverse  des  cubes  des  distances  moyennes, 
il  s'ensuit  que  les  racines  des  mouvements  moyens  seront  en  raison  in- 

verse  des  puissances  7  de  ces  mêmes  distances;  or  d'après  les  valeurs  du 
n^  4  on  trouve 

-j=i,     — £  =  0,29036,     -j  =  0,1842a; 


f*fi  pi^  P* 
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et  Ton  voit  que  ces  deux  derniers  nombres  ne  s'éloignent  pas  beaucoup 
de  ceux  qui  expriment,  suivant  Newton,  les  densités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne en  parties  de  celle  de  la  Terre.  De  là  M.  Euler  a  conclu  qu'on  pou- 
vait supposer  que  les  densités  inconnues  de  Mars,  Vénus  et  Mercure  sui- 
vent la  même  loi  des  racines  des  mouvements  moyens;  et  c'est  d'après 
cette  hypothèse  qu'ont  été  calculées  les  densités  et  les  masses  de  ces  Pla- 
nètes qu'on  trouve  dans  la  Connaissance  des  Temps,  et  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  nos  Recherches  sur  les  équations  séculaires  des  nœuds  et  des 
inclinaisons  y  quoique  d'ailleurs  les  densités  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de 
Saturne  y  soient  assez  différentes  de  celles  de  Newton,  et  s'éloignent 
considérablement  de  la  loi  supposée. 

Suivant  les  déterminations  précédentes,  les  densités  de  la  Terre,  de 
Jupiter  et  de  Saturne  sont  comme  les  nombres  i,  0,201 55  et  0,1 121 5. 
Or  ces  nombres  sont  à  peu  près  en  raison  inverse  des  distances  moyennes; 
car  on  a 

p^=:i,     ——0,19228,     -=r  0,10482. 

Pour  Jupiter  la  différence  est  moindre  qu'un  vingtième  de  la  densité; 
pour  Saturne  elle  est  environ  d'un  quinzième;  mais  nous  avons  remar- 
qué que  la  force  attractive  de  l'anneau  doit  diminuer  la  densité  de  Sa- 
turne; ainsi  cette  considération  peut  l'approcher  davantage  de  la  va- 
leur -•  Dans  la  Connaissance  des  Temps  cette  densité  est  seulement  de 
0,1045,  et  par  conséquent  presque  égale  à  -^  mais,  comme  j'ignore  sur 

quelles  données  elle  a  été  calculée,  je  ne  puis  savoir  quel  degré  de  con- 
fiance elle  mérite. 

Quoi  qu'il  en  soit,  s'il  y  a  une  loi  entre  les  densités  des  Planètes  et 
leurs  distances  au  Soleil,  on  peut  regarder  celle  que  nous  venons  de  dé- 
couvrir  et  qui  fait  ces  densités  réciproquement  proportionnelles  aux  dis- 
lances, comme  la  plus  plausible  par  sa  simplicité  et  par  son  accord  avec 
les  densités  connues;  nous  l'adopterons  donc  aussi  pour  Mars,  Vénus  et 
Mercure,  et  nous  supposerons  leurs  densités  égales  respectivement  aux 
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quantités  ^»     -i  --»  e/est-h-dire,  à 

o,6563o,     i,38:i5o,      2,5833  r, 

(i'aprës  les  valeurs  du  n*^  4. 

13.  Comme  ces  densités  sont  exprimées  en  parties  de  celle  de  la  Terre, 
il  est  clair  que  si  on  les  multiplie  respectivement  par  les  cubes  des  dia- 
mètres exprimés  pareillement  en  parties  de  celui  de  la  Terre,  on  aura  les 
masses  correspondantes,  exprimées  aussi  en  parties  de  la  masse  de  la 
Terre;  car  on  sait  que  les  volumes  des  sphères  et  de  tous  les  corps  sem- 
blables sont  en  raison  triplée  des  côtés  homologues.  Il  ne  s'agit  donc  que 
d'avoir  les  diamètres  des  trois  Planètes  Mars,  Vénus  et  Mercure;  mais  le 
manque  d'observations  rend  de  nouveau  cette  détermination  difficile  et 
incertaine. 

M.  le  Monnier  rapporte  dans  les  Institutions  astronomiques  que  Picard 
avait  observé,  le  5  septembre  1672,  le  diamètre  de  Mars  de  26";  mais  que 
Flamsteed  l'avait  trouvé  à  peu  près  dans  le  même  temps  tantôt  de  2", 
tantôt  de  7"  plus  grand;  ainsi,  suivant  Flamsteed,  ce  diamètre  aurait  été 
alors  par  un  milieu  d'environ  3o";  sur  quoi  M.  de  Lalande  observe  dans 
son  Astronomie  que  Picard  lui-même  dit  l'avoir  trouvé  de  3o"  dans  le 
temps  de  l'opposition  qui  a  eu  lieu  le  8  septembre  1672.  Or  la  distance 
de  Mars  à  la  Terre  était  alors  de  o, 38 1 5  en  parties  de  la  distance  moyenne 
de  la  Terre  au  Soleil;  ainsi  le  diamètre  apparent  de  Mars  vu  à  cette  der- 
nière dislance  sera  de  1 1",4;  c'est  ainsi  qu'il  se  trouve  dans  la  Connais- 
tance  des  Temps.  Mais  dans  les  Suppléments  à  Y  Astronomiey  M.  de  Lalande 
réduit  ce  diamètre  à  10",  175  d'après  les  observations  faites  par  M.  l'Abbé 
Rochon  en  1777  avec  son  nouveau  micromètre.  Nous  le  supposerons  ce- 
pendant encore  de  1 1",4  avec-Picard  et  Flamsteed. 

Le  passage  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil,  arrivé  le  6  juin  1761,  a 
fourni  aux  Astronomes  l'occasion  de  rectifier  le  diamètre  de  Vénus,  que 
les  observations  d'Horroccius  avaient  donné  d'environ  20"  à  la  distance 

moyenne  du  Soleil.  M.  de  Lalande  l'a  déterminé  de  16",  7  k  cette  même 
V.  3o 
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(listcince,  tant  par  ses  propres  observations  que  par  celles  que  Short  avait 
faites  en  Angleterre;  et  il  ne  parait  pas  que  les  observations  du  passage 
(le  1769  aient  rien  changé  à  cette  détermination  [Mémoires  de V Académie 
des  Sciences  de  Paris  pour  1762,  page  260). 

Le  diamètre  de  Mercure  ayant  été  mesuré  par  Bradley  en  1723,  dans 
le  temps  du  passage  de  cette  Planète  sur  le  disque  du  Soleil,  avec  un  mi- 
cromètre appliqué  à  un  télescope  d'Huyghens  de  120  pieds,  fut  trouvé 
de  \o" [\o" (Transactions philosophiques,  n^386).  Or  le  calcul  donne  pour 
la  distance  de  Mercure  à  la  Terre  à  cette  époque  0,67657;  de  sorte  que 
ce  diamètre,  réduit  k  la  distance  moyenne  du  Soleil,  devient  7"»  27.  Mais 
M.  de  Lalande,  dans  le  passage  de  1753,  ne  Ta  trouvé  pour  cette  même 
distance  que  de  6"-^;  et  il  le  fixe  en  conséquence  par  une  espèce  de  milieu 
à  6", 9.  Nous  le  supposerons  en  nombres  ronds  de  7",  tel  qu'il  se  trouve 
dans  la  Connaissance  des  Temps. 

Li.  Les  valeurs  que  nous  venons  d'assigner  aux  diamètres  de  Mars, 
Vénus  et  Mercure,  réduits  à  la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre, 
étant  maintenant  divisés  par  17",  diamètre  de  la  Terre  vue  du  Soleil 
dans  la  supposition  de  la  parallaxe  de  cet  astre  de  8"|,  on  a  les  nombres 
suivants 

0,6705g,    0,98235,    0,41176 

pour  les  valeurs  de  ces  diamètres  exprimées  en  parties  de  celui  de  la 
Terre.  Les  cubes  de  ces  nombres,  étant  multipliés  respectivement  par  les 
densités  (12) 

o,6563o,     1, 38250,     2,5833 1, 

donneront  les  masses  en  parties  de  celle  de  la  Terre;  et  ces  masses  étant 

ensuite  multipliées  par  ô^fo^-'  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  a  celle  du 

Soleil,  donneront  enfin  les  rapports  des  masses  de  Mars,  de  Vénus  et  Mer- 
cure à  celle  du  Soleil,  ou,  c.e  qui  revient  au  même,  les  masses  de  ces  Pla- 
nètes exprimées  en  parties  de  celle  du  Soleil,  c'esl-à-dire,  les  valeurs  des 
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quantités  T",  T*'',  T"".  D'après  ce  calcul  on  trouve. 

logT"  =  3.7337488,      T"  := -3^-, 
logT'V.  4,5547437,      T". 


278777 
IogT'  =  3,69340.5.       Tv  =  _I^. 

Et  les  autres  masses  seront,  comme  on  les  a  trouvées  ci-dessus, 


logT  =6,47386,4,       T=^^, 


logT' ^6,97.756..      T'^-^^, 


logT"'=4,437?.774,       T"=^ 


I 


36536 I 


15.  Après  avoir  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  quantités  T,  T,...,  T"", 
il  n\  a  plus  qu'à  les  substituer  dans  les  expressions  des  quantités  mar- 
quées par  des  crochets  ronds  et  carrés  (4)  ;  mais  avant  de  faire  cette  sub- 
stitution nous  remarquerons  que,  dans  les  équations  différentielles  dont 
ces  quantités  doivent  être  les  coefficients,  la  variable  t  est  censée  repré- 
sentée par  l'angle  du  mouvement  moyen  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Or 
il  est  beaucoup  plus  commode  pour  le  calcul  et  pour  les  usages  astrono- 
miques d'exprimer  le  temps  en  années  Juliennes  de  365  jours  et  6  heures. 
Soit  donc  a  l'angle  que  la  Terre  ou  le  Soleil  parcourt  relativement  aux 
étoiles  fixes  dans  l'espace  d'une  année  Julienne,  il  est  clair  qu'il  n'y  a 
qu'a  changer  t  en  at  pour  que  la  quantité  t  se  trouve  exprimée  en  années 
et  en  parties  d'année.  Mettant  ainsi  at  à  la  place  de  /,  et  par  conséquent 
adt  à  la  place  de  dt,  dans  les  équations  dont  il  s'agit,  et  les  multipliant 
ensuite  par  a,  elles  ne  recevront  d'autre  changement,  si  ce  n'est  que  tous 
leurs  coefficients  représentés  par  des  crochets  ronds  et  carrés  se  trouve- 
ront eux-mêmes  multipliés  par  a.  D'où  il  s'ensuit  que,  pour  faire  en  sorte» 
que  le  temps  t  se  trouve  exprimé  en  nombres  qui  représentent  des  années 
Juliennes,  il  suffira  de  multiplier  par  a  les  valeurs  de  toutes  les  quantités 

3o. 


236  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

marquées  par  des  crochets,  ou  encore  de  multiplier  simplement  par  a  les 
valeurs  des  six  quantités  T,  T',  T",...,  T^,  puisque  chacune  de  celles-là 
est  multipliée  par  une  de  celles-ci. 

Mais  il  faut  déterminer  la  valeur  de  a;  pour  cela  je  prends  dans  les 
Tables  de  Mayer  pour  le  Soleil  le  mouvement  pour  loo  années  Juliennes, 
que  je  trouve  de  cent  circonférences  complètes  plus  46'23",  ce  qui  fait 
129602783";  j'en  retranche  le  mouvement  séculaire  des  équinoxes,  qui 
est,  suivant  les  mêmes  Tables,  de  i**23'5o",  ou  bien  de  5o3o";  reste 
129597753"  pour  le  mouvement  séculaire  du  Soleil  ou  de  la  Terre  rela- 
tivement aux  étoiles  lixes;  d'où  l'on  a 

«295977%  53 

pour  le  mouvement  annuel  que  nous  avons  dénoté  par  a. 

Je  multiplie  donc  les  valeurs  des  quantités  T,  T',  T",...,  T^  trouvées 

dans  les  numéros  précédents  par  le  nombre  1295977^,53;  j'ai  comme 

il  suit 

logT   =2,5864648,  T   :==:    385",  891, 

logT'  r=  3, 0843535,  r  =  i2i4",  376, 

logT^  ==  g,  8463469.,  T"  =       o",  702, 

lOgT'^rr:  0,5498748,  T'  :=  3%  547, 

logT'^r  -  o,  667341 1 ,  T''=^-       4%  649, 

logr  =--  9, 8059989,  T^  =        o%  64o. 

Ce  sont  les  valeurs  des  masses  des  six  Planètes  Saturne,  Jupiter,  Mars, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  en  supposant  la  masse  du  Soleil  représentée 
par  l'angle  que  cet  astre  décrit  dans  l'espace  d'une  année  Julienne. 

16.  On  substituera  maintenant  ces  valeurs  dans  celles  des  quantités 
marquées  par  des  crochets  (4)  ;  mais,  comme  les  masses  que  nous  venons 
de  trouver  pourraient  encore  avoir  besoin  de  quelque  correction,  surtout 
celles  de  Mars,  Vénus  et  Mercure  qui  n'ont  été  déterminées  qu'hypothé- 
tiquement,  il  sera  bon  de  multiplier  auparavant  les  valeurs  précédentes 
(le  T,  r,  T",  T ",  Vy  V,  par  des  coefficients  indéterminés,  m,  m\  m\  m\ 
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/rf',  Tti' ^  qui  seront  par  conséquent  censés  représenter  des  nombres  peu 
différents  de  l'unité.  On  verra  dans  la  Section  suivante  comment  on  peut 
déterminer  ces  coefficients  d'après  les  observations. 
On  aura  donc  comme  il  suit 


;  o,  1  )  =  1 7",  8804  m' 
i,!x523739, 

(0,2)=  o" ,  ooo5  m!' 
6, 6798260, 

o",  00 10  m'*' 
7,0054469, 

o",  0007  m"' 
6, 8374008, 

o",oooom^ 
5,4297430, 

7",  6952  m 
0,8862185, 

o",  0045  m" 
7,6541107, 


{0,3;=: 


(O,  4  -r: 


(0,5 


v«»«  — 


(l,2.--rr 


(I,3)r.- 


'.4. 


•  i,^) 


2,  O  ;  r_ 


:  2,  I  ) 


(2,  3) 


o",  0089  m*' 
7,9493361, 

o'\oo59m"^ 
7,7706921, 

0'%  0002  m* 
6,3549135, 

o",658i/iJ 
9,8182718, 

i4%4ii6m' 
1 , I 587 I 24 , 

i",  7  724  m" 
(),34857?.S, 


[o,  1]=^  ii",6842m' 
I , 0675978, 


[o.  1\  :-. 


O,  3]  -- 


[o,  4]  - 


[o,  5]  .= 


o",oooi  m" 


5,9751526, 


o'',oooi  m'" 


6, I 215453, 

o",oooi  m*' 
5,81291 1 1, 

o",  0000  m'' 
4, I 360122, 


[1,0]  r^     5",0286/W 

0,7014424, 

[1,2]---    o", 0016m'' 
7,2130960, 


[.,3]--- 


[■.4]-- 


o",oo2i  m^ 


7,3279829, 


jf 


o  ,ooiom" 
7,0100202, 


[i,5]--    o",oooom^ 
5,3229357, 

[2,0]:-    o",  1299m 
9,1135984, 


[2,1].- 


[2,3]:=: 


5",22o3m' 

i",363om'*' 
0,1344935, 
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{2,4)~ 

o",  6760  m*' 

[2,4]- 

0",  3889m'' 

9,8299503, 

9,5»^994o2, 

v?.,  5)_ 

o%8i82m' 

[2,5] 

o",oo56m' 

8, 2596098, 

7,7497429, 

(3,o) 

o",34o3//i 

[3,0] 

0",  0445  m 

9,5318127, 

8,'6479iii, 

(3,1) 

6",  9480  m' 

[3,i] 

i%66i5m' 

0,8418589, 

0, 22o5o47, 

(3,2) 

0",  4330  m" 

[3,  2]  — 

o",333om'' 

9,6364927, 

9,5224134, 

(3,4)- 

7",  4579m- 

[3,4]- 

6",2io4m*'^ 

0,8726141, 

0,793  "79, 

(3,5) 

0",  0976  m' 

[3,5] 

o",o463m' 

8,9893371, 

8,6654494. 

4,0) 

0%  207 3 m 

[4,o]  — 

0",  0196m 

9,3166326, 

8,2921429, 

(4,i) 

4",i3i2m' 

[4,1] 

o%7i68m' 

0,6160784, 

9, 8554o65, 

(4,2)^ 

o%  1482  m" 

• 

[4» 2] — 

o%o853m" 

9,1707353, 

8,9307252, 

(4,3) 

6",  6908  m'^ 

[4,3]rr. 

5",  5716  m*' 

0,8254796, 

0,7459834, 

(4,5) 

0^,4223  m' 

[4,5]- 

0^,27 14  m' 

9,6256507, 

9,4335698, 

(5,o) 

0",  0806  m 

5,  0 

o",oo4i  m 

8,9060743, 

7,6123435, 
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(5,1)=  i",5754m'       [5,  i]=  o'\i464m' 
o, i974oo«»  9»  1B54222, 

(5,2'^  o'\o^cfim"  [5,  2]r=r  o",oi?.2m" 

8, 5974941  »  B,  0876272, 

(5,3)=  o",8696m'"       [5,3]=  o",4i25m''' 
9,9393014,  9,6i54i37, 

(5,4)=  4%  1952/71'^      [5,4]=  2^6957m»'^ 
o,  6227495,  o,  4306(186. 

J'ai  placé  aussi  sous  les  coefficients  numériques  leurs  logarithmes,  comme 
je  l'ai  déjà  fait  plus  haut  (4),  et  par  la  même  raison.  C'est  ainsi  que  j'en 
userai  toujours  dans  la  suite. 

17.  Voilà  donc  les  valeurs  numériques  de  tous  les  coefficients  des 
différentes  équations  différentielles  qui  doivent  servir  à  déterminer  les 
variations  séculaires  des  aphélies,  des  excentricités,  des  nœuds  et  des 
inclinaisons  des  six  Planètes  principales.  Ces  équations,  au  nomhre  de 
vingt-quatre,  auront  la  forme  que  voici. 

i**  Pour  les  variations  des  aphélies  et  des  excentricités,  en  nommant 
9,  9',...  les  longitudes  des  aphélies  de  Saturne,  Jupiter,...,  X,  )/,... 
les  excentricités  de  leurs  orbites,  en  parties  de  leurs  moyennes  dis- 
lances au  Soleil,  et  supposant  a7=Xsin9,  y=Xcos9,  «^'=X'sin9', 
y'=Vcos(f\ . . ., 

-£   —    (o,  ij-+-(o,  2)4-   o,  3)-+-(o,4.-+-vO,  5)  \x 

4.  [o,  i]r'-f-  [o,  2].r"-+-  [o,  3]r"-+-  [o,4]7--h  [o,5]jr-=o, 

^   -+-      o,  i)-f-;o,  2)-+-(o,  3j-+-(o,  4)-+-(o,  5)  Lr 

—  [o,  i]^'— [0,2]^'— [0,3] x'"—  [o,  4]j;'''— [o,5]x^  =  o; 

f/x'      r  1 

-^         (i,o)-f  ;i,  2)-+-(i,3)4-:i,4)-+-(i,5)   / 

-^  ['»  o]x  -f-  [i,  2]  >•''-+-  [i,  3]:^''"-f-  [i,4]j--f-  [i,  5]j'  =  o, 
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Ht 


♦- I  (  I,  o)  4- (  I,  2)  +  (i,  3) -f- (  I,  4)  +  (  I.  5)  Lr' 

—  [i,o]x  — [i,  2]ar"— [1,3]*-"— [i,4]^"— [i,5]  x"  =  n; 

^  -  [(2,  O)  +  (2,  I  )  -t-  (2,  3)  4-  (2,  4)  +  (2,  5)J  j" 

4-  [2,o]:r+[2.  >]r'  +  [2,3].>-"4-[2,4]r'-t-[*.5].r'  =  o. 

^  -h  hl,  O)  4-  (2,  !)  +  (2,  3)  4-  (2,  4)  4-  (2,  5)1  X" 

—  [2,  o]x  —  [2,  l]x'—  [2,  'i\x"'  —  [2,  4]  a:"—  [2,  5]  ^•  =  0: 

i^  -  [(3,  o)  4- (3,  I)  4- (3,  2;  4- (3,  4)  4- (3,  5)]  r" 

+  [3,  o]  j  +  [3,  i]r'  4-  [3,  2]/' 4-  [3,  4]r"  +  [3,  5]r=  o, 

■^  4-  [{3,  o)  4-  (3,  I)  +  (3, 2;  4-  (3,  4)  4-  (3,  5)1  X- 

—  [3,o]a:— [3,  i]x'— [3,  2]ar"— [3,  4]  jr"— [3,  5]  ar'=:  o; 

^-  [(4,  o)  4- (4, 0  +  (4,  2)  +  (4. 3)  4- (4,  5)1  y- 

+ 14.  o]r  4-  [4.  ilr'+  [4. 2]y  +  [4, 3i/"4-  [4. 5]  r  =  «, 


^4-  [(4, o)  4-  (4, 1)  +  (4,  '•)  +  (4. 3)  4-  (4, 5)1  X- 

-  [4,  o]  x  -  [4,  i]  X' -  [4.  2]  x"- [4,  3]  x-- [4,  5]  X' ^  o; 

^  -  [(5,  o)  +  (5,  I)  4-  (5,  2;  4-  î5,  3)  +  (5,  4)]  r 

[5,o]r4-[5,  •]/4-[5,2]r"+[5,3]/"4-[5,4]r''-o, 


^  4-  Us,  o)  4-  (5,  I)  +  (5,  2)  4-  (5,  3)  +  (5,  4)1  x' 

—  [5,o]x— [5,  i]y— [5,  2]a:"-[5,  3]x"'-[5,4]x"  — o. 

2°  Pour  les  variations  des  nœuds  et  des  inclinaisons,  en  nommant 
0),  co', . . .  les  longitudes  des  nœuds  ascendants  de  Saturne,  Jupiter, . . . , 
B,  $',...  les  tangentes  des  inclinaisons  de  leurs  orbites  sur  le  plan  de 
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2kl 


Técliptique  supposée  fixe,  et  faisant  ^ = d  sin u,  u  —  Ocosui,  s'--  $'sin<»', 
t/—  5'cosû)',..., 


ds 
dt 


du 
dt 


d£ 
dt 


du^ 
dt 


d£ 
dt 


du" 
dt 


dt 


dvT 
dt 


ds 


IT 


di 


du 


!▼ 


dt 


V. 


I(0,  i;-4-(0,2)H-(0,  3)-+-  (o,  4) 
(o,  i)ii'  — (o,  2)m"—  (o,  3)m''— (o,  4 

[  (o,  i)  -+-  (o,  2)  -h  (o,  3)  -h  (o,  4)  -+- 
(o,  i)*'-f-(o,  2'i*''-|-  (o,3)5*'h-  (o,  4 

r(i,o)-hfi,2î-+-(i,3)  -+-  (i,4)H- 

(i,  o)  u  —  (i,  2)m"—  (i,  3)  u"—  (i,  4 
(i,o)  -+-  (i,2;-+-(i,3)  -h  (i,4)H- 

(l,  0)5-h(l,  2;5"-+-  (I,   3:  5^-4-  (l,  4 

(2,0)-h..2,  l)-f-f2,  3)  ■4-(2,  4)^- 
(2,  0)M— (2,  i)a'— (2,  3)  w''— (2,4 

(2,  o)  -f-  (2,  l)  -H  (2,  3)  -f-  (2,  4)  H- 
(2,0)  5-+-   (2,  Ijs'-h  (2,3)  5*'-h(2,  4 

[(3,0)  H- (3,1)  H- (3,  2) -h  (3,4) 
3,o)M— (3,  i)m'— (3,2)m''— (3,4 

r3,o)-f-v3,  I)-+-(3,2)-+.(3,4)-+- 
■;3,o)*  -+-  (3,  ï)*'-+-  i3,2)^'-+-  (3,4 

[^i4,o)^(4,  IJ-+- (4,2) -I- (4,3)4- 
(4,o)ii-(4,i)ii'-(4,2>w"-(4,3 

[(4.  o) -+-(4,1) -+-(4, 2) -h  (4,3)  H- 
(4,0)5-4.(4,  O^'-f- (4, 2:*"  4- (4, 3 


o,  5)     M 

W—  (o,  5}M' 

0,  5)  u 

*•'-+-  (o,  5)*^ 

1,5,1/1' 

M'^—  (1,5)  M' 
1.5)]  5' 

*'^-i-(i,  5jr 

2,  5;  lu" 
M*'— (2,  5)M' 

2,  5)]  5" 

■5'*  -f- 12,  5)5' 


=  o. 


=  0: 


o. 


—  o; 


—  o, 


=  0; 


,UI 


mit 


3,  5)1 // 

M'^—  '3,  5)ir=:0, 

3,5)] 

*»*-+-  (3,  5j5^=-o; 


4.5)]w'' 
a-'-(4,  5)tt^ 

4,5)]*- 

1^4- (4, 5)  5' 


o, 


o; 
3i 
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^  -f-  [(5,  o)  -h  (5,  I)  -4-  (5,  2)  -4-  (5,  3)  -f-  (5, 4)]  u^ 

—  (5,  o)  M—  (5,  i)  u'—  (5,  2)  m"—  (5,  3)  uf'—  (5,  4)  /«'"=  o, 

'(ft'  ~  r^'  o)  -h  { 5, 1)  -+-  (5,  2)  -f-  (5,  3)  -f-  (5,  4)1  s' 

-h  (5,o)5-h(5,  i)5'-h(5,  2)5"-h(5,  3;5"'-^-(5,4)**'  =  o• 
QuaIU  à  la  variable  /,  elle  représente,  dans  ces  équations,  le  nombre 
entier  ou  fractionnaire  des  années  Juliennes  écoulées  depuis  une  époque 
tixe  qui  est  encore  arbitraire,  de  sorte  que  /  sera  positif  pour  les  temps 
postérieurs  a  cette  époque  et  négatif  pour  les  antérieurs. 

18.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  orbites  des  Planètes  étaient 
rapportées  à  une  écliptique  fixe,  c'est-à-dire  au  plan  dans  lequel  la  Terre 
s'est  mue  à  une  époque  donnée;  et  nous  avons  rapporté  également  à  ce 
même  plan  la  position  variable  de  l'écliptique  réelle  ou  de  la  vraie  orbite 
de  la  Terre,  pour  un  instant  quelconque.  Mais  en  Astronomie  on  a  cou- 
tume de  rapporter  immédiatement  les  orbites  des  Planètes  à  cette  éclip- 
tique réelle;  on  rapporte  ensuite  la  position  variable  de  celle-ci  à  celle 
de  l'équateur,  en  tenant  compte  des  changements  auxquels  ce  dernier 
plan  est  lui-même  sujet.  Ainsi,  pour  rapprocher  autant  qu'il  est  possible 
nos  formules  des  méthodes  astronomiques,  il  faut  encore  faire  voir  com- 
ment elles  peuvent  servir  à  déterminer  directement  la  position  des  orbites 
des  Planètes  par  rapport  au  vrai  plan  de  l'écliptique. 

Pour  cela  on  se  rappellera  que  la  tangente  de  la  latitude  correspon- 
dante à  une  longitude  ^,  pour  un  point  quelconque  d'une  orbite  dont  la 
tangente  d'inclinaison  est  5  et  la  longitude  du  nœud  est  w,  est  exprimée, 
en  général,  par  6  s\n(q  —  w),  comme  on  l'a  vu  dans  la  première  Partie; 
ce  qui  est  d'ailleurs  connu  par  les  propriétés  des  triangles  sphériques 
rectangles.  Ainsi,  en  supposant  deux  orbites  rapportées  premièrement  à 
l'écliptique  fixe,  et  ensuite  l'une  à  l'autre,  et  nommant  5,  6*  les  tangentes 
de  leurs  inclinaisons  a  l'écliptique,  w,  w'  les  longitudes  de  leurs  nœuds 
ascendants  sur  ce  plan,  b^  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'une  à  l'autre, 
et  il  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  la  première  sur  la  seconde. 
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comptée  sur  celle-ci,  les  tangentes  des  latitudes  correspondantes  à  une 
même  longitude  q  seront,  pour  les  deux  orbites  relativement  à  réclip- 
tique,  9sin(^  —  w),  ô'sin(^  —  w').  et  pour  la  première  orbite  relative- 
ment à  la  seconde  i^sin(5r  —  ii). 

Or,  si  l'inclinaison  des  deux  orbites  à  Técliptique  est  supposée  très- 
petite,  en  sorte  que  Q  et  6'  soient  des  quantités  fort  petites,  ainsi  que  ^^ 
les  tangentes  des  latitudes  seront  à  très-peu  près  égales  aux  latitudes 
elles-mêmes,  et  le  cercle  de  latitude  correspondant  à  la  longitude  q 
comptée  sur  Técliptique  se  confondra  a  très-peu  près  avec  le  cercle  de 
latitude  correspondant  à  la  même  longitude  q  comptée  sur  l'une  des  or- 
bites. D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  latitude  J^sinf^  — Î2)  sera  à 
très-peu  près  égale  à  la  différence  des  deux  latitudes  Csinf^r  —  w)  et 
5'sin(  y  —  w');  ce  qui  donnera  cette  équation 

^  s\n{q  —  û)  =:=  0  sin(^  —  w)  —  0'  sin(7  —  w'), 

laquelle  sera  vraie  quelle  que  soit  la  longitude  q.  De  sorte  qu'en  déve- 
loppant les  sinus  et  comparant  séparément  les  termes  qui  contiennent 
sinç  et  cosy,  on  aura  ces  deux  équations 

S^sinîî  —  B  sinw  —  0'sino>)'r=:  s  —s', 

9^COSi2=:  0COS&)--  ô'COSw'zr:  u— u\ 

par  lesquelles  on  déterminera  facilement  le  lieu  du  nœud  commun  et 
l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites. 

Or,  puisque  J^siniî  et  S^cosli  sont  des  quantités  analogues  k  5  et  a, 
pour  l'orbite  rapportée  non  à  l'écliptique  fixe,  mais  à  une  autre  orbite 
dépendante  de  s'  et  m',  il  s'ensuit,  en  général,  que  si  des  éléments  5  et  w 
relatifs  k  une  orbite  quelconque  on  retrancbe  les  éléments  correspon- 
dants pour  une  autre  orbite,  on  aura  sur-le-champ  ceux  de  la  première 
orbite  rapportée  k  la  seconde. 

Ainsi,  pour  rapporter  les  orbites  de  Saturne,  Jupiter,...  k  l'écliptique 
vraie  ou  k  l'orbite  de  la  Terre,  il  n'y  aura  qu'k  prendre,  k  la  place  des 
éléments^,  m,  $' y  a',...,  les  différences  ^  — /',  u  —  u\  s'  —  s'^y  u'^u'\... 
de  ces  mêmes  éléments  avec  les  éléments  analogues  s'\  u'"  pour  cette  der- 
nière orbite. 

3i. 
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Quant  au  degré  de  précision  de  ces  réductions,  il  n'est  pas  difficile  de 
se  convaincre  qu'elles  sont  exactes  aux  quantités  du  troisième  ordre  près, 
en  regardant  les  inclinaisons  à  l'écliptique  comme  des  quantités  du  pre- 
mier ordre;  ainsi,  vu  la  petitesse  effective  de  ces  inclinaisons  pour  les 
Planètes  de  notre  système,  on  pourra  toujours  employer  les  réductions 
dont  il  s'agit  comme  si  elles  étaient  tout  à  fait  rigoureuses. 

19.  A  l'égard  du  changement  de  position  de  l'écliptique  vraie  par  rap- 
port à  l'équaleur,  on  le  déterminera  facilement  d'après  celui  qui  a  lieu 
relativement  à  l'écliptique  fixe,  et  qui  dépend  des  quantités  s'"  =  6'" s'm  (ù" , 
/r=ô"cosa)"'. 

En  effet,  comme  0'"  est  la  tangente  d'inclinaison,  ou  l'inclinaison  elle- 
même  (a  cause  de  sa  petitesse)  de  l'écliptique  vraie  avec  l'écliptique  fixe, 
et  rù'^  la  longitude  du  nœud  ou  du  point  d'intersection  de  ces  écliptiques; 
si  l'on  nomme  de  plus  I  l'inclinaison  ou  Fobliquité  de  l'écliptique  fixe 
de  1700  sur  l'équateur,  I-hi  l'obliquité  de  l'écliptique  vraie,  w'"— >?  la 
longitude  du  nœud  des  deux  écliptiques  comptée  sur  l'écliptique  vraie, 
tandis  que  la  longitude  w"'  du  même  nœud  est  comptée  sur  l'écliptique 
fixe;  enfin  €  l'arc  de  l'équateur  compris  entre  les  deux  écliptiques;  on  aura 
évidemment  un  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  côtés  s,  0'%  w'"— >], 
et  dans  lequel  les  angles-opposés  à  ces  côtés  seront  ô*^,  180^— I  —1,  I.  De 
sorte  que  par  les  propriétés  connues  on  aura  ces  formules 

(•os(I  -h  i)  =  cosicosô'"—  sini  sin6i*"cosw'", 

s\{ir>)"'      sine   _  sin (&/''  — y?) 

sin(I -f- /)  ~  sinô'"  sinI 

d'où  l'on  tirera  t,  e  et  yj. 

Or,  en  regardant  6'"  comme  très-petit,  t  et  >?  seront  également  très-pe- 
tits du  même  ordre,  et  l'on  trouvera  par  la  méthode  différentielle 

/  =  0'"  cos  0)  ,     e  =  — r-i —  5      ry  —  ^       — 


sinI  tangl  tangl    ^ 

donc 


sml  turigl 
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11  est  clair,  d'après  les  dénominations  précédentes,  que  i  sera  Tac- 
croissement  de  l'obliquité  de  Técliptique,  £  le  mouvement  des  points 
équinoxiaux  en  ascension  droite,  et  ri  leur  mouvement  en  longitude. 

Ces  éléments  étant  connus,  on  déterminera  facilement  les  variations 
séculaires  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  dues  au  déplace- 
ment de  l'écliptique;  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que,  si  X  est  la  lon- 
gitude d'une  étoile,  Y  sa  latitude  supposée  boréale,  l'une  et  l'autre  rap- 
portées à  l'écliptique  fixe  de  1700,  on  aura  à  très-peu  près 

6"' sin(X -&)"'), 

pour  la  quantité  dont  la  latitude  sera  diminuée,  et 

B*  cos(  X  —  o  )  tang Y  —  yj, 

pour  celle  dont  la  longitude  se  trouvera  augmentée. 
De  sorte  que  l'augmentation  de  la  latitude  sera  représentée  par 

j^cosX  —  w'^sinX,     ou     /}  langl  cosX  —  /  sinX, 

et  l'augmentation  de  la  longitude  sera 

tt*cosX-f-5'*'sinX)langY  — y;,     ou     /  cosXlangY  — tî  i— langl  sinX  tang \  ?. 

Au  reste,  comme  nous  avons  supposé  que  les  longitudes  étaient  comp- 
tées depuis  un  point  fixe  de  l'écliplique  fixe,  pour  avoir  égard  à  la  pré- 
cession des  équinoxes,  provenant  du  mouvement  rétrograde  de  l'équa- 
teur,  et  qu'on  estime  communément  de  jo '^  par  an,  il  faudra  augmenter 
ces  longitudes  de  5o''|  x  t\  c'est  pourquoi  il  faudra  mettre  dans  les  for- 
mules que  nous  venons  de  donner  o)"-h-:)o'4^x  /  au  lieu  de  (ù'\  ce  qui 
changera  la  (juanlité  s"  en 

s" cosi  5o"  î  X  /  )  -h  u"  sin i  5o''  ]-  x  / ;, 

et  u"  en 

u'  oos  5o"  }  X  0  —  sf'  sin;  5o"  ;  X  /  . 

Il  en  sera  de  même  pour  les  longitudes  des  nœuds  et  des  aphélies  de 
toutes  les  Planètes. 

20.  On  sera  peut-être  surpris  de  ce  que  dans  les  calculs  précédents 
nous  n'avons  point  tenu  compte  de  l'action  de  la  nouvelle  Planète.  Mais: 


/., 
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i"*  il  n'est  peut-être  pas  encore  suffisamment  constaté  que  c'en  soit  une; 
2*"  sa  distance  au  Soleil  est  trop  grande,  et  sa  masse  parait  être  trop  pe- 
tite pour  pouvoir  produire  des  effets  sensibles  sur  les  autres  Planètes. 

En  effet,  quant  a  la  distance  moyenne  de  cette  Planète,  d'après  les  der- 
niers calculs  appuyés  sur  les  observations  faites  depuis  deux  ans,  elle  est 
à  peu  près  double  de  colle  de  Saturne,  et  son  diamètre  apparent  n'est,  sui- 
vant les  observations  de  M.  Herschel,  que  d'environ  l\'\  ainsi  ce  dia- 
mètre n'est  que  -  de  celui  de  Saturne;  de  sorte  que  le  diamètre  vrai 

/  CLP 

de  la  nouvelle  Planète  sera  -  de  celui  de  Saturne,  et  son  volume  — '-ï  à 

9  729 

peu  près  — 7  de  celui  de  Saturne.  Ce  rapport  serait  aussi  celui  de  leurs 

niasses,  si  la  densité  était  la  même  de  part  et  d'autre;  mais,  suivant  la 
loi  des  densités  trouvée  dans  le  n®  12,  celle  de  la  nouvelle  Planète  serait 
la  moitié  moindre  que  celle  de  Saturne,  et  par  conséquent  sa  masse  ne 

serait  qu'environ  -^  de  la  masse  même  de  Saturne.  D'après  ces  données 

il  est  facile  de  se  convaincre  que  l'action  de  la  nouvelle  Planète  doit 
être  très-peu  sensible  sur  Saturne  même,  et  à  plus  forte  raison  sur  les 
autres  Planètes  plus  éloignées  d'elle;  et  cette  raison,  jointe  à  l'incerti- 
tude qui  peut  rester  encore  sur  les  éléments  de  cet  astre,  nous  a  paru 
suffisante  pour  nous  déterminer  à  faire  quant  à  présent  entièrement 
abstraction  de  son  action,  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  des 
éléments  des  Planètes. 


SECTION  SECONDE. 

VALEURS  DES  VARIATIONS  ANNUELLES  DES  ÉLÉMENTS  DES  SIX  PLANÈTES 
PRINCIPALES,  POUR  l'ÉPOQUE  DE  I70O.  COMPARAISON  DE  CES  VALEURS 
AVEC    CELLES    QUI    RÉSULTENT    DES    OBSERVATIONS. 

21.  Nous  venons  de  présenter  les  équations  différentielles  qui  renfer- 
ment la  loi  des  variations  séculaires  des  éléments  des  six  Planètes  prin- 
cipales; et  ces  équations  n'ont  besoin  que  d'être  intégrées  pour  donner 
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cette  loi  sous  une  forme  finie  et  générale  pour  un  temps  quelconque; 
mais  dans  Tétat  où  elles  sont,  elles  peuvent  servir  à  déterminer  les  varia- 
tions annuelles  des  mêmes  éléments,  puisque,  ces  variations  étant  trës- 
petites,  il  est  permis  de  les  supposer  égales  aux  rapports  de  leurs  didé- 
rentielles  à  celle  du  temps,  que  nous  exprimons  en  années  Juliennes. 
Quoique  la  quantité  de  ces  variations  change  d'une  année  à  l'autre,  on 
pourra  cependant  la  regarder  et  la  traiter  comme  constante  pendant  plu- 
sieurs années,  et  même  pendant  un  ou  deux  siècles;  ainsi,  si  l'on  déter- 
mine les  variations  dont  il  s'agit  pour  le  commencement  de  ce  siècle,  on 
pourra  y  comparer  les  résultats  des  observations  faites  depuis  le  renou- 
vellement de  l'Astronomie,  et  lixer  par  là  jusqu'à  un  certain  point  l'in- 
certitude qui  reste  encore  dans  les  rapports  des  masses  des  Planètes. 

Cette  époque  a  de  plus  l'avantage  de  répondre  à  peu  près  au  milieu  de 
l'intervalle  dans  lequel  Flamsteed  et  Halley  ont  fait  les  observations  qui 
ont  servi  à  ce  dernier  pour  calculer  ses  Tables  des  Planètes;  de  sorte 
qu'il  est  à  présumer  que  les  éléments  de  ces  Tables  ont  été  principale- 
ment établis  pour  l'époque  dont  nous  parlons,  ou  que  du  moins  ils  sont, 
par  rapport  à  elle,  les  résultats  moyens  de  toutes  les  observations  sur 
lesquelles  les  Tables  sont  fondées;  et  qu'ainsi  ils  peuvent  être  employés 
avec  confiance  comme  des  données  fournies  immédiatement  par  l'obser- 
vation. 

22.  Pour  avoir  les  expressions  des  variations  annuelles  des  aphélies 
et  des  excentricités,  il  ne  s'agit  donc  que  de  trouver  celles  des  quanti- 

,,     do     do'  dïi     dV  ^  '    1         I        •         .•  I 

tes  -7^1    u^"^  '77'  ~Tt^"''*  ^^^'  ayant  suppose  dans  les  équations  du 

nM7 

a=:).  sincp,     >•  =  Xcos9,     x'  —  V  sincp',    y'  =i  X'cos^',. . ., 


on  aura 

>•  dx  —  X  dy=i  >.'  rfq>,     x^  -+-  y"^  =  X', 

xx'  H- yy'  =  >.)/  cos  .  9'  —  9  S     x'y^  —  y'x  =  IV  sin  (  9  —  9'  ), 

et  ainsi  de  suite;  ainsi  ces  équations  donneront: 
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r^  Pour  les  mouvements  annuels  des  aphélies 

^   =  (o,  i)  -h  (o,  2)  -h  (o,  3)  -f-  (o,  4)  -f-  (o,  5) 

A  A  A 

-  [o,  4]  ^"  ^"^''y"---lJ  -  [o.  5]  ^-  ^«^(y^-?J, 

-^     =:(l,0)-h(l,2)-+-il,3)-h(l,4)-+-{l,5) 

A  A  A 

-  [.. 4] ^-^l^'^-f-^  -  [.,  5] ^.l^£!l|:iU^, 

do" 

-^   rrr  {2,  o)  -h  (2,  l)  -f-  (2,  3)  H-  (  2,  4  )  -h  (2,  5) 

^  =  (3,  o)  -H  (3, 1)  +  (3,  2)  +  (3,4)  +  (3,  5) 

- [3, 0]^^'^%-  ^"^  -  [3, .] ^lgg!i|;^fj  -  [3, .] ^l££!lpzll' 

-[3.4]^"^^T"'^^-^^'^j''"''r"'''' 
^  =  (4,  o)  H-  (4, 1)  H-  (4, 2)  +  (4, 3)  +  (4, 5) 

_  [4.  oi  l^--r:i  -  [4. .]  "L^s^prn  _  ^4, ,]  rcos^fpr:) 


— 14.  *J tt; 14. 5J w 


Tt 


=  (5,  o)  ■+-  (5,  i)  +  (5,  2)  +  (5, 3)  +  (5, 4) 

A  A  >  A 

-[5,3]^''^^^y-'^')-[5,4]^"^'^^y-y^^ 
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2**  Pour  les  variations  annuelles  des  excentricités 

^  =[o,  i]X'sin(9'-9)-h[o,2]X"sin(9"-9) 

-h  [o,  3]  X''sin(9*'—  9)  -\-  [o,  4]  X'^sin(9»^  —  .9)  -h  [o,  5]  )/sin(9'  —  9  ^ 

dV 

^  =  [ I ,  o]  >  sin ( 9  —  9'  )  -h  [  1 ,  2]  X^sin  (9"  —  9'  ) 

-+-[1,3]  >r  810(9'"—  9'  )  -+-  [i,  4]  >''sin(9»'—  9'  )  -h  [i,  5]  X^sin(9'  -  f), 

dr 

-^=:[2,o]Xsin(9-9")-+-[2,  i]X'sin(9'-9") 

-h  [2,  3]  X«'sin(9'"—  9")  4-  [  2, 4]  >''sîn(9»*  -  9" )  -h  [2,  5]  >/sin(9*  -  9"), 

dï!^ 

-j^=--[3,o]Xsin(9~9-)4-[3,i]X'sin(9'-9'". 

-+-  [3,  2]  X^sin(9"-  9'")  -h  [3, 4]  X''sini9»^-  9^*)  -h  [3,  5]  X'sin(9*  -  9"'), 

-^=:[4,o]Xsin(9-9'^)  +  [4,  i]X'sin(9'-9'M 

-+-  [4,  2]  >"sin(9" -  9'')  +  [4,  3]  X'«'sin(9-'-  9'^  -h  [4,  5]  >/  sin(9''  -  9'^  , 

d'k' 

—  =  [5,  o]>sin(9  — 9^^)  -4-[5,  i]  X'sin(9'  —  9') 

[5,2]rsin(9''-9'')-h[5,3]X"sin(9'"-9')H-[5,4]X"'sin(9''-9*:. 


On  substituera  donc,  dans  ces  formules,  les  valeurs  de  9,  9',...,  )• 
X\...  pour  Fépoque  donnée,  et  comme  les  coefïîcients  marqués  par  des 
crochets  sont  déjà  exprimés  en  secondes,  on  aura  aussi  en  secondes  les 
variations  annuelles  des  aphélies  et  des  excentricités  relativement  à  la 

même  époque;  mais  on  sait  que  la  plus  grande  équation  pour  une  ex- 

1 1  }\.^ 
centricité  peu  considérable  X,  est  à  très-peu  près  2!-+-  -70-i   donc  les 

quantités  -j-y  -y--,...  exprimeront  elles-mêmes  les  variations  an- 
nuelles des  plus  grandes  équations  des  Planètes,  en  négligeant  les  quan- 
tités du  troisième  ordre. 

V.  32 
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23.  Si  Ton  voulait  avoir  ces  variations  plus  exactement,  il  n'y  aurait 
qu'à  chercher,  par  des  diiïérentiations  et  des  substitutions  successives, 
les  valeurs  des  différences  secondes,  troisièmes,...  de  y,  9',...,X,  X',... 
en  fonction  de  ces  variables;  et  regardant  ensuite  ces  mêmes  variables 
comme  des  fonctions  du  temps,  on  aurait  par  le  Théorème  connu  leurs 
variations  pour  un  temps  quelconque  /  peu  considérable,  exprimées  en 
séries  de  /. 

Il  faut  seulement  remarquer  que,  comme  dans  les  valeurs  des  diffé- 
rences secondes,  les  coefficients  marqués  par  des  crochets  formeront 
partout  des  produits  de  deux  dimensions,  que  dans  celles  des  différences 
troisièmes,  ils  formeront  des  produits  de  trois  dimensions,  et  ainsi  de 
suite,  il  sera  nécessaire  pour  l'homogénéité,  à  cause  que  ces  coefficients 
sont  exprimés  en  secondes,  de  diviser  les  différences  secondes  par  le 
nombre  de  secondes  de  l'arc  égal  au  rayon,  les  différences  troisièmes  par 
le  carré  de  ce  nombre,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

n  =:  206264,8, 

et  supposant  connues  les  valeurs  de  -^i  -^5  •  •  •  pour  une  époque  don- 
née, on  aura  pour  un  nombre  quelconque  d'années  Juliennes  écoulées 
depuis  cette  époque  la  variation  de  9  exprimée  par  la  série 

^9         rf'cp  j^       rf»9      /» 

~di  ^^  ~dF  7n^  'dF  2.3.n»  "^ 


•  •  •  » 


laquelle  servira. également  pour  les  années  qui  précèdent  l'époque  en 
prenant  t  négatif.  Il  en  sera  de  même  pour  la  variation  des  autres  élé- 
ments. 

/2  I 

Or,  en  faisant  /=  100,  on  aura  —  -=  ,—  à  très-peu  près,  et  le  se- 

cond  terme  de  la  série  précédente  ne  pourra  donner  tout  au  plus  que 
quelques  secondes;  mais  les  suivants  ne  donneront  que  des  fractions  de 
seconde.  C'est  pourquoi  on  pourra  sans  scrupule  s'en  tenir  au  premier 
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terme  -j-t  pendant  la  durée  d'un  siècle  et  même  de  deux;  et  la  variation 
annuelle  de  y  sera  représentée  avec  une  exactitude  suffisante  par  la  dif- 
férentielle -jT't  et  ainsi  des  autres,  comme  nous  l'avons  supposé  plus 
haut. 

24.  Venons  maintenant  aux  variations  annuelles  des  nœuds  et  des 

inclinaisons.  Elles  seront  exprimées  par  -j-^  -jr'^"">  77'  "t^'"  ^*^*  *  ^^^ 

rapporte  les  orbites  des  Planètes  à  l'écliptique  supposée  fixe;  mais  eu 
les  rapportant  k  l'écliptique  vraie  et  mobile,  ces  variations  devront  être 

dQ.    dQ,'  d^    dâ' 

représentées  par  -^?  ";7r'*"'  "37'  T/  '*  "'  en  supposant 

d'après  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n^  18.  Ainsi  l'on  aura 

,..       iu  —  u'")  (ds  -  ds"')  —  (5  -  s"')  (du  —  du"'. 

ul2  = ■ ~-z 7 7.;— •) 


d^ 


(5  —  s^)(ds  —  ds'")'h{u  —  i^ )  ( du  -Ju^'j 


mais  en  prenant  pour  l'écliptique  fixe  le  plan  dans  lequel  la  vraie  éclip- 
tique  s'est  trouvée  a  l'époque  donnée,  on  a  ô'^=o,  et  par  conséquent 
s'*'  =  o,  u'^=  o;  ce  qui  simplifie  les  formules  précédentes,  et  les  réduit 
à  celles-ci 

,^       u[ds^d^)—s{du  —  du'")         ,^       s[ds  —  ds"') -¥  u{du^  du*") 

^^^ ô^ '    ^^= ë ' 

et  l'on  aura  de  pareilles  formules  pour  dLï.d^,.... 

Substituant  donc  les  valeurs  de  ds,  ds\..,,  du,  du,.,,  tirées  des  équa- 
tions différentielles  du  n®  17,  en  faisant  toujours  s"'=  o,  u*^—  o,  et  re- 
mettant pour  5,  a,...  leurs  valeurs  dsinco,  dcoso),...,  on  aura  : 

32. 
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i*"  Pour  les  mouvements  annuels  des  nœuds  par  rapport  à  réclipUque 
vraie 


(iil  ,  -,  o 

7/7       — '^«'  »)  —  lo,  2)  — (o,  3)  —  (o,  4)  —  (o,  5)  — (3,o) 


(o,  ij-:3, 1) ^ -h  l(o,2)-i3,2)J 


0'COS(w'~6))      ,     f;^    ^,         ..,    ^,"1    0^^COS(O3^^-&>) 


-h|(o,4)-(3,4)J g -+-|  (o,5)-(3,5)J ^ , 

^  =  — (i,o)  — (1,2)  — (1,3)—  ii,4)-(i,5)  — (3, 1) 

-hl(i,o)-l3,o)J ^-, -4-[(l,2)-(3,2\J  ^; 

^-|(i,4)-(3,4)J ^r ^[(i,5)-(3,5)| ^- , 

-^  =  -  (2,  o)  -  (2,  I  )  -  (2,  3)  -  (2,  4)  -  (2,  5)  ~  (3,  2) 

-I-      (2,0]-(3,0) ^, '■    -h      (2,  l)-l3,  l)J   ^ i 

^-    (2,4)- (3,  4) '-^, h    (2,  5)- ;3,  5)1 '-^ ', 


IV 


-^  rzr  -  (4,  o)  -  (4,  ,  )  -  (  4,  2  )  -  (4,  3)  -  (4,  5)  -  (3,  4 } 


1^(4,  o . -  (3,  o)J j~ -h  1^(4,  I  )  -  (3,  I  )J ^^ 

T/         ri    n0"cos(o)"-M'')     r,  ..     ,,  .n 

1(4,  2)  -  (3, 2)1 ^ -f-    (4,  5)  -  (3,  5)J 


0"cos(w^  — w'*) 


--^-  =  —  (5,0)  —  (5,  I  )—  i5,  2)  — ^5,  3}  — (5, 4)  — (3,  5) 


0COS1&)  — &)")     .    f/ÉT      X       /o       ,1  ^'^osiw'— W*) 


(5,o>-(3,o)| ^^ ^  _j-    (5,  ,)_(3,  ,) 

1(5,2   -(3,2) ^;^ H  1(5,  4) -(3,  4)1 ^^ 
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2**  Pour  les  variations  annuelles  des  inclinaisons  par  rapport  à  réclip- 
tique,  vraie 


^  —  r 


dt 


dt 


d^ 


dt 


d^ 

Ut 


=1 


3,1 


3,4 


3,  o 


3,4 


3,  o 


3,4 


3,  o 


3,  2 


3,  o 


3,  2 


—  (o,  1 


-(o,4 


(i,o 


-(1,4 


—  (2,0 


-(2,4 


-(4,o 


(4,2 


-(5,o 


-(5,2 


9'  sin(w'  —  o))-hr 
0'*sin{w''— &3)-i- 


Q  sin(  03 


0'^sin(w 


0sin(o)   —  w'OH-f 

ô'^^sin  (&>'''— w")-h 

0  sin(w  — &)»'')-4- 
rsin{&/'— &)»')-h 


0  sin(  6t) 


0''sin(o)''-û)^) 


3,2)- 


o,  2)    0"sin(û/'  — r,) 
o,  5)    0"sin(&)*  —  0)  , 

i,2)1rsin:«"-r,)', 
1,5)  |0^sin(or  — 0)'  , 

2,  ole'sinfo)'  — O)". 
2,5)    0^sin(w*  — w"), 

4,  i)l0'sin(w'  —  w'^ 
4,5)    0*sin(r.)*— w'^), 

3,  0  — (5,  oie'  sinfo/  — W; 
3,4)  — (5,4)  ô'^sinlw'*— M"). 


3,5)- 


3,2)- 


3,5) 


3,i)~ 


3,5)- 


3,1)- 


3,5)- 


Au  reste,  si  dans  ces  expressions  des  variations  annuelles  relativement 
à  la  vraie  écliptique  on  suppose  nuls  les  coefficients  (3,  o),  (3,  i),  (3,  2), 
(3, 4),  (3,  5),  ce  qui  ne  demande  que  d'y  effacer  tous  les  termes  où  ces 
coefficients  se  trouvent,  elles  donneront  les  variations  annuelles  par  rap- 
port à  Técliptiquefixe;  les  quantités  rflî,rflî',...,rf5,  cfe',...  se  changeant 
alors  en  rfw,  rfco',...,  d6,  rfô',...,  comme  on  le  voit  par  les  formules  ci- 
dessus,  puisque  dans  cette  hypothèse  les  différences  ds"  et  du"  dispa- 
raissent. 

25.  Enfin,  pour  déterminer  les  variations  annuelles  de  l'obliquité  de 

ds^        du'*' 

l'écliptique  et  du  lieu  des  équinoxes,  on  remarquera  que  -j-  et  -j-  sont 
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les  variations  annuelles  des  quantités  ^'^  et  u";  par  conséquent,  suivant 
les  formules  du  n^  19,  raccroissement  annuel  de  l'obliquité  de  Féclip- 

tique  sera  représenté  par  -j--y  et  le  mouvement  annuel  des  équinoxes  en 


I       ds'" 

longitude  sera  — -j  -j-y  en  nommant  I  l'obliquité  de  l'écliptique. 

Il  (^t  vrai  que  nous  avons  dit  dans  le  même  numéro  qu'il  fallait,  à  raison 
de  la  précession  des  équinoxes,  substituer  w'"cos(5o"|x/)--5"'sin(5o"-^x^) 
au  lieu  de  u\  et  5"Vos(5o"*-x  /)  -h  M'"sin(5o"ff  X  /)  au  lieu  de  s";  mais  il 
esl  aisé  de  voir  que  les  différences  du'"  et  ds'"  demeurent  les  mêmes  pour 

l'époque  de  /  —  o,  puisque  s'"  et  u'"  y  sont  supposés  nuls. 

du*"    ds^ 
Donc,  en  faisant,  dans  les  valeurs  de  -jj-^  -j-  du  n*'  17,  s'"=o,u*"=:o, 

et  mettant  pour  5,  m,...  leurs  valeurs  Ssinc»),  ôcosw,...,  on  aura 

f'ariation  annuelle  de  l'obliquité  de  l'écliptique, 

du'" 

-j-  —  —  (3,  o)0sin&)  — (3,  i  ô'sinw'— (3,  ajô^sino/' 
dt    , 

—  (  3,  4)0*^sin6)''—  (3,  5)0'sin&)\ 

Mouvement  annuel  des  équinoxes  en  longitude. 

ds"       -        _        0COS&)       ,-        0'coso)'       ,,        B"ços(ù" 

-r-  coil  =  (3,0) r-  -4-    3,  I) -,-  -4-3,2    r- 

dt  langi        ^       '    langl  '    langl 

'^'      langl  ^  langl 

Et,  si  dans  cette  dernière  formule  on  change  tangl  en  sini,  on  aura 
le  mouvement  annuel  des  équinoxes  en  ascension  droite. 

26.  Il  s'agit  maintenant  d'évaluer  ces  différentes  expressions  en  y  sub- 
stituant pour  ç,  ç?', . . . ,  X,  X', . . . ,  0),  Cl)', . . . ,  5,  ô', . . .  les  longitudes  des 
aphélies,  les  excentricités,  les  longitudes  des  nœuds,  et  les  tangentes  des 
inclinaisons  des  orbites  de  Saturne,  Jupiter,...  pour  1700. 

Voici  d'abord  ces  éléments  tirés  des  Tables  de  Halley,  a  l'exception 
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seulement  de  l'aphélie  de  la  Terre  et  de  son  excentricité,  que  nous  avons 
préféré  déduire  des  Tables  de  Mayer  comme  les  plus  exactes  pour  cette 
Planète;  les  époques  sont  réduites  au  méridien  de  l'Observatoire  de 
Berlin. 


<p  = 

8* 

28°  33' 1 8", 

A  --  0,057002, 

9'  - 

6 

9  33  46 , 

>/  --  0,048220, 

9" 

5 

0  33  18  , 

r  :----  0,092<)98, 

9" 

9 

7  4^  34 , 

X^  1-0, 01 68021 , 

9"- 

lO 

6  3i  27  , 

X"   0,0069816, 

9'- 

8 

12  43  23  , 

/'  --—  0,205890, 

(ù 

3» 

2i«  5'  6", 

0  —  Ung2»3o'  10", 

w'  — 

3 

7  34  9» 

0'   langi  19  10  , 

&)"-: 

I 

17  24  41  , 

0"  r-  langi  5i  0  , 

w«'~ 

2 

i3  57  52  , 

0'^  lang3  23  20  , 

w'  — 

I 

i4  4^  i^  « 

0'   lang6  59  20  . 

A  l'égard  de  l'obliquité  de  l'écliptique  I,  je  la  prendrai  en  nombres 
ronds  de  23®  29',  telle  qu'elle  a  dû  être  à  très-peu  près  au  commencement 
du  siècle,  d'après  les  nouvelles  déterminations  de  M.  Cassini. 

Par  ces  valeurs  et  par  celles  du  n®  16,  j'ai  donc  trouvé  les  suivantes 


r      ,  X'cos(a)'— 9)        //  QQ  o    , 
[o,  i] Y —    =  I  ,8873/n' 


[o,  i]>/sin(9'—  9;  —  —  o'\553o 


m 


o,  2758508, 


9,74^7'»:'» 


,  tX"COS(9"—    9)  ;,  „  r  T^„       ,,      „  ■  „ 

[o,  2] -i- ^  =  —  o'^joooi  m  [o,  2]  A  sm(9  —  9  :  :=  —  o",oooo/;/ 


5, 8593395, 

r     ,,  X'^cos(9'*'—  9)        „  ,„ 

[o,  3] --^ '-  =  o  joooom"^ 

A 

5,5854447» 


4,8895608, 

[o,  3]X"'sin(9"'—  9  1  —  o", 0000 /m' 

3,548(;2ii>., 


[0,4]  }ll^l^f—  ï)  zr:o^oooom'^         [o,  4] X^^slu ( 9'^  —  9  !  =  o' , oooo/// - 


4, 7976833, 


3,îî59ii4, 


25(> 
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/  ^  COS  {  ©' Q  ) 

[o,  5] ^-j- ^-  =o",oooom*  [o,  5]X'sin(<p^— 9)  =  — o^joooom' 

4,6769535,  2,8855i82, 

[1,0]  ~-^^i|;-'^^=:i%i35im  [i,o]Xsin(9-9')=:o",28i4m 


o,  o55o368, 

rcos(9"-9')        „         .    „ 
[1,2) >^^ i-   —  o',  0024  m' 

7,3887957, 


9,4492724, 


[  I,  2]X''sin(  9"-  9'  )  =:  -  o^(K)OI  m" 

5,9805191, 


[,,3]  ^^.1V9 9J  =^o",oooom'"  [i,  3]X'"sin(9'''- 9')  =  o%oooom'^ 


5,3798767, 


5,553ii94i 


,        ,T  X»'C0S(9'"  —  9')  „  r        /T. 

[  1, 4] ^^- i-i  —  —  o%oooi  m»''     [  1, 4]X' 


^,  —     w  ,„„^.„.       L"»*tj'^"'sin(9"'-- 9')  =  o",oooo/n'^ 

5,8272179,  •  49^^4^^'' 


[■.5] 


X*cos(9*  —  9')  __ 


[2,0] 


Xcos(9  —  9" )  _ 


o",oooo/n^  [i,  5]X''sin(9''  —  9')  =  o", 0000 m'' 
5,6079875,  4»  ^7^7*8, 

—  o'',o3']/\ni  [2,  o]  Xsin(9  —  9")  =  o",oo65m 
.    8,5726301,  7,8154290, 


['•»  «] y^  ^  r=:2",io33m'  [2,  i]Vsin(9'-9")  =  o%i584m' 


0,3229008, 


9,1998725, 


X-cos(y"-y") 


o",  1487  w!"  [2,  3]  >.  '  sim;  9''  —  9")  =  o\oi83m'^ 
9,1724071,  8,26i3i47, 

o", 0267m'*  [2,  4]  X"  sin(9''  —  9")  =  o'Sooi  i  m'* 
8,4260488,  7,0437282, 


[2,  5]  -^-  --?iî;V --?J  rTz  -  o",oo26m*       [2,  5]  X^  sin(9'  -  9' )  =  o%ooi  i  m" 

7,4186849,  '  7,o535ii9, 
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[3,  o]    ^Qs(9^-~y^)  ^  ^„^  i^SQm  [3,  o]  X sin(9  -  9^)  =r  -  0*^,0004/11 

9,1728747,  6,6055191, 

[3, 1]  ^QS(9^-9  )  ^  ^^^  ,5^2m'  [3,  i]  A'  sin(9'  -  9^^)  =  -  o",o8oi  m' 

9,1881 21 3,  8,9035026, 

[3, 2]      cos(9j-9^)  _  __  ^„^  ^  ^^^  ^,,  ^^^  ^^  j^,, sin(9"~  9'*')  =  -  o",o247m'' 

0,0465464*  8,3923443, 

X"  COS(©'^ Qj'") 

[3,4] ^i^ ^^=2",  2610m»'  [3,4]X'''sin(9"'-9")=-o",o209m- 

0,3543074,  8,3200893, 

[3, 5]  ^'cos(?J-y")  ^  o''^5,^,  ;„T  ^3^  5^  y^.  sin(^.  ^  ^-,  ::^  _  o%oo4om" 

9,7110457,  7,6048069, 

X  cos^(P  "-—  o**  ) 

[4»  0] T,^  ^   ==  o",  1 261  m  [ 4,  o]  X  sin  ( 9  —  9"  )  =  —  o",  0007  m 

9,1007967,  6,8370840, 

^^Vcos(9^~9'')  :^_  a",2446m^  [4,  1]  X' sin(9'-9-;  =- o^o3o8m' 

o,35ii444,  8,4886625, 

[4,2]^^-^!:il!l)=-^, '',0372  m"  [4,2]X"sin(9"-9'')=:-o",oo32m" 

0,0158706,  7,5o9o3i6, 

[4, 3] ^ CQsCy^T l!!l  :3=  11^ 7487 m^  [4,3]X"'sin(9"'-9-)=:-o",o45im"' 

1,0699903,  8,6543635, 

[4,5]^l^??i^Llll^:=^4-,^266m'  [4,5]X'sin!9^-9-)  =  -o%o45im* 

0,6745476,  8,654o57 1 , 

7,0378060,  5,8041101, 

.  V.  33 
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[5..]^'^"^^;-^'^=o%o.55m' 


_„, [5,  i]>'9in(<p'  — (p')=  — o',oo63m' 

8,1896538,  7.799'482, 


7,0662456, 


7,0462344. 


[5,  3]  ^'cosy — r)  ^  o",o3o5m'"     [5,  3]  X*  sinC?'"-  9')  =  o",oo29to- 


8,4844670, 


7.4664997. 


[5,4]^!l££!iî!! — ?ll=o',o54om"   [5,4]i"sin((p"-9']  =  o',oi52m" 


8,7322860, 


8,1814757, 


(0,1) 


9'  cos(6)'  — M) 


=  9",i6iom'     (o,  0  9'sin((a'  — w)  =  —  o'',o963m' 

o.96«9444.  8,9834303, 


(3,  , )  ^J2î!^^ — ^  _  3",55g8m'      (3,  i  )  9'  sin(w'-  w)  = 

0,551429.^ 


o*,o374iw' 
8,5729153, 


0"cos(w"  — w)    ;> 
(o,  2) -^ =  o  ,0002  m 


e 


(o,  2)9"  sin(&)"--  w)  :=  —  o", 0000m* 


6,1953068, 


(3,2) -^ =  0",  i4ï9m      (3,  2)0"sin(o)'—  &)) 


6 


9,i5ï9735, 


5,1414765, 

0^^,01 25  m" 

8,0981432, 


(o,  4) ^^ =  o",ooo7m'' 


0 


6,8709313, 


3>4) â ^  =8',o5o4m" 


d 


0,906144^» 


.     0'cos(w^— w) 

(o,  5) ^ ^  =  o  ,oooom^ 


e 


5,4798117, 


lO,  4)  ô'^'sin  (&)''— w)  =  —  o'',oooom''' 

5,49o5o43, 

(3,  4)9'^ siiKW'^  — &)):=  — o", 2665 m'^ 

9,4257 1 76, 

(  o,  5  )  0"  sin  (/i.)'  —  w  )  —  —  o",  oooow' 

4,4^o3o34f 
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(3,5)  — ^^ ^  — o",  logSm'  (3,  5)  O'^sinfr,»*  —  cw)  —  -  o",oiiom' 


1,0) 


^COS(&)  —  6)' j 


3,0) ^, J... 


9,o394o58, 

i4",i988w 
i,i52?.5o4» 

o",  6278  m 
9,7978446, 


8,0398975, 

(i,  o)  0sin(&)  —  0)'  )  =  0", 0786m 

8,8955066, 

(3,  o)  6sin(&)  —  &/)  =:o'',oo35m 

7,5410998, 


\i,î) -FT-  -   ■■'  -=0", 00^1  m''  (i,7/)6"sin(c«)"  — a/)  — —  o",oooi  w' 


0' 


7,60754)87, 


(3,2)  _^£!Li^ f^^  ^  o",389om'  (3,  2)  0"  sin((k)''-  r.,') 


6' 


9»^91K'^o7, 


6,0485690, 

o",  01 07  m" 
8,0309610, 


u,4) -^, =o",oi39m"        (i,4)0"sin{û»»*— r.)'^ 

8,147.8374, 


0' 


ii» 


^3^^^e'^cos(o^'- — oO^  17^5695^      i3,4j0'^sin(w--w') 

1,2447594, 


0' 


ex  9"C0S(6)*— 0)') 

I ,  D) _ —  o' , 0007 m'  1 1 ,  5  )  ô"  sîn ,  &/  —  &>'  ) 

6,86i5ioi, 


0' 


: —  o  ,0001  m' 
6,i45668i), 

:—0'\  1768m" 

9,2475909. 

—  o",  0000  m' 
5,3451210, 


'    ■" ~ÏÏ' —  o",3i33m^ 

9,4959337, 

0^ ~  ^  '  3949m 

9,5965044, 


{ 3,  5  )  0'  sin  !  &)^  —  u^'  )z=L^o\ 0095 m^ 

7*979544^» 

(2,0)  0sin  o>  —  r,)"\  =  o",o258m 

8,4112978, 


-x  ^.  ôcos(w  — &}")         „       , 


2m 


;  3,  o)  0  siiKo»  —  &/'  1  =  o",oi33 


m 


9,3100453, 


8,1248387, 
33. 
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-*  ^*^  •  —jO  _6»,584oot'  (2, 1  )  6'  sin(6)'—  m")  =  o",2549m' 

0,8184908,  9,4o63i59, 


w 


^^    f^^l^ — ^=::y^t^^m'  (3, 1)0' sm(w' -&)")  =  o",  1229m' 


0,5016373, 


9,0894624, 


^^^)?lS^i^ — ^rm'',io86m-   (2,4)  ô"' sin{r„«^ -&)-')  =  o%  01 79m»' 


e 


0,0447833, 


8,2627208, 


3,4)  - — ^^-^, ^  — i2",23o6m''  (3,4)0»'sin((k)''  — w")  =  o'',i974in'' 


0" 


1,0874471, 


(2,5) ^-^ ^  =o'',o688/n^ 


0' 


8,8376803, 


(3,5) 


e^cos(&)^— m")  __  ^ 


0" 


=  0",  3693  m'' 
9,5674076, 


,,     0COS(W  — W'^) 

(4>  o) ^-- =  o",  1220m 


0 


9,0864319, 


^^   .0COS(W  — w")     „     _ 

(  3,  o) ^^-- =:  o",  2oo3m 


0'" 


9,3oi6i2o, 


,,  ,  0'cos(w'— w'')    „  ,  ,  , 


e 


o,i68o3i I, 


,,  ,  0'cos{a)'.—  (si'")        „  ,  n,    , 
(3,  I ) ^^t;; =  2%4764m' 


0 


0,39381 16, 


(4,  2) ^^ '-  =  o'^0723m" 

8,8590853, 


9,2953846, 

(2,  5)  0'  sin(&r  —  o/')  =—  0^,0001  m* 

6,0274762, 

(3,  5)  0'  sln(a)*  —  w")  =—  o",ooo6m' 

6,7672026, 

(4»o)0sin(&3  —  w»')  =:o",oo55m 

7,7378706, 

(3,  o)  0sin(6i)  —  &)*')  =0", 0090m 

7,9630606, 

(4,  1  )  0'  sin(  f.)'  —  w'^  )  =  o",o38i  m' 

8,6809689, 

(3,  i)0'sin(a>'— w'')=:o",o64im' 

8,8067394, 

(4,  2)  0"sin  (&/—&)»' )  =  —  o", 0021m'' 

7,3302643, 
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9,3248427,  7,7960217, 

^^^S)^LS2î!^r^D  =o%^625m-  (4,5)0'sin(w^~w-)  =  -o%o253m' 

9,8822425,  8,4o36335, 

(3,5)  ^'^^^y^-'"''^  :Iro^^762m^  (3,  5)e'sin((»^-o)-)  =  -o^oo59m^ 

9,2459289,  7»7^73i99' 

-       ,  ÔCOS(û)  —  &)')            ^           ^  /fx/».,               .V           //o 

:5,  o) ~ =0  ,oii5m  (5,  o)  dsin(&)  —  w^)  =  o',oo32m 

8,0604010,  7,5087637, 

«      ,  0  COS(û) — w^)          „      ,0^  .,        /»    .    ,             .,  -       «        o/» 

(3,  o) ~- =o",o485m  3,  o)dsin(&)  —  03^)  =  0  ,oi36m 

8,6861394,  8,1 345025, 

(5, ,  )  glcos(M'  -  M"]  _  ^„^  ,^86m'  (5,  i  )  &  sin(w'  -  w")  =  o'.oaSgm' 

9,2517932,  8,461 5o58, 

( 3,  ,  )  ^L^i^-.'^D  ^  o", 7875m'  (  3,  1  )  6'  sin («'  -  on  =  o",  1276m' 

9,8962521,  9,1059647, 

(5,  2)  ^"^^^(f-^^)  ::^  o%oio4m"  (5,  2)  r  sin(w"-  û)^}  =  o",oooi m" 

8,0177508,  5,7861126, 

(3,  2)  g"cosK-&)^)  _  ^,^  ^  ^^^^,  (3,  2)  0" sin((k)''-  0)*)  =  0^,0007 m" 

9,0567494»  '            6,825iii2, 


5,  4)  ^'"^^^^^^/^   ^  rzz  ^^7674m--    (5,  4)0-sin(W'- w^)  =  o",i2i5m- 

o,24733o5,  9,0847269, 


(*'»*ty  ^v 


3, 4)  O^co^^^^'" — ?0  _  3.^  ,42om»^       ( 3, 4)  0»'  sin(û)»''  -  or )  =  o^ 2161  m- 

0497»  9^»»  9*33459 1 5, 
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.  3,  o) ,    =  —  o  ,oi23/ri 


tangl 


8,0904581, 


(  3,  I  )   -~rrw-  =■  ""  o  ,o4o5m 


tangl 


8,6859252, 


^»  ^)  — : g     =■  o'',o2i8/n 


tangl 


8,338i54o, 


(  3,  o)  0  sîn&i  =  o", 0139m 

8,14^2893, 

(3,  I  )e'sin&)'  =  o'',i586m' 

9,2oo4o3i, 

(  3,  2)  B"  slnw"  =  o",oio3m  ' 

8,0127053, 


(3,4)  — :r::-rî —  —  0'^,2808/iî» 


tangl 


9,4483909, 


^  ^>5)    ,    =o",oi96/?r 


tangl 


8,2917832, 


3,  4  )  9''  sîn&)»^  =  o",4244m'^ 

9,6278188, 

(  3,  5  )  6^  sinck)'  =  o", 0084 m' 

7,9247703. 


27.  De  là  j'ai  eu  les  résultats  que  voici. 


Mouvements  annuels  des  aphélies. 
-J-  =r  1 5'' ,  993 1  wï  '  -+-  o" ,  0006  m"  -»-  o" ,  00 1  o  m'"  -h  o" ,  0007  m ' "", 


^  -     A- 


rf/ 


6",  56o \m  -h  o",  002 1  m" -h  o'\  0089 m""  -h  o",  0060 m'*  -1-  o'\  0002  m"". 


rf92 


o", 6955m -h  i2'',3o83m' -+-  i",92n  m*'-h  o",7027m'''-h  o",02o8m\ 


d£_ 
dt 


=  o",  1914m  -+-  6", 7938m'  -h  r',5461  m"  -+-  5",  i969m'^  —  o",4i65m\ 


^-=:o'',o8i2m  -4- 6% 3758m' -h  r',i854m"— 5%o579m''-4'',3o43m% 


-^  =0", 0795m -h  i",5599m'-4-o",o4o8m"-+-o'',839im'"-h4",  i4i2m'V 


I 
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yariatiotu  annuelles  des  plus  grandes  équations. 


— î—  :=  —  I   ,  looom', 

dt 
idV 


dt 

idr 
dt 

df 


Kf 


—  o" ,  5628  m  —  o",  0002  m" , 


o",oi3om  -h  o",3i68w'-+-  o'^oSôGm"'-»-  o", 0022m'' -h  ©'',0022 m% 


=r  —  o", 0008m  —  o",  lôoam'—  o'\o^iQ^m"-\-  o'^o/^iSm'"  —  o",oo8om\ 


2JX'' 


rf/ 


=  —  o" ,  00 1 4  m  —  o*',  06 1 6  m'  —  o",  0064  m"  —  o",  0902  m'"  —  o" ,  0902  m', 


— .—  —  o", 0002m  —  o",oi26m'—  o'',oo22m"-h  o",oo58m'*'  -h  o",o3o4m*'. 


Mouvements  annuels  des  nœuds  sur  Vécliptique  vraie, 

-jT  =  —  o",34o3m  —  12",  2792m'—  o'\  1422m"—  o",ooiom'^ —  8'',o564m'* 

—  o",  1095  m'', 

dil' 

-^  --=5",8758m-6% 9480m'- o", 3894m''- o",oo89m'"-  i7",56i5m'' 

—  o",3i28m% 

dH" 

-^mz-  o%4674m—ir', 0018m'— o",433om"—  i^YMm"-  n ',7980m»* 

—  0,3187  m% 

r^  --  -  o'', 2856m  —  5",  1 352m'-  o", 2872m"-  6", 6908 m"'-  7", 4579m'' 

-!-o",  1640  m', 

^-  =-  o'\  1 176m  -  2",  i843m'  -  <ï",  I  Î3i  m"-  o",86i)6m"'-  5", 5698m'' 

—  o",  0976  m'. 
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Variations  annuelles  des  inclinaisons  sur  Vécliptique  vraie. 


d^ 

—  =  o",o589/n' —  o",oi25m"— -  o",2665m*^—  o"oi  iom% 

d^' 

--T-  =  —  0^,0751  m  —  o",oio6/n" — o",  1767  m"'  —  o",oo95m% 

d^" 

-7—  r=  —  o'^jOiaSm  —  o",  iSaom'  -f-  o",  1795m'''—  o",ooo5m% 


IV 


dt 

El 
dt 


=  o",oo35m  H-  o", 0260m'  —  o", 0042 m"  -h  o'^oiQ^m'', 


=  0",  0104 m  -h  o",o987m'-f-  o", 0006 m"  -h  o", 0946m*'. 


Mouvements  annuels  des  nœuds  sur  Vécliptique  fixe  de  1700. 


-7T-  =r  — 8'',7i94m'— o",ooo3m"— o",ooiom*', 
dt 


=  6",5o36m  —  o",ooo4m"— -o",oo89m'*'-h  o",oo8om»'  — o",ooo5m% 


=  —  o", 2632m  —7", 8276m'—  i",7724m"'-ho",4326m"'H-  o",o5o6m', 


^  =  —  o",o853m  —  2",6588m'  —  o",o759m''—  6",69o8m*'-+-  o",  34o2m\ 
^  i:^  —  o",o69i m  —  i", 3968m'  —o", 0292m"— o",8696m"'—  2",4278m'\ 


Variations  annuelles  des  inclinaisons  sur  Vécliptique  fixe  de  1700. 


^  =0",  0963m', 
rf9' 


dt 


=  —  o",  0786 m  -h  o",oooim"-f-  o",oooi  m*% 
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Jùff 

-77-  =  —  o^'jOaSS/n  --  o",!i5^gm'  —  o'^,  oi  79/11'^ -f-  o", 0001  m', 

dt 

d^ 
dt 


\ 


■^ 


=  —  o",oo55m  —  o",o38i  m'  -h  o", 0021  m"  -f-  o",o253m*. 


—  o",oo32m  —  o", 0289m'  -h  o",ooo6/n"  —  o",  i2i5m*\ 


Mouvement  annuel  des  équinoxes  en  longitude, 

df 

-T-colI  — —  o",oi23m  — o'',o485/n'-l-o",o2i8m"-f-o'',28o8m»^H-o",oi96m\ 

Variation  annuelle  de  rohliquité  de  l'écliptique. 

djT 
dt 


—  —o",  01 39m  —  o",  i586m'— o",oio3m"—  o"f^2^m^''—o'\ooS^m''. 


Si  Ton  t'ait  cette  dernière  quantité  —  i  et  la  précédente  —  yj,  on  aura 
les  variations  annuelles  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  de  ces  variations,  que  nous 
avons  données  dans  le  n^  19. 

28.  Telles  sont  les  valeurs  que  la  Théorie  donne  pour  les  variations 
annuelles  des  éléments  des  Planètes;  et,  quoique  ces  valeurs  ne  se  rap- 
portent qu'au  commencement  de  ce  siècle,  elles  peuvent  néanmoins, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  plus  haut,  servir  pour  quelques  siècles, 
avant  ou  après  cette  époque. 

Les  quantités  m,  m\  m",...,  contenues  dans  ces  valeurs,  expriment 
les  rapports  des  véritables  masses  des  Planètes  à  celles  que  nous  avons 
déterminées  dans  la  Section  précédente  (14)  par  la  considération  des 
satellites,  et  par  la  comparaison  des  volumes  et  des  densités;  comme  ces 
déterminations  peuvent  être  sujettes  à  des  incertitudes  de  la  part  des  élé- 
ments qui  y  servent  de  base,  pour  n'en  laisser  aucune  dans  les  résultats 
d^nos  calculs,  nous  avons  encore  multiplié  les  masses  trouvées  par  les 
efficients  indéterminés  m,  m\  m",...,  afin  d'avoir  par  là  des  formules 

générales  pour  des  masses  quelconques.  Mais,  quelques  corrections  que 
V.  34 
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ces  masses  puissent  demander,  il  parait  certain  qu'elles  ne  sauraient  être 
que  fort  petites,  et  qu'ainsi  les  coefficients  dont  il  s'agit  ne  peuvent  dif- 
férer que  très-peu  de  l'unité.  De  sorte  que,  si  l'on  fait 

les  quantités  |x,  |x',  |x",...  seront  nécessairement  des  fractions  fort  petites 
et  exprimeront  les  corrections  à  faire  aux. masses  que  nous  avons  adop- 
tées. 

Nous  ferons  donc  ces  substitutions  dans  les  expressions  précédentes, 
et,  comme  nous  avons  jusqu'ici  compté  les  longitudes  depuis  un  point 
fixe,  qui  dans  ces  expressions  répond  à  l'équinoxe  de  1700,  il  faudra,  par 
rapport  aux  aphélies  et  aux  nœuds,  ajouter  à  leurs  variations  annuelles  le 
mouvement  rétrograde  annuel  des  équinoxes  qu'on  sait  être  de  So^^, 
pour  avoir  les  changements  entiers  de  ces  éléments  pendant  une  année. 

29.  De  cette  manière  on  aura  les  variations  annuelles  totales  des  élé- 
ments des  six  Planètes  principales,  comme  il  suit 

Saturne, 

Aphélie 66",3287-M5'',993ijùL'-ho",ooo6/:jL"-ho",ooioa'*-f-o",ooo7|/'% 

Équation —  i",  io6o  —  i",  1060 jùl'. 

Nœud  vrai 29^4047  — o",34o3/jl —-12", 2792 jix'—o',  1422 u'—o", 001  o,u'' 

-8",o564a'^-o",io95p% 

IncUn.  vraie --ol',23ii-ho",o589HJt'— o",oi25,a'  — o",2665/ul*'— o'',oiiou% 

Nœud  moyen 4ï'S6ï26  — 8", 7194^01'— o",oôo3p"—  o",ooiojul'", 

Inclin,  moyenne.  o",o963  -h  o",o963/z'. 


Jupiter, 
Aphélie 56",9io6 -h 6% 56oi /^ -h  o", 0021 1^"^  o'\ 0089a''' -h o", 0060 a« 


« 


o",  0002  a'. 


Équation o",  5626  -h  o",  5628  a  —  o",  0002 ^a". 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES.  267 

Nœud  vrai 3o",9885  -f-  5^8758fx  -  6^948ofJl'  -  o", 3894fx"-  o'SooSg/ui'' 

IncHn.  vraie —  o^jayig  — o",o75i/:jl— o",oio6/[it"— o",i767fx'^-— o",oo95/:jt\ 

Nœud  moyen 56",835i  -f-  6",5o36|ui  —  o",ooo4/z"  —  0^,0089 fx^'-f-  o",oo8ofx'^ 

—  o",ooo5]u^, 

inclin,  moyenne .   —  ©",0784  —  o",o786|ui  -+-  o",oooi  fx"  -4-  o",oooi  fx'^. 

Mars, 
Aphélie 65%98i7  -t-o",6955fjt-t-  i2%3o83|ui'-4-  i%92ii^.'"-i-o",7027fx'' 

-h  0'',0208fX^, 


Equation o",37o8-t-  o",oi3o|ui  -f-  o",3i68|Lt'H-  o",o366|Lt'*'-4-  o",oo22|ui' 


V 


0",0022U*, 

Nœud  vrai 24",5420  — o",4674p—  ii",ooi8/x'-o",433ofx'  — ^,7724/^1*' 

—  II",  7980  jLt'*  —  o",  3187  it.\ 

Inclin,  vraie o",o345  —  0^,0125 fx  —  o",  i320fx'-*-  o",  1796/^1»''—  o",ooo5fx*, 

Nœud  moyen.. ..  4o",9533  — o^2632|ui— 7%8276|li'— i",7724fx*'-4-o",4326fx" 

o",o5o6p'', 


Inclin,  moyenne,  —o", 2985— o",o258|tx—o", 2549fx'—o",oi79/:x*'-f-o", 0001  ]ui^- 

Fénus, 

Aphélie 48",6i35  -f-  o%o8i2|tx  -f-  6",3758fx'-f-  i",  i854|li"—  5",o579|ui" 

-4%3o43/x% 

Équation — 0^,2498  —  o'',ooi4fx  —  o",o6i6a' — o",  0064  fx"—o",  09021^1'*' 

—  0",0902|tX% 

Nœud  vrai 3o",64o6-  o",2856fx  —  5",i352fx'—  o'',2872/x"-6%69o8fx*' 

~7^4579/x»'^-o^I64o|Ll^ 

Inclin,  vraie o",o447  "*"  o",oo35|ui  -h  o",o26of;/  —  o'',oo42fx"-i-  o",oi94fx% 

34. 
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Nœud  moyen. . . .  41",  1627  —  o",o853/x  —  2", 6588 [t.'  — o\o-]5q  11"  —  «V'.ëgo»/*"'  r 

Inclin,  moyenne .   —  o'', 0162  — - o", ooSSju  —  o", o38i  fx'-t- o", 0021  ^"  -h o", o253fjL'. 


Mercure, 

Aphélie 56% 9988  -i-  o%o795fji  -h  i%  SSggfx'  -h  o%o4o8/z"-h  o'SSSgi  fx" 

-i-4%i4i2fx*% 

Équation o",o2i6  -i-  o",ooo2/:jl  —  o",oi26/:jl'  —  o", 0022^01"  -4-  o",oo58fJL'' 

-t-o%o3o4/:jL'% 

Nœud  vrai 4i", 35i3  —  o%  1 176^  -  2%  i843fx'  -  o",  i43i  jut"—  o%86965Ji-' 

—  5",  5698 /z«--o",  09761^-, 

Inclin,  vraie o'',2o43  -h  o'',oio4fx  -h  o",o987|jl'h-  o", 0006 //"-h  o",o946/:x*', 

Nœud  moyen....  45",54o8  — ©"joGgia  —  r',3968|tJL'-- ©'',02921^"— o",8696|ui*' 

-2",4278fX»% 

Inclin,  moyenne.  — o'%  i53o— o",oo32HJt— o",o289fx'H-o",ooo6|tJL"— o",  i2i5fx*^. 

Soleil. 

Apogée 63% 6450  -+-  o\  1914^-+-  6%  7938^'-!-  i",546i  fx' -h  5%  i969fx»' 

—  o%4i65^% 

Équation — o",  1766  — o", 0008 |jt—  o",i6o2|ut'— o",o494i^'  -•-o",o4i8|!x" 

—  o",oo8o/jt''. 


Mouvement  des  pointa  /  o",26l4  —  o",OI23p  —  o",o485|Ul'  -f-  o",02l8|u/'  -4-  0,2809^'^ 
équinoxiaux  en  Ion-  | 
gitude.  I         -f- o",  01961^1'', 

Diminution  de  l'obii-  j  o%6ï56  -f-  o%oi39//  "^  o%  i586w'  4-  o",oio3/'-+-  o",4244fx- 

quité  de  l'êcliptique.  I         _^  Q./^  ^3q3^  ^t^ 

Ces  valeurs,  étant  multipliées  par  loo,  donneront  les  variations  sécu- 
laires, et  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  faire  avancer  de  deux  chiffres  la  vir- 
gule qui  sépare  les  décimales. 
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J'entends,  au  reste,  par  nœud  et  inclinaison  vrais  le  nœud  et  l'incli- 
naison  de  la  Planète  sur  le  plan  mobile  de  Torbile  réelle  de  la  Terre,  et 
par  nœud  et  inclinaison  moyens  le  nœud  et  l'inclinaison  sur  l'écliptique 
de  1700  regardée  comme  fixe. 

30.  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  comparer  les  quantités  que  nous 
venons  de  trouver  par  la  Théorie,  avec  celles  qui  résultent  des  observa- 
tions. Il  y  a  longtemps  qu'on  a  reconnu  que  les  aphélies  et  les  nœuds 
des  Planètes  ont  des  mouvements  propres;  mais  les  Astronomes  ne  sont 
point  d'accord  sur  la  quantité  de  ces  mouvements;  il  en  est  de  même  de 
la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique  dont  l'existence  est  hors  de 
doute,  mais  dont  la  quantité  parait  encore  incertaine.  Quant  aux  équa- 
tions du  centre  et  aux  inclinaisons,  quoique  les  observations  y  semblent 
indiquer  aussi  quelques  changements,  elles  sont  encore  en  trop  petit 
nombre  et  trop  peu  d'accord  entre  elles  pour  servir  à  déterminer  les  va- 
riations annuelles  de  ces  éléments;  d'ailleurs  ces  variations  sont  trop 
petites  pour  pouvoir  être  aperçues,  même  dans  l'espace  d'un  ou  de  deux 
siècles,  et  l'on  ne  peut  pas  assez  compter  sur  l'exactitude  des  anciennes 
observations  pour  les  employer  à  des  recherches  aussi  délicates.  Nous 
nous  contenterons  donc  ici  de  considérer  les  mouvements  des  aphélies 
et  des  nœuds,  et  la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  encore  par 
rapport  aux  mouvements  des  nœuds  y  a-t-il  une  difficulté  considérable, 
qui  rend  incertaine  toute  comparaison  de  la  Théorie  avec  les  observa- 
tions :  c'est  qu'on  ignore  si  les  mouvements  donnés  par  les  observations 
doivent  être  rapportés  au  plan  de  la  véritable  écliptique  ou  route  de  la 
Terre,  lequel  est  mobile  comme  celui  des  autres  Planètes,  ou  bien  îi  une 
écliptique  supposée  fixe.  Nous  avons  calculé,  pour  plus  de  généralité, 
les  mouvements  des  nœuds  et  les  variations  des  inclinaisons  dans  Tune 
etdans  l'autre  hypothèse,  en  prenant  pour  l'écliptique  fixe  celle  du  com- 
mencement de  1700,  époque  à  laquelle  nous  avons  rapporté  tous  les  au- 
tres éléments;  et  l'on  voit  que  les  résultats  sont  assez  différenls  dans  les 
deux  hypothèses  pour  qu'il  ne  soit  pas  permis  de  les  confondre  et  de  les 
employer  indistinctement.  Mais  comme  ce  n'est  que  dans  ces  derniers 
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temps  que  les  Astronomes  se  sont  convaincus  de  la  mobilité  de  réclip- 
tique  qu'ils  avaient  toujours  prise  pour  fixe  dans  le  ciel,  ils  n'ont  pas 
tenu  compte  jusqu'ici  de  cette  circonstance  dans  la  détermination  des 
nœuds  et  des  inclinaisons  des  Planètes;  et  il  faudrait  peut-être  discuter 
de  nouveau  les  observations  originales  qui  ont  servi  à  déterminer  ces  élé- 
ments, pour  pouvoir  en  déduire  des  résultats  exempts  d'incertitude. 

En  général,. il  parait  que  les  Planètes  inférieures,  qui  se  comparent 
immédiatement  au  Soleil,  doivent  se  trouver  rapportées  naturellement 
à  l'écliptique  vraie;  mais  quant  aux  Planètes  supérieures,  qu'on  ne  com- 
pare immédiatement  qu'aux  étoiles,  toiit  dépend  de  la  manière  dont  on 
aura  déterminé  les  longitudes  et  les  latitudes  des  étoiles  auxquelles  on 
les  compare;  cependant,  comme  on  peut  toujours  corriger  ces  longi- 
tudes et  latitudes,  relativement  aux  variations  de  l'écliptique,  il  est  pos- 
sible d'avoir  aussi  la  position  des  orbites  des  Planètes  supérieures  relati- 
vement à  l'écliptique  vraie,  comme  celle  des  inférieures.  C'est  un  point 
auquel  nous  exhortons  les  Astronomes  à  se  rendre  attentifs. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  rapporterons  ici  succinctement  ce  que  les 
Astronomes  ont  découvert  relativement  aux  éléments  dont  il  s'agit; 
mais  nous  croyons  devoir  nous  borner  aux  résultats  des  observations 
faites  depuis  Tycho  jusqu'ici,  d'un  côté  parce  que  les  observations  plus 
anciendes  méritent  peu  de  confiance  par  la  manière  vague  et  inexacte 
avec  laquelle  elles  paraissent  avoir  été  faites,  ou  du  moins  nous  avoir 
été  transmises;  de  l'autre  parce  que  les  variations  annuelles  déduites  de 
la  Théorie  ne  sont  rigoureusement  exactes  que  pour  l'espace  d'un  ou  de 
deux  siècles  tout  au  plus,  à  compter  de  l'époque  pour  laquelle  elles  sont 
calculées,  et  que  nous  avons  fixée  au  commencement  de  1700. 

31.  Commençons  par  considérer  les  mouvements  des  aphélies,  et 
d'abord  celui  de  Saturne. 

On  voit  par  les  Éléments  d'Astronomie  de  Cassini  et  par  V Astronomie 
de  M.  de  Lalande  que  les  observations  de  Tycho,  comparées  à  celles  du 
siècle  passé  et  de  celui-ci,  donnent,  a  raison  des  différents  intervalles  de 
temps,  les  mouvements  annuels  suivants 
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De  iSgo  à  1694 i'  55", 

iSgo  à  1708 i'  23'',5, 

1 590  à  1 769 I '  34",  7 . 

Si  Ton  consulte  les  Tables  Astronomiques,  on  trouve  ceux-ci 

Cassini i'  18", 

Halley i'2o', 

De  Lalande. .    i'  3o". 

Enfin- la  Théorie  donne,  en  négligeant  les  centièmes  de  seconde, 
66%3-f-i6",ofjL'. 

Il  parait  donc  que,  pour  accorder  la  Théorie  avec  les  observations,  il 
faudrait  supposer  |x'  égal  à  l'unité  ou  même  plus  grand,  ce  qui  revien- 
drait à  faire  la  masse  de  Jupiter  une  fois  plus  grande  que  nous  ne  Tavons 
déterminée  d'après  les  temps  périodiques  et  les  distances  observées  de 
ses  satellites;  or  c'est  ce  qui  ne  parait  en  aucune  manière  admissible.  Il 
est  donc  extrêmement  probable  que  les  grands  dérangements  auxquels 
on  sait  que  le  mouvement  de  Saturne  est  sujet,  et  dont  on  ignore  encore 
la  loi  et  la  cause,  produisent  ces  différences  entre  la  Théorie  et  les  ob- 
servations relativement  au  mouvement  de  l'aphélie;  et  par  cette  raison 
il  me  semble  qu'il  conviendrait  peut-être  de  donner  sur  ce  point  la  pré- 
férence k  la  Théorie,  en  réduisant  dans  les  Tables  le  mouvement  de 
l'aphélie  de  Saturne  à  i'6",  puisque,  de  toutes  les  masses  des  Planètes, 
celle  de  Jupiter  est  peut-être  une  des  mieux  déterminées  par  les  observa- 
tions des  satellites. 

32.  Passons  à  l'aphélie  de  celle-ci  :  nous  avons  sur  les  éléments  de 
Jupiter,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  un  beau 
travail  de  M.  Bailly  qui  nous  dispense  de  recourir  ailleurs  pour  notre 
objet. 

M.  Bailly,  ayant  choisi  et  combiné  trois  à  trois  un  certain  nombre 
d'observations  de  Jupiter,  en  a  conclu  les  éléments  de  cette  Planète  pour 
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diiïérentes  époques,  et  de  là  il  a  trouvé,  à  raison  des  intervalles  de  temps 
entre  ces  époques,  ces  mouvements  annuels  de  l'aphélie 

De  1 590  à  1 762 65", 9, 

1661  à  1 762 60",  7, 

1 703  à  1 762 60'',  I . 

Selon  les  Tables  Astronomiques  on  a 

Cassini 57''24'*'. 

Halley 72", 

Wargenlin,  de  Lalande 62". 

La  Théorie  donne  56'',  9  H-  6",  6  a. 

Il  faudrait  donc  ici  de  nouveau  supposer  jjl  égal  ou  presque  égal  à 
l'unité  pour  accorder  la  Théorie  avec  les  ohservations,  et  par  conséquent 
rendre  la  niasse  de  Saturne  presque  douhle  de  ce  que  nous  l'avons  faite. 
Quoique  la  masse  de  Saturne  ne  soit  pas  aussi  bien  connue  que  celle  de 
Jupiter  par  l'incertitude  qui  reste  encore  sur  les  distances  des  satellites, 
il  ne  paraît  cependant  pas  possible  qu'elle  soit  susceptible  d'une  si  forte 
correction.  11  est  vrai  que  nous  avons  cru  devoir  faire  cette  masse  plus 
petite  que  Newton  ne  l'avait  déterminée,  par  les  raisons  détaillées  dans 
la  Section  précédente;  mais  la  différence  n'est  pas  d'un  dixième;  et,  fai- 
sant seulement  a  "    -   dans  la  formule  ci-dessus,  on  n'augmenterait 

par  là  le  mouvement  de  l'aphélie  que  d'environ  une  demi-seconde. 

Au  reste,  31.  Bailly  donne  lui-même  la  préférence  au  mouvement  an- 
nuel des  Tables  de  Cassini,  qui  n'est  que  de  Sy",  par  la  raison  qu'il  s'ac- 
corde mieux  qu'auOjn  autre  avec  les  anciennes  observations  de  Ptolé- 
mée;  ainsi,  en  adoptant  ce  mouvement,  on  peut  supposer  à  très-peu  près 
nulle  la  correction  fji  de  la  masse  de  Saturne. 

M.  Bailly  a  examiné  aussi  les  variations  de  l'équation  du  centre  de  Ju- 
piter, et  il  a  trouvé  que  toutes  les  observations  concourent  à  y  montrer 
une  augmentation  continuelle;  mais  elles  ne  s'accordent  pas  sur  la  quan- 
tité de  cette  augmentation  :  par  les  unes  on  trouve  i'56"  d'augmentation 


.  1 
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séculaire,  par  d'autres  i'43",  et  M.  Wargentin  la  suppose  de  2'  1 5";  mais 
M.  Bailly  remarque  que  ces  différences  dépendent  beaucoup  des  petites 
équations  de  Mayer  dont  l'exactitude  n'est  peut-être  pas  encore  assez 
constatée. 

La  Théorie  ne  donne  pour  cette  augmentation  séculaire  que  56" H-  56' /x; 
et  l'on  peut  en  conclure  qu'elle  est  nécessairement  moindre  que  les  dé- 
terminations précédentes,  puisqu'il  faudrait  faire  presque  [x  =  i  pour  la 
portera  i'4o". 

33.  A  l'égard  de  l'aphélie  de  Mars,  Cassini  l'a  trouvé  pour  le  com- 
mencement de  1696  à  5'o''3r34".  M.  de  Lalande  Ta  trouvé  en  1748 
a  5'i*^26'  10";  ces  deux  époques  comparées  ensemble  donnent  pour  mou- 
vement annuel  63".  Mais  si  l'on  compare  l'époque  de  M.  de  Lalande  avec 
celle  de  Kepler  pour  1592,  laquelle  est  de  4*28^49' 5o",  on  a  1'  de  mou- 
vement annuel. 

Par  les  Tables  on  a 

Cassini l' i?/', 

Halley i'  10", 

De  Lalande i'    7". 


La  Théorie  donne,  en  rejetant  les  corrections  des  masses,  66";  ce  qui 
tient  le  milieu  entre  les  déterminations  précédentes,  et  s'approche  fort 
de  celle  de  M.  de  Lalande. 

34.  Pour  ce  qui  est  de  l'aphélie  de  Vénus,  Cassini  a  trouvé  que  les 
lieux  déterminés  par  les  observations  de  Tycho,  de  Byrgius,  d'Horoc- 
t'ius,  et  par  les  siennes,  donnent  ces  mouvements  annuels  k  raison  des 
intervalles  suivants 

De  1596  a  1716 2'28", 

1639  a  17 16 i'  26"; 

et,  joignant  k  ces  observations  celles  de  M.  de  Lalande,  on  a 

De  1596  à  1768 2'  28". 

V.  35 
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Selon  les  Tables  Astronomiques,  on  a 

Cassini i'  26'', 

Halley 56''|, 

De  Lalande i'  27". 

La  Théorie  donne,  en  négligeant  les  centièmes  de  seconde, 

ainsi,  pour  que  cette  quantité  allât  au  delà  d'une  minute,  il  faudrait 
donner  des  valeurs  assez  grandes  positives  à  jui'  et  a",  et  assez  grandes  né- 
gatives à  fji'*',  juL^;  mais  en  faisant  |x'  et  fx"  égaux  à  i ,  et  ii'\  /x^  égaux  à  —  i , 
ce  qui  reviendrait  à  supposer  les  masses  de  Jupiter  et  de  Mars  doubles, 
et  celles  de  la  Terre  et  de  Mercure  nulles,  on  n'aurait  qu'environ  l'y, 
ce  qui  est  encore  assez  éloigné  des  observations. 

De  là,  et  du  peu  d'accord  qu'il  y  a  entre  les  résultats  des  différentes 
observations  et  les  éléments  des  différentes  Tables,  je  conclus  que  le 
mouvement  de  l'aphélie  de  Vénus  est  encore  trop  peu  connu,  et  qu'il 
serait  peut-être  mieux  de  le  déterminer  uniquement  d'après  la  Théorie 
en  le  réduisant  à  48''  ou  à  peu  près. 

35.  Il  n'y  a  guère  plus  d'accord  entre  les  Astronomes  relativement  à 
l'aphélie  de  Mercure. 

Cassini,  l'ayant  fixé  à  8*  12** 22'  25"  pour  le  9  novembre  1690,  a  trouvé 
que  cette  époque,  combinée  avec  un  mouvement  annuel  de  i'2o%  ré- 
pondait assez  bien  aux  passages  observés  dans  le  dernier  siècle  et  au 
commencement  de  celui-ci. 

M.  de  Lalande,  par  les  passages  de  1740,  174^  et  1753,  a  déterminé 
cet  aphélie  pour  le  6  mai  1753  à  8' 1 3®  55' 8";  et  cette  époque,  comparée 
à  la  précédente,  donne  un  mouvement  annuel  de  i'29".  Cependant  M.  de 
Lalande  le  réduit  à  1'  10"  pour  mieux  accorder  les  observations  modernes 
avec  celles  de  Ptolémée. 

Enfin  Halley  ne  fait  ce  mouvement  que  de  52"^;  et  il  parait  néan- 
moins que  ses  Tables  représentent  assez  bien  les  différents  passages  ar- 
rivés dans  ces  deux  derniers  siècles. 
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La  Théorie  donne  57",  en  négligeant  les  correclions  des  masses,  quan- 
tité qui  tient  le  milieu  entre  celles  de  Halley  et  de  M.  de  Lalande»  et, 
comme  la  seule  correction  un  peu  sensible  est  celle  qui  pourrait  venir  de 
la  masse  de  Vénus,  et  qui  est  de  4''X  jx'^,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  an- 
nuel de  l'aphélie  de  Mercure  ne  saurait  être  plus  grand  que  61"  ni  moin- 
dre que  53",  qui  sont  les  valeurs  que  l'on  aurait  en  faisant  fi^^  =  1  ou 
fx'^  =  —  I ,  c'est-à-dire  en  doublant  la  masse  de  Vénus  ou  en  la  réduisant 
à  zéro. 

36.  Venons  enfin  a  l'apogée  du  Soleil.  L'Abbé  de  la  Caille,  qui  s'est 
occupé  avec  tant  de  succès  de  la  Théorie  de  cette  Planète,  a  trouvé  que 
la  plupart  des  observations  s'accordaient  à  donner  à  cet  apogée  un  mou- 
vement annuel  entre  i'6"  et  i'5",  et  il  a  en  conséquence  adopté  i'5"|; 
mais  Mayer  le  fait  dans  ses  Tables  de  i'6",  et  M.  Lemonnier  ne  le  sup- 
pose que  de  i  '  3". 

La  Théorie  donne,  en  négligeant  les  corrections  des  masses,  63",  645, 
valeur  qui  s'accorde  assez  avec  les  précédentes;  et,  comme  les  princi- 
pales corrections  sont  celles  qui  viendraient  des  masses  de  Jupiter  et  de 
Vénus,  et  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  positives,  il  s'ensuit  qu'il  faudrait 
augmenter  ces  masses  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apogée  plus  con- 
sidérable; en  les  augmentant  l'une  et  l'autre  d'un  dixième,  ce  mouve- 
ment serait  alors  à  très-peu  près  de  65",  comme  la  Caille  l'a  trouvé. 

A  l'égard  de  la  plus  grande  équation  du  Soleil,  on  voit  par  notre  for- 
mule qu'elle  va  en  diminuant;  mais  comme  cette  diminution  n'est  guère 
que  de  18"  par  siècle,  elle  ne  pourra  être  aperçue  qu'au  bout  d'un  temps 
très-considérable.  Cependant  l'existence  de  cette  diminution  parait  déjà 
confirmée  par  les  anciennes  déterminations,  qui  donnent  toutes  une 
équation  du  centre  du  Soleil  plus  grande  que  celle  d'aujourd'hui,  comme 
M.  Bailly  l'observe  dans  V Astronomie  moderne,  tome  III,  page  25 1. 

37.  Considérons  maintenant  les  variations  de  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique.  L'observation  et  la  Théorie  s'accordent  à  prouver  que  cette  obli- 
quité va  en  diminuant;  mais  les  Astronomes  sont  encore  partagés  sur 

la  quantité  de  sa  diminution  séculaire.  Cependant  les  recherches  que 

35. 


-•^ 
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M.  Cassini  le  fils  a  faites  en  dernier  lieu  sur  ce  sujet,  et  dont  il  a  donné 
les  résultats  en  1778  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  paraissent  très- 
propres,  par  la  précision  et  la  finesse  qui  les  distinguent,  k  décider  cette 
question,  du  moins  jusqu'à  ce  qu'une  plus  longue  suite  d'observations 
exactes  nous  apporte  de  nouvelles  lumières  sur  les  lois  de  ce  phénomène. 
M.  Cassini,  persuadé  avec  raison  que,  dans  les  points  d'Astronomie  de 
la  nature  de  celui-ci,  des  observations  faites  avec  une  grande  exactitude 
pendant  l'espace  d'un  seul  siècle  doivent  l'emporter  sur  plusieurs  siècles 
d'observations  inexactes,  s'est  contenté  de  discuter  celles  qui  ont  été 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris,  et  qu'il  a  trouvées  consignées  dans  les 
Registres  originaux;  il  en  déduit  les  résultats  suivants 


' 

DIMINUTION  DE  L'OBUQUrTÉ 

ANNEES. 

INTERVALLE. 

PAR  LES 
OBSERVATIONS 

observée. 

par  siècle. 

De  1755  à  1778 

a3  ans. 

du  solstice  d'été. 

n 
14 

60" 

»           » 

» 

d'Arcturus. 

14 

60 

De  1743  à  1778 

35  ans. 

du  solstice  d'été. 

î^9,3 

83 

»           » 

» 

d'Arcturus. 

3i 

88 

De  1743  à  1774 

3i  ans. 

des  solstices. 

2^ 

7i 

De  1739  à  1778 

39  ans. 

du  solstic^î  d'été. 

32 

81 

De  1689  à  1778 

89  ans. 

de  p  d'Hercule. 

56,5 

(53 

De  1669  à  1778 

109  ans. 

de  p  d'Hercule. 

CG,4 

Gi 

M.  Cassini  remarque  en  même  temps  que  les  observations  dans  les- 
quelles on  compare  le  Soleil  à  une  fixe  ont  de  l'avantage  sur  celles  des 
hauteurs  immédiates  du  Soleil;  et  les  observations  relatives  à  l'étoile  ^ 
d'Hercule  paraissent  en  avoir  aussi  sur  celles  qui  ont  rapport  à  Arcturus, 
k  cause  du  mouvement  particulier  de  cette  étoile,  dont  il  faut  tenir 
compte,  et  qu'on  doit  par  conséquent  connaître  d'ailleurs.  Par  cette 
raison  il  paraît  que  le  dernier  des  résultats  que  nous  venons  de  rapporter 
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mérite  la  préférence  sur  tous  les  autres,  comme  étant  en  même  temps 
celui  qui  répond  au  plus  grand  intervalle  entre  les  observations.  D*aiN 
leurs  ce  résultat,  qui  est  de  6i"  par  siècle,  tient  presque  le  milieu  entre 
ceux  qui  paraissent  les  plus  certains  et  qui  s'accordent  le  mieux  ensemble. 
Ainsi  nous  croyons  qu*on  peut  regarder  la  diminution  séculaire  de  61" 
dans  l'obliquité  de  l'écliptique  comme  aussi  prouvée  par  les  observations 
qu'on  puisse  le  désirer  dans  l'état  actuel  de  rAstronomie. 

Or  cette  quantité  est  à  très- peu  près  celle  qui  résulte  de  notre  Théorie 
en  supposant  nulles  les  corrections  des  masses;  car,  ayant  dans  ce  cas 
o*',6i56  pour  la  diminution  annuelle,  on  aura  61",  56  pour  la  séculaire. 
Quant  à  ces  corrections,  on  voit  qu'elles  sont  toutes  positives,  de  sorte 
qu'en  augmentant  les  valeurs  des  masses  des  Planètes  on  augmenterait  la 
quantité  de  la  diminution  de  l'écliptique,  et  réciproquement  en  dimi- 
nuant celles-là  on  rendrait  celle-ci  moindre.  On  voit  aussi  que  les  princi- 
pales de  ces  corrections  sont  celles  qui  dépendent  des  masses  de  Jupiter 
et  de  Vénus;  elles  sont  représentées  par  les  termes  i5",86ix'-i-42",44|^'^; 
en  sorte  que,  si  l'on  voulait  augmenter  chacune  de  ces  masses  d'un 
dixième,  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apogée  plus  conforme  à  celui 
que  l'Abbé  de  la  Caille  a  établi,  on  augmenterait  en  même  temps  d'en- 
viron 5"  la  quantité  séculaire  de  la  diminution  de  l'écliptique;  ce  qui 
paraît  trop  fort. 

Il  résulte  encore  de  là  qu'on  ne  saurait  rabaisser  cette  quantité  à  près 
de  3o",  comme  des  Astronomes  célèbres  le  prétendent,  sans  diminuer  la 
masse  de  Vénus  d'environ  trois  quarts,  puisque  celle  de  Jupiter,  qui  est 
donnée  par  les  observations  immédiates  des  satellites,  ne  paraît  guère 
susceptible  de  correction;  mais,  outre  qu'une  si  grande  diminution  dans 
la  masse  de  Vénus  parait  hors  de  toute  vraisemblance,  il  s'ensuivrait  que 
le  mouvement  annuel  de  l'apogée  du  Soleil  se  trouverait  encore  par  là 
diminué  d'environ  l\\  et  par  conséquent  d'autant  plus  éloigné  de  la 
quantité  adoptée  généralement  par  tous  les  Astronomes. 

38.  A  l'égard  du  mouvement  des  points  équinoxiaux  résultant  du  dé- 
placement de  l'écliptique,  les  observations  ne  peuvent  le  faire  connaître 
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en  particulier,  parce  qu'il  s'y  trouve  confondu  avec  celui  des  mêmes 
points  qui  résulte  du  déplacement  de  l'équateur;  la  différence  de  ces 
deux  mouvements,  dont  le  premier  est  direct  et  l'autre  rétrograde,  forme 
la  rétrogradation  totale  des  points  équinoxiaux,  qui  est  évaluée  à  5o''-| 
par  an.  On  voit  donc  seulement  par  notre  Théorie  que  cette  quantité 
n'est  qu'une  partie  de  celle  qui  est  due  au  mouvement  de  l'axe  de  la 
Terre  autour  des  pôles  de  l'écliptique;  et  qu'il  y  faut  ajouter  environ  un 
quart  de  seconde  pour  avoir  l'effet  entier  de  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  l'équateur. 

39.  Il  resterait  encore  à  examiner  les  mouvements  des  nœuds  des  Pla- 
nètes; mais  il  y  a  ici,  comme  sur  les  mouvements  des  aphélies,  trop  peu 
d'accord  entre  les  résultats  des  différentes  observations,  pour  en  pouvoir 
rien  conclure  pour  ou  contre  la  Théorie;  l'incQrtitude  est  même  beau- 
coup plus  grande  relativement  aux  nœuds  que  par  rapport  aux  aphélies, 
a  cause  de  la  mobilité  de  l'écliptique  elle-même,  à  laquelle  il  ne  parait 
pas  que  les  Astronomes  aient  encore  eu  égard.  Ainsi,  jusqu'à  ce  que  de 
nouvelles  recherches  de  leur  part  jointes  à  de  nouvelles  observations 
aient  fixé  ces  éléments  avec  plus  de  précision,  il  serait  peut-être  mieux 
de  s'en  rapporter  là-dessus  uniquement  à  la  Théorie,  et  d'adopter  pour 
les  mouvements  des  aphélies  et  des  nœuds  les  quantités  que  nous  avons 
trouvées  d'après  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  Planètes. 


SECTION  TROISIÈME. 

EXPRESSIONS  GÉNÉRALES    ET    COMPLÈTES    DES    VARIATIONS    SÉCULAIRES    DES 
ÉLÉ31ENTS  DES  SIX    PLANÈTES   PRINCIPALES,    POUR   UN   TEMPS   INDÉFINI. 

40.  Les  résultats  trouvés,  dans  la  Section  précédente,  pour  les  varia- 
tions annuelles  des  éléments  des  six  Planètes  principales  ne  peuvent  ser- 
ir,  comme  nous  l'avons  remarqué,  que  pendant  quelques  siècles  avant 
ou  après  l'époque  de  1700,  à  laquelle  ils  se  rapportent;  ainsi  Ton  ne 
saurait  connaître  par  leur  moyen  la  période  de  ces  variations,  ni  par  con- 


\ 
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séquent  déterminer  quelle  sera  au  bout  d'un  temps  quelconque  la  valeur 
des  éléments. 

Â  la  vérité  cette  détermination  indéfinie  n'est  point  nécessaire  pour 
l'Astronomie  dans  son  état  actuel,  parce  que  le  petit  nombre  d'observa- 
tions exactes,  sur  lesquelles  elle  peut  compter,  ne  lui  permet  pas  d'em- 
brasser des  phénomènes  aussi  délicats  dans  l'étendue  de  plusieurs  siè- 
cles; mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'Astronomie  physique,  dont  le 
but  est  de  suppléer  aux  observations,  en  découvrant,  d'après  elles,  les 
lois  qui  règlent  la  marche  des  phénomènes;  et  parmi  ces  lois  il  n'en  est 
peut-être  point  de  plus  intéressantes  à  connaître  que  celles  des  variations 
lentes  et  insensibles  des  orbites  des  Planètes,  puisque  cette  connaissance 
peut  seule  nous  mettre  en  état  de  prononcer  sur  l'importante  question 
(le  la  stabilité  de  notre  Système  planétaire. 

Nous  avons  déjà  décidé  le  point  principal  de  cette  question,  en  dé- 
montrant rigoureusement  que  les  distances  moyennes  des  Planètes  au 
Soleil  et  leurs  temps  périodiques  autour  de  cet  astre  ne  peuvent,  en  vertu 
de  l'attraction  mutuelle,  être  sujets  à  aucune  espèce  de  variation  sécu- 
laire (première  Partie,  n?  36);  mais  comme  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons des  orbites  sont  au  contraire,  par  l'effet  de  cette  attraction,  né- 
cessairement variables,  il  est  clair  que  le  système  pourrait  cependant 
changer  de  forme,  et  que  la  permanence  de  sa  constitution  actuelle  dé- 
pend de  plus  de  la  condition  que  ces  éléments  demeurent  toujours  fort 
petits,  tels  que  nous  les  observons;  or  cette  condition,  si  elle  a  lieu,  ne 
peut  se  conclure  que  des  expressions  générales  des  variations  séculaires, 
et  demande  par  conséquent  l'intégration  des  équations  différentielles  qui 
renferment  la  loi  de  ces  variations.  Cette  intégration  est  donc  une  des  par- 
ties les  plus  essentielles  de  l'objet  que  nous  nous  sommes  proposé,  et  c'est 
aussi  la  seule  qui  nous  reste  encore  à  remplir  pour  compléter  la  Théorie 
des  variations  séculaires;  elle  va  faire  la  matière  de  cette  Section. 

41.  Avant  d'entrer  dans  le  détail  de  l'intégration  dont  il  s'agit,  nous 
commencerons  par  quelques  considérations  générales  sur  la  forme  des 
intégrales. 
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Nous  avons  déjà  vu  dans  la  première  Partie  (51)  que  les  valeurs  com- 
plètes des  variables  a?,  y  pour  chaque  Planète  sont  de  cette  forme 

A  sin(a/-i-a)  -+-B  sin(6/-+-(3)  -+- C  sin(c/-t-  y) -h. . ., 
A  cos(a/  -h  a)  -+-  B  cos(fc/  -h  (3)  -h  C  cos(c/  -+-  y)  -+-... , 

les  coefficients  a,  6,  c, . . .  étant  les  racines  d'une  équation  déterminée 
d'un  degré  égal  au  nombre  des  Planètes  qui  altèrent  mutuellement  leurs 
orbites,  et  A,  B,  C,...,  a,  /3,  y,...  étant  des  constantes  arbitraires  dont  la 
détermination  dépend  des  valeurs  de  a?  et  /  pour  chaque  Planète  k  une 
époque  donnée.  Il  faut  donc,  pour  que  ces  expressions  ne  contiennent 
point  d'arcs  de  cercle,  mais  seulement  des  sinus  et  cosinus  d'angles,  que 
les  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit  soient  toutes  réelles  et  inégales; 
les  racines  égales  y  feraient  entrer  l'arc  /  et  ses  puissances  hors  du  signe 
de  sinus  ou  cosinus,  et  les  racines  imaginaires  y  donneraient,  au  lieu  de 
sinus  et  cosinus,  des  exponentielles  réelles.  Dans  l'un  et  dans  l'autre 
cas,  les  valeurs  de  a?  et  j  ne  seraient  plus  resserrées  entre  de  certaines 
bornes,  mais  pourraient  augmenter  continuellement;  et  comme  les  équa- 
tions qui  déterminent  ces  valeurs  sont  fondées  sur  la  supposition  qu'elles 
soient  fort  petites,  ces  équations  cesseraient  alors  d'être  exactes  au  bout 
de  quelque  temps,  lorsque  les  valeurs  dont  il  s'agit  seraient  parvenues 
à  une  certaine  grandeur. 

Donc,  puisque 

a:=:Xsin9,    j=:Xcos9, 

en  nommant  X  l'excentricité  et  ç  la  longitude  de  l'aphélie,  il  est  visible 

que  la  valeur  de  \  =  yjx^  -hy^  pourra  être  sujette  à  des  variations  con- 
sidérables si  l'équation  d'où  dépendent  les  quantités  a,  b,  c^...  n'a  pas 
toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  au  contraire,  si  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales,  la  valeur  de  X  ne  pourra  passer 
certaines  limites. 
En  effet,  en  substituant  les  expressions  de  x  et  y,  on  aura 
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quantité  dont  la  valeur,  tant  que  les  cosinus  sont  tous  réels,  ne  peut  ja- 
mais surpasser  la  somme  de  tous  les  coefiieients  A,  B,  G,...  pris  avec  le 
même  signe. 

De  là  il  s'ensuit  donc  que,  si  pour  les  Planètes  on  trouve  non-seule- 
ment que  les  racines  a,  6,  c,...  sont  toutes  réelles  et  inégales,  mais  en- 
core que  les  quantités  A,  B,  G,...  sont  fort  petites,  on  sera  assuré  que 
leurs  excentricités  demeureront  toujours  fort  petites;  autrement  elles 
pourront  devenir  considérablement  différentes  de  ce  qu'elles  sont  ac- 
tuellement. 

On  pourrait  au  reste  trouver  des  limites  plus  étroites  pour  les  valeurs 
de  \  en  cherchant  ses  maximum  et  minimum  par  la  différentiation;  mais 
il  faudrait  pour  cela  résoudre  l'équation 

AB(a  —  b)  sin [{a  —  6)  /  -4-  a  —  (3]  -h  AC{a  —  c)  sin[(a  —  c)  /  -h  a  —  y] 

-h  BC( 6  —  c) sin [(6  —  c)  /  -+-  (3  —  y]  -+- . . .  =  o, 

ce  qui  n'est  pas  facile  lorsqu'il  y  a  plus  d'un  terme. 
42.  Ge  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  excentricités  doit 

s 

s'appliquer  aussi  aux  inclinaisons.  Gar,  en  nommant  0  la  tangente  de 
l'inclinaison  et  co  la  longitude  du  nœud  et  faisant 

5=9sina),     m  =  0cos&), 

nous  avons  trouvé,  dans  l'endroit  cité,  pour  les  valeurs  de  s  et  u,  des  ex- 
pressions semblables  à  celles  de  a?,  j,  dans  lesquelles  les  quantités  a,  b, 
c,.,.  sont  aussi  les  racines  d'une  équation  d'un  degré  égal  au  nombre 
des  orbites,  mais  différente  de  celle  qui  répond  aux  x  et  j,  et  où  les  con- 
stantes A,  B,  G,...,  a,  /3,  y,...  dépendent  de  la  position  des  orbites  k  une 
époque  donnée.  Donc  aussi  les  expressions  de  X  et  de  6  seront  sembla- 
bles, ainsi  que  celles  de  9  et  gj. 

Par  conséquent,  si  les  racines  a,  6,  c, . . .  sont  toutes  réelles  et  iné- 
gales, et  que  de  plus  les  constantes  A,  B,  G,...  se  trouvent  très-petites, 
on  sera  assuré  pareillement  que  les  inclinaisons  des  orbites  des  Planètes 
sur  l'écliptique  fixe  seront  toujours  fort  petites;  autrement  elles  pour- 
V.  36 
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ront  varier  beaucoup,  et  Ton  ne  pourra  rien  connaître  de  certain  à  leur 
égard  que  pour  un  temps  plus  ou  moins  long. 

43.  A  l'égard  des  aphélies  et  des  nœuds,  comme  on  a 

on  en  connaîtra  la  position  par  les  tangentes  de  leurs  longitudes,  qui 
seront  exprimées,  en  général,  par  la  formule 

A  sïn(at  -h  g)  -h  P  sïnjbt  -4-  P)  -h  C  sin(c<  4-  y)  -4- ...  ^ 
Acos(a/4-a)-4-Bcos(6/-h  j3) -h  Ccos  c/-h  y)  -h. . .  ' 

mais  il  n'est  pas  facile  de  déduire,  en  général,  de  cette  expression  de  la 
tangente,  celle  de  Tare  correspondant,  ni  par  conséquent  de  déterminer 
le  mouvement  moyen  des  aphélies  et  des  nœuds. 

Cette  détermination  n'est  même  possible  par  les  méthodes  connues 
que  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  termes,  et  lorsque,  le  nombre  des  termes 
étant  quelconque,  il  y  a  un  des  coefRcients  A,  B,  C,...  qui  surpasse  en 
grandeur  la  somme  de  tous  les  autres  pris  positivement. 

44.  Examinons  d'abord  le  premier  cas,  et  considérons  pour  cela  l'é- 
quation 

_  A  sin(a<-hg)-hB  sïnjbt -h  ^) 
"^^  ""  A  cos(a/  -h  «)  -h  B  cos(6/  -4-  p  )  ' 

Si  A  =  B,  cette  équation  devient 

tangç  =  lang  ( t  h ^  \  -, 

donc 

2  2 


Et,  si  A  =  —  B,  elle  devient 

a  -4-  6 
tango  =  —  cot 


-^)^ 
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donc 

9  =  -^-/  +  -^-9o». 

Mais,  si  A>±:B,  alors  en  retranchant  de  Tangle  9  l'angle  at-^-u  qui 
répond  au  plus  grand  coefficient  A,  je  la  réduis  à  cette  forme 

lang(9  —  a/  —  a  =  -- --- b—     tTT s .      a        l '^ 

^^  A-4-Bcos[(6  — a)/-h|3  — a] 

de  sorte  que,  si  Ton  prend  un  angle  ^  tel  que 

wngH'  -  A  ^  B  cos[(6  -  a)  /  -4-  (3  -  a]' 

on  aura 

9  —  at  —  a  =  4*» 

et  par  conséquent 

9  =  a/  -h  a  -h  +. 

Or,  puisque  B<  db  A,  il  est  clair  que  le  dénominateur  de  Texpression 
de  tangij;  ne  peut  jamais  devenir  nul;  donc  tang  ^  ne  pourra  jamais  de- 
venir infinie,  et  par  conséquent  ^  ne  pourra  jamais  atteindre  à  l'angle 
droit.  Ainsi  l'angle  ^  sera  nécessairement  resserré  dans  ces  limites 
4-90**  et  —  90°,  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  que  des  oscillations 
plus  ou  moins  grandes. 

D'où  il  s'ensuit  que  at-ha  représentera  le  mouvement  moyen  de 
l'angle  9,  et  que  (]*  exprimera  les  inégalités  de  cet  angle. 

Pour  déterminer  ces  inégalités,  il  faudra  résoudre  l'équation  précé- 
dente, ce  qui  ne  se  peut  que  par  le  moyen  des  séries;  et  la  meilleure  mé- 
thode pour  cela  me  parait  celle  dont  je  me  suis  déjà  servi  dans  plusieurs 
occasions  semblables,  et  qui  consiste  à  employer  les  exponentielles  ima- 
ginaires. 

Suivant  cette  métbode  on  aura 

+  =  — ==  log ^-^7=^^  =  — =  log ;=t 

?.y'— 1         I  — langez  v—i       2^—1         A-f-Be-^'v-* 

36. 


284  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

en  faisant,  pour  abréger, 

(T=:{b  —  a)/-+- 13  —  a. 


Donc 


+  =  — ~=  log  (  I  -+-  T  «î*^  J î=  log  (  I  -h  T  e-'\/-'  ] 


el,  réduisant  ces  logarithmes  en  séries, 


.^  —  --J_.  (^n^^g-^C^j ^(glV=^_g-2<V=Tj^_        '    fgS<ry'-i_^-3«/=^j_^^^     ^ 


c'est-à-dire 


,        B    .  B»     .  B»     .    , 

4^  =  T  sino- Yi  sinao'-f-  ^-^^  sinSo*  — . . ., 


B 

série  qui  sera  toujours  convergente  à  cause  de  ^  <  zt  i  par  l'hypothèse . 

io.  On  peut  résoudre  de  la  même  manière  Téquation  générale 

A  sin(a/  -h  a)  -+-  B  s\n(bt  4-  S)  -h  C  sin(c/  -h  y)  4-  .  .  . 

tansQ  = ^ ^-ï ^— ^ ^ ^ * 

^^       Acos(a/-ha)-i-  Bcos(6/4-P)-i-Ccos(c/-4-y)-i-.  .  . 

lorsqu'un  des  coefficients,  comme  A,  est  plus  grand  que  la  somme  de 
tous  les  autres  pris  positivement. 
On  aura  ainsi  d'abord 

et 

,  Bsinr(6  —  a)/-4-(3  —  al  -hCsinric  — rt)/  4-y  —  a]  H-. . . 

""^       A-4-Bcos[(6  — a)/-4-(3  — a]-f-Ccos[(c  — a)/-4-y  — a]-f-...' 

par  où  l'on  voit  que,  le  dénominateur  de  tang^|^  ne  pouvant  jamais  de- 
venir nul  dans  le  cas  supposé,  l'angle  ^  sera  nécessairement  renfermé 
rnlre  -t-go*"  et  —90®,  et  qu'ainsi  at-ha  sera  le  mouvement  moyen  de 
l'angle  9,  et  ^  n'en  exprimera  que  les  inégalités. 
Ensuite,  employant  la  même  formule 


9.^—1        1  —  iang,pv/--i 
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et  faisant,  pour  abréger, 

o-r^Ct  —  a)/-i-(3  —  a,     p  =  (c  — a)/-+-y--a,..., 

on  aura  pareillement 

^  =  I^'''V^ r- ) 

-i;^'^«v-^ Â j' 

d'où  Ton  tire,  par  la  réduction  en  séries  et  la  substitution  des  sinus, 
.  __  Bsincr-hCsinp-h. . .  _^  B'sin2or-4-2BCsin(Q-4-p)-4-C'sin2p-h. . . 

série  toujours  convergente  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

46.  Hors  de  ces  deux  cas,  il  est  fort  difficile  et  peut-être  même  impos- 
sible de  prononcer,  en  général,  sur  la  nature  de  l'angle  9;  mais  on  peut 
dans  tous  les  cas  construire  la  valeur  de  cet  angle,  ainsi  que  celle  de  la 
quantité  X,  par  le  moyen  des  épicycles. 

En  effet  soient  décrits  différents  cercles  qui  aient  pour  rayons  les  con- 
stantes A,  B,  C, . . .  ;  ayant  mené  dans  le  premier  de  ces  cercles  un  dia- 
mètre fixe,  qu'on  prenne  depuis  ce  diamètre  un  arc  qui  comprenne 
l'angle  at-ha;  qu'ensuite  on  place  a  l'extrémité  de  cet  arc  le  centre  du 
second  cercle  et  qu'on  y  prenne,  depuis  un  diamètre  mené  parallèlement 
à  celui  du  cercle  précédent,  un  arc  qui  réponde  à  l'angle  bt-h  ^;  que  de 
même  on  place  à  l'extrémité  de  cet  arc  le  centre  du  troisième  cercle,  et 
qu'on  y  prenne  aussi,  depuis  un  diamètre  parallèle  aux  précédents,  un 
nouvel  arc  qui  sous-tende  l'angle  cz-hy,  et  ainsi  de  suite.  Je  dis  que,  si 
du  centre  du  premier  cercle  on  tire  une  ligne  droite  ou  rayon  vecteur  à 
l'extrémité  de  l'arc  pris  sur  la  circonférence  du  dernier  épicycle,  ce 
rayon  vecteur  sera  égal  à  X  et  fera  avec  le  diamètre  du  premier  cercle 
l'angle  f. 

Car  il  est  visible,  d'après  cette  construction,  que,  si  l'on  abaisse  de 


Si 


286  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

l'extrémité  du  dernier  arc  une  ordonnée  rectangle  au  diamètre  du  pre- 
mier cercle,  cette  ordonnée  se  trouvera  exprimée  par 

Asin(a/-f-a)  -h  Bsin{6/ -h  P) -+- Csin(c/ -4- y) -h. . ., 

et  que  Tabscisse  correspondante  prise  du  centre  du  cercle  sera 
A  cbs{at  -h  a)  -h  Bcos(6/  H-  (3)  -hCcos(c/  -+-y)-4- 

Ces  deux  coordonnées  seront  donc  égales  à  j  et  œ;  et,  comme 


lz=  ^x""  -{-y^     tango  =  -» 

on  voit  que  X  sera  le  rayon  vecteur  et  9  l'angle  de  ce  rayon  avec  l'axe  des 
abscisses. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si  l'on  imagine  que  le  Soleil  soit  au  centre  du 
premier  cercle  et  que  le  diamètre  de  ce  cercle  soit  dirigé  vers  le  premier 
point  à*Aries  d'où  l'on  compte  les  longitudes,  le  centre  de  l'orbite  de 
chaque  Planète  se  trouvera  sur  la  circonférence  du  dernier  épicycle  à 
l'extrémité  de  l'arc  qu'on  y  aura  marqué. 

La  construction  précédente  servira  également  à  trouver  les  valeurs  de 
5  et  de  w;  par  conséquent  on  pourra  par  son  moyen  déterminer  pour  un 
temps  donné  les  éléments  variables  de  chaque  Planète,  dès  qu'on  con- 
naîtra par  le  calcul  les  valeurs  des  différentes  constantes  A,  B,  G, ..., 
a,  i,  c, . . . ,  a,  /3,  y, . . .  qui  entrent  dans  les  expressions  générales  de  ces 
éléments. 

47.  Au  reste,  par  la  construction  que  nous  venons  de  donner,  on  voit 
clairement  que,  lorsque  le  rayon  du  premier  cercle  surpasse  la  somme 
des  rayons  de  tous  les  épicyclcs,  les  angles  ir  H-  j3,  cr  H-  7, . . .  décrits  au- 
tour des  centres  de  ceux-ci  ne  peuvent  qu'augmenter  ou  diminuer  l'angle 
at-hoi  décrit  autour  du  centre  du  premier  cercle,  sans  jamais  le  rendre 
nul  ;  et  qu'ainsi  dans  ce  cas  le  rayon  vecteur  doit  avoir  un  mouvement 
angulaire  continuel,  dont  ar-h  a  sera  la  valeur  moyenne. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  la  somme  des  rayons  des  épicycles  est 
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égale  ou  plus  grande  que  le  rayon  du  cercle  principal;  car  alors  il  est  fa- 
cile de  concevoir  que  les  mouvements  autour  des  épicycles  peuvent  dé- 
truire le  mouvement  autour  du  cercle  principal  ;  et,  s'il  y  a  quelque  cas 
où  celui-ci  soit  seulement  altéré,  mais  jamais  totalement  anéanti,  cela  doi  t 
dépendre  des  rapports  entre  ces  mouvements  et  entre  les  rayons  des  dif- 
férents cercles;  de  sorte  que  la  détermination  du  mouvement  moyen  doit 
être  dans  ces  cas  extrêmement  difficile. 

48.  Venons  maintenant  aux  équations  différentielles  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer et  que  nous  avons  données  plus  haut  (17).  Ces  équations  forment, 
comme  on  voit,  deux  systèmes  indépendants,  l'un  relatif  aux  excentri- 
cités et  aux  aphélies,  l'autre  relatif  aux  inclinaisons  et  aux  nœuds;  et 
chacun  de  ces  systèmes  est  composé  de  douze  équations  qui  contiennent 
autant  de  variables  mêlées  ensemble,  mais  dont  chacune  n'y  parait  que 
sous  la  forme  linéaire;  de  sorte  que  l'intégration  de  ces  équations,  quoi- 
que toujours  possible,  entraînerait  néanmoins  dans  des  calculs  fort  longs, 
s'il  fallait,  comme  cela  parait  nécessaire  au  premier  aspect,  traiter  à  la 
fois  toutes  les  équations  d'un  même  système.  Mais  heureusement,  à  cause 
de  la  petitesse  excessive  de  plusieurs  coefficients,  on  peut  séparer  chaque 
système  en  deux  et  même  trois  systèmes  partiels;  car  en  supposant  les 
masses  des  Planètes  telles  que  nous  les  avons  déterminées  (14),  et  faisant 
par  conséquent  tous  les  nombres  m,  m',  m",  rrC y  mT,  m"  égaux  à  l'unité 
dans  les  valeurs  du  n**  16,  il  est  visible  que  tous  les  coefficients  qui  con- 
tiennent, entre  des  crochets  ronds  ou  carrés,  les  chiffres  o  ou  i  avant  la 
virgule,  et  a,  3,  4»  5  après,  sont  au-dessous  d'un  centième  de  seconde; 
de  sorte  qu'on  peut  sans  erreur  sensible  regarder  et  traiter  ces  coeffi- 
cients comme  nuls,  et  négliger  ainsi  dans  les  équations  tous  les  termes 
qui  en  seront  multipliés.  De  cette  manière  les  quatre  premières  équa- 
tions de  chaque  système  deviendront  indépendantes  de  toutes  les  autres 
et  pourront  par  conséquent  être  traitées  séparément;  ce  qui  en  simplifie 
beaucoup  le  calcul. 

Cette  simplification  revient  a  calculer  séparément  l'effet  de  l'attraction 
mutuelle  de  Saturne  et  de  Jupiter,  en  faisant  abstraction  de  l'action  des 


Û8S 
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autres  Planètes,  qui  sont  eOectivement  trop  petites  et  trop  éloignées  de 
celles-ci  pour  pouvoir  y  causer  des  dérangements  sensibles.  Ainsi  nous 
commencerons  par  donner  séparément  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires de  Saturne  et  de  Jupiter;  nous  donnerons  ensuite  celle  des  varia- 
tions des  quatre  autres  Planètes. 

Théorie  des  variations  séculaires  de  Saturne  et  de  Jupiter. 

49.  Cette  Théorie  est  renfermée  dans  les  deux  systèmes  suivants  d'é- 
quations diflerentielles 


Premier  système,  pour  les  excentricités  et  les  aphélies. 


dx 
df 

dr 

dt 

dx' 
dt 

djr^ 
dt 


Deuxième  système. 


ds^ 
dt 

du 
dt 

ds^ 
dt 

duf^ 
dt 


-h 


o>  Or +  [0,  i]r'=o, 


O,  I  )  ^  —  [o>  "  ]  ^'=  Of 


"»o)r'-+-[»>o]7  =  o, 


I,  o)x' —  [1,  o]j;  =  0. 


pour  les  inclinaisons  et  les  nœuds. 


o,  i)  {u—  u')  =  0, 


O,  l)(*  — 5')  =  0, 


I,  o){u' —  u)  =  o, 


i,o)(5'  —  s)  =0. 


Nous  supposerons  les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter  égales  à  ^^^g  , 


el 


1067,195 


de  celle  du  Soleil,  comme  nous  les  avons  déterminées  dans 
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la  première  Section,  et  nous  ferons  en  conséquence  m  =  i ,  m'  =  i ,  dans 
les  valeurs  des  coefficients  (16)  ;  de  sorte  qu'on  aura 

(o,  1)=  17^^,8804  [o,  i]=  ii%6842 

1,2523739,  1,0675978, 

(i,o)=    7^6952  [^o]=    5%  0286 

0,8862185,  0,7014424* 

A  l'égard  des  valeurs  de  a?, y,...  pour  l'époque  donnée,  on  trouvera, 
en  employant  les  éléments  du  n®  26  pour  1700, 

jr=rXsin9=  —  0,05698  j^=X  COS9  =  —  o,ooi44 

8,7557577,  7,1575949, 

x'=:  )/  sin  9'  ri^  —  o,  0080 1  y^'=:  X'  cos  9'  =  —  o,  o4755 

7,9037182,  8,6771464, 

$  ^=B  sin 6)  =  0,04078  u  =  d  cos&>  =  —  0,01573 

8,6104766,  8,1966017, 

s'  =  9'  sin  r,)'  =z:  o,  02283  u'  =r  9'  cos  w'  =  —  o,  oo3o3 

8,358544^9  7,4820226. 

* 
Par  les  logarithmes  placés  au-dessous  des  valeurs  numériques  on  peut 

augmenter  l'exactitude  de  celles-ci  d'une  décimale;  il  en  sera  de  même 

pour  tous  les  calculs  de  cette  Section. 

Excentricités  et  aphélies, 

50.  Pour  intégrer  les  équations  du  premier  système,  on  supposera 

d'abord 

X  =  A  sin  (a/  -+-  a),    jin  A  cos(a/  -f-  a), 

^'=:  A'sin(a/ H- a),    r'=  A'cos(a/ -*- a); 

les  substitutions  faites,  on  aura,  entre  les  trois  coefficients  A,  A',  a.  ces 

deux  équations 

A  [a  —  (o,  o]  4-  A'[o,  i]  =  o, 

A'[a  — (1,0)]  -h  A  [i,o]=:o, 

V.  37 
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d'où  Ton  lire 

A^  __(o,  0— a_      [i,o]     . 
A  [o,i]  (i,o)— a' 

donc 

[a-(o,i)]x[a-(i,o)]  =  [o,  i]x[i,o]; 

ce  qui  donne  cette  équation  en  a  du  second  degré 

ri>  —  [ ( o,  1  )  -i-  (  I ,  o)]  a  -h  (o,  I  )  X  ( I ,  o)  —  [o,  I  ]  X  [ I ,  o]  =r  o, 

dont  les  racines  sont 


et  par  conséquent  toutes  deux  réelles;  par  où  Ton  est  assuré  que  les  ex- 
pressions des  variables  ne  contiennent  point  d'arcs  de  cercle. 
En  nommant  ces  deux  racines  a  et  b,  on  trouve 

a=:  2i",99o5,     b  •=.  3'',585i; 

et  les  expressions  complètes  de  a?,  j,  x\  y'  seront 

X  =k  sln(a/-i-  a)-i-  B  sln(6<-4-  (3), 
X  —  k  cos{at  -f-  a)  H-  B  cos(6/  -h  P), 
x'^X'  sin (at  -h  a)  -f-  B'  sin(6/  -4- 13), 
y=z  \'cos{at  -f-  a)  -h  B'cos(6/  -h  (3), 


en  faisant 


A'  _  (o,  0  — g  _ 

—  =  — p T —  —  —  o,i5io 

A  [o,  ij 

9,5462518, 

W  _  (o,i)-b  __ 

B  ~      [0,1]      "    ''^^^^ 

0,0875927. 


Il  reste  ainsi  quatre  arbitraires  A,  B,  a,  /3  qu'il  faudra  déterminer  par 
les  valeurs  données  de  x,  y^  x\  y'  pour  l'époque  de  1700.  De  sorte 


»  _   » 
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qu'en  faisant  t 
équations 


o  pour  cette  époque,  on  aura  à  résoudre  ces  quatre 

—  0,05698  =  A  sina  -f-  B  sin(3, 

—  o,ooi44  =  A  cos«  4-  B  cosp, 

—  0,00801  =  —  o,35i8A  sina  -f-  i,2235B  sin(3, 

—  0,04755  =  —  o,35i8A  cosa  -f-  i,2235B  cos(3; 


(1*011  l'on  tire     * 


A  sina  =  —  0,03916 

8,5928609, 


Bsin(3 


0,01781 
8,25o5522, 


A  cosa  =  0,02906 

8,463297 1 , 

B  cos(3  =  —  o,o3o5o 

8,484265 1, 


H  de  là  on  conclut 


a  =  36o«  —  53»  25'  20" ,         (3  =  1 8o«  4-  3o"  1 6'  40" , 


A  =  0,04877 
8,68811 65, 

A'=  —  0,01715 

8,2343683, 


B  =  o,o3532 
8,5479562, 

B'=  0,04321 
8,6355489. 


Or 


x  =  Xsincp,  r=^coscp,  jr'rrzX'sinç',  ^'=:  X' cos<p'. 


en  nommant  X,  )/  les  excentricités  de  Saturne  et  de  Jupiter,  et  y,  9'  les 
'<>ngitudes  de  leurs  aphélies  comptées  sur  le  plan  de  l'écliptique  de  1 700; 
^insi  les  formules  précédentes  feront  connaître  les  valeurs  de  ces  élé- 
ments pour  un  nombre  indéfini  t  d'années  Juliennes,  après  ou  avant 
'7^0,  on  prenant  dans  le  second  cas  t  négatif. 


51.  Soit,  pour  abréger. 


2  =r  83042'-  i8",4o54/. 


37. 
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On  aura  d'abord  pour  Saturne 


A=:^A*-4-  B'—  2ABcos-ï=:  0,06021  ^i  —  0,96009  cos^; 

c'est  l'expression  générale  de  l'excentricité  de  son  orbite. 
Cette  excentricité  sera  donc  la  plus  grande  lorsque 

COS2=  —  I, 

par  conséquent,  lorsque 

z=z  i8o°-i-  36o<»x/», 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  et  elle  sera  alors 

A  -h  B  =  0,08408. 

Elle  sera  au  contraire  la  plus  petite  lorsque  cosz  =  i ,  et  par  conséquent 

lorsque 

<5=:36o*»x/t; 

elle  sera  alors 

A  —  B  1=0,01345. 

L'intervalle  entre  ces  époques  est  déterminé  par  l'équation 

I8^  4054/ =  180», 

laquelle  donne 

/  =  35207, 10; 

c'est  donc  par  une  période  de  ce  nombre  d'années  Juliennes  que  les 
maxima  et  minima  de  l'excentricité  de  Saturne  sont  ramenés  successi- 
vement. 

Ensuite  on  aura  pour  la  longitude  de  l'aphélie  de  cette  même  Planète 
les  formules 


ç  =  a/-l-a— />,     lang/;=: 


Bsin^ 


A  — -  B  CCS  z 

à  cause  de  A  >  B. 

Ainsi  le  lieu  moyen  de  son  aphélie  sera,  en  ayant  égard  à  la  précession 
des  équinoxes  de  5o",3333  par  an,  à 

io«6«>34'4o"-+-i'i2%3234r; 
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et  pour  avoir  le  lieu  vrai  il  faudra  y  appliquer  une  équation  soustrac- 
tive  p,  déterminée  par  la  formule 

sinz  _o  - 

iang/?=— 5ô ,     ou     col/>=  1,38090  coséc  2  —  col  z. 

I  y  3O0Q0  — "•  COS  Z 

Cette  équation  sera  la  plus  grande  lorsque 

cosz  =  -—  =  0,72410, 

et  elle  sera  alors  déterminée  par 

s\np  =  ±:  —• 

Ainsi  les  plus  grandes  équations/?  seront  de  ±:46*'24',  et  répondront 
aux  angles  z  de 

36o«X/i±:  43^36'. 

L'équation  sera  au  contraire  nulle  lorsque  sinz  =  o;  ce  qui  répond 

aux  époques  des  plus  grandes  et  plus  petites  excentricités. 

Pour  réduire  facilement  cette  équation  en  Tables,  il  conviendra  de 

transformer  la  formule 

Bsinz 

en  celle-ci 

/z         \       A-hB  z 

iang(^^;ij  =  ^-gtang-. 

De  cette  manière  il  n'y  aura  qu'a  calculer  l'angle  P  par  la  formule 

langP  =  6,?.5o9i  tang-9 
i't  Ton  aura 

Enfin,  si  Von  voulait  avoir  h\  valeur  de  p  directement  en  série,  on 
trouvorait,  par  la  méthode  du  n"*  44, 

B  B'  B' 

p  ..  --  sinz  H r-  sin  22  -4-  ^-r-  sin3z  h-.  . .; 

'^        A  2  A-  .5  A' 
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mais  Tusage  de  cette  série  est  moins  commode  que  celui  de  la  formule  n 
précédente. 

52.  On  aura  pareillement,  pour  Texcentricité  de  Jupiter,  Texpression 
générale 


X'  =  ^ A'^  -4-  B'*  —  2  A'  B'  cos  z  =  0,04649  \/i  -f-  0,68592  cos  z . 

Celle  excentricité  sera  donc  la  plus  grande  lorsque  cosz  =  i,  et  sa  va- 
leur sera  alors 

B'  — A'  =  o,o6o36; 

au  contraire  elle  sera  la  plus  petite  lorsque  cosz  =  —  i,  et  deviendra 

alors 

B'  H-  A'  =  0,02605. 

D'où  Ton  voit  que  les  maxima  et  minima  de  l'excentricité  de  Jupiter 
répondent  exactement,  mais  en  sens  contraire,  à  ceux  de  l'excentricité 
de  Saturne,  en  sorte  que  l'une  de  ces  excentricités  est  la  plus  grande 
lorsque  l'autre  est  la  plus  petite,  et  vice  versa;  par  conséquent  la  période 
qui  ramène  ces  époques  est  la  même  pour  les  deux  Planètes. 

De  même  on  aura  pour  la  longitude  de  l'aphélie  de  Jupiter  les  for- 
mules 

i      L.      a        I  /         — -A'sinz 

T  r       r  y  or         B'  —  A'  C0S2 

a  cause  de  B'>  A'. 

Donc  le  lieu  moyen  de  cet  aphélie  sera,  eu  égard  à  la  précession  des 

équinoxes,  à 

7»o°i6'4o'-4-53",9i84/; 

et  pour  avoir  son  lieu  vrai  il  y  faudra  appliquer  une  équation  soustrac- 
tive  p'  déterminée  par  la  formule 

lang;?'=  — r-7T ou    coip=  2,5107?,  cosecz  -+-  coi2. 

2,31072  — T"  COS* 

I 

Le  maximum  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque 

cosz  —  —  —  —  0,39703; 
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et  sa  valeur  se  trouvera  par  Féqualion 

•_>        /  _L_     ^ 

sinp'  =  ±^. 
Donc  les  plus  grandes  équations/?'  seront  de 

et  elles  répondront  aux  angles  z  de 

i8o«(2/H- I)  ni  66^36' 3o". 

Au  contraire  l'équation  sera  nulle  lorsque  sinz  =  o;  ce  qui  répond 
aux  époques  des  plus  grandes  et  plus  petites  excentricités. 

On  peut  au  reste  déterminer  l'angle/?'  par  cette  formule  plus  simple 


z  \        B'  H-  A'  z 

tangl---/?j-g73T^tang-^ 


de  sorte  que  si  Ton  cherche  un  angle  P'  tel  que 


on  aura  sur-le-champ 


z 
lang  P'  =  0,43 1 63  lang  ~  > 


y-  i-P'; 


ce  qui  est  très-commode  pour  construire  une  Table  de  l'équation/?'. 
Enfin,  si  l'on  voulait  employer  les  séries,  on  aurait  directement 

A'  A'*  A'* 

p'—-  g7  sin^-  ^^  sin22- jp^  sin3z-.... 


Inclinaisons  et  nœuds, 

53.  Passons  aux  équations  du  seoond  système.  On  y  supposera  pa- 
reillement 

5  —  A  sin(a/ -ha),     m  =  A  cos{a/ -f- a), 

5':==  A'sin(a/  -♦-«),     u'=  A'co6(a/  -h  a); 
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et  Ton  aura,  après  les  substitutions,  ces  deux  équations-ci 

Aa  -4-  (o,  I)  (A  —  A')  =  o,    A'û  +  (i,  o)  (A'"—  A)  =  o, 
lesquelles  donnent 

A'       û-+-(o,  I)  (i,o)     , 


A  (o,i)  a-f.(,,o)' 

donc 

[a  -h  (o,  I)]  X  [a  H-  (i,  o)]  —  (o,  i)  x  (i,  o)  =  o, 

équation  qui  se  réduit  a  cette  forme 

a»H-[(o,  i)-i-(i,o)]a  =  o, 

et  dont  les  racines  sont  o  et  —  (o,  i)  —  (i,  o);  ainsi,  ces  racines  étant 
toutes  deux  réelles,  on  n*a  point  à  craindre  les  arcs  de  cercle. 
Nous  aurons  donc 

a  =  o,    6  =  — (o,  i)  — (i,o), 

c'est-à-dire 

6  = -25%  5756; 

et  les  expressions  complètes* de  5,  a,  s\  u'  seront,  à  cause  de  A'=  A, 

5  =  A  sina  -h  B  sin(6/  -f-  (3), 
a  =  A  cosa  -f-  B  cos(6/  -h  (3), 
s'=zA  sinaH-B'sin(6/-h(3), 
m'=  a  cosa  -h  B'  cos(  6/  -i-  (3), 

en  faisant 

B'      6-Ko,  I) 

9,6338420. 

Pour  déterminer  maintenant  les  quatre  arbitraires  A,  B,  a,  /3,  on  fera 
/  =  0,  relativement  à  Tépoque  de  1700  pour  laquelle  les  valeurs  de  s,  a, 
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iy  u  sont  données;  on  aura  ainsi  ces  quatre  équations 

0,04078  =  A  sina  -h  B  sin^, 
—  0,01573  =  Acosa-t-  Bcos^, 
0,02283  =  A  sin  a  —  o,43o4  B  sin  p. 


—  o,oo3o3  =  A  cosa  —  o,43o4B  cos^, 


lesquelles  donnent 
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A  sin  a  =  0,02823 

8,4507463, 

B  sin  (3=:  0,01255 

8,0986126, 


A  cosa  =  —  o,oo685 

7,8358628, 

B  cosp  =  —  0,00887 

7,9480439, 


d'où  Ton  tire 


a  —  i8o«—  76*»2i'2o", 

A  =  0,02905 
8,4631770, 


Donc,  puisque 


(3=:i8o»-54°44'2o% 

B  =o,oi537 
8,1866402, 

B'=:  —  0,00661 

7,8204822. 


5  =  0sin&i,     i^=0cos&),    5'=6'sin&)',     a'=0'cos&/, 

^n  nommant  6,  $'  les  tangentes  des  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne 
^^  de  Jupiter,  et  v),  ot)'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants,  relati- 
vement à  l'écliptique  et  à  Téquinoxe  de  l'époque  170a,  on  pourra,  à 
''aide  des  formules  précédentes,  trouver  la  position  des  orbites  de  ces 
Planètes  au  bout  d'un  nombre  quelconque  t  d'années  Juliennes,  écoulées 
depuis  l'époque,  ou  qui  la  précèdent,  en  faisant  dans  ce  dernier  cas  t  né- 
gatif. 

V.  38 


398  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

54.  En  effet,  si,  pour  abréger,  on  fait 

r=  21»  37' -25",  5756/, 

on  aura  pour  Saturne 


0  =  ^A*  H-  B*  H-  2  AB  cosr  =  0,03287  y'i -+-  0,82665  cosr; 

c'est  l'expression  générale  de  la  tangente  de  son  inclinaison,  de  sorte  que 
rinclinaison  elle-même  sera  représentée  à  très-peu  près  par  la  formule 


i«»52'55''  X^i  -h  0,82665  cosr. 
Le  maximum  aura  lieu  lorsque 

cosr=:i; 

alors 

9  =  A  -4-  B  r=  0,0444^» 

et  la  plus  grande  inclinaison  sera  de 

2»  32' 40''. 

Le  minimum  aura  lieu  lorsque 

rosr=  —  1; 

la  valeur  de  9  sera  alors 

(?=:A-B=io,oi368, 

et  la  plus  petite  inclinaison  sera  de 

0*^47' . 

L'intervalle  entre  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  époques  sera  déterminé 

par  l'équation 

25",5756/r^i8o«, 

et  sera  par  conséquent  de 

25336,65  années  Juliennes. 
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Qusint  au  nœud  de  Saturne,  sa  longitude  sera  donnée  par  les  formules 

Bsinr 

«=:a-f-g,     langa  = -T s » 

^  ®^       A-4-Bcosr 

à  cause  de  A  >  B. 

Donc  le  lieu  moyen  de  ce  nœud  sera,  en  ayant  égard  à  la  préeession 

des  équinoxes,  à 

3M3«38'4o''H-5o'%3333/; 

et  pour  en  déduire  le  lieu  vrai,  il  n'y  aura  qu'à  y  appliquer  une  équation 
additive  q,  déterminée  par  la  formule 

tangf  ~  -— _-- -,     ou     cot^  =  1,89033  cosecr  -+-  colr. 

IyO€jO0<3  "T"  COS  / 

Le  maximum  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque 

cosr=  —  —-  =  0,52901, 

et  sa  valeur  se  déterminera  par 

B 

siaq  =  zLz  Y' 

Donc  les  plus  grandes  équations  q  seront  de 

dz3i"'i;6'7o', 

el  répondront  aux  angles  r  de 

180°  X  ;  2/1  -f- 1 )  ip  58«3'4o*'. 
Au  contraire  Téquation  q  sera  nulle  lorsque 

sinr  =  o, 

<'^qui  répond  aux  époques  des  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisons. 

Au  reste  la  formule 

Bsinr 


"^       A  H- Bros/ 


38. 
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peut  se  réduire  à  cette  forme  plus  simple  / 


/r         \       A-R  r 


laquelle  donne  un  moyen  facile  de  réduire  Téquation  q  en  Table.  Car  il 
n'y  aura  qu'à  calculer  les  angles  Q  par  la  formule 


et  Ton  aura 


tangQ  =  o,3o8o3  tang  -  » 


?  =  ^-Q. 


Mais  si  Ton  voulait  avoir  directement  la  valeur  de  q  en  série,  on  trou- 
verait, par  la  méthode  du  n^  45, 

B    .  B^    .  B»    .   , 

j  =  -r-  smr r^smarH-  ^-r-  sm3r  — 

55.  Pour  Jupiter  on  trouvera  de  la  même  manière 

ô'=  ^ A'  -f-  B"  -h  2  AB'  cos  r  =  0,02980^1  —  0,43290  cosr, 

expression  générale  de  la  tangente  de  Tinclinaison  de  son  orbite;  de  sorte 
que  rinclinaison  elle-même  sera  représentée  à  très-peu  près  par  la  for- 
mule 

1^42' 26"  X  v^i  —  0,43290  oosr. 

Le  maximum  a  lieu  lorsque 

cosr  =  —  i; 

alors 

9  =  A  — B'  =  o,o3567, 

et  la  plus  grande  inclinaison  sera  de 

2»2'3o". 

Le  minimum  au  contraire  aura  lieu  lorsque 

cos  r  ==  I , 
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et  la  valeur  de  ô  sera  alors 

Ô  =  A  H-  B'  =  0,02244» 
laquelle  donne  la  plus  petite  inclinaison  de 

Ainsi  les  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisons  de  Jupiter  répondent 
aux  plus  petites  et  plus  grandes  inclinaisons  de  Saturne,  et  réciproque- 
ment; en  sorte  que  la  période  qui  ramène  ces  époques  est  la  même  pour 
Tune  et  pour  l'autre  Planète.  Nous  avons  vu  que  la  même  chose  a  lieu 
aussi  à  regard  des  excentricités. 

Quant  à  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Jupiter,  on  aura  de  même 
les  formules 

B'  sin  r 

'M=a  — a»    tangg'=— -7 ^7 » 

^'         ^^  AH-B'cosr 

à  cause  de  A>B'. 

Ainsi  le  lieu  moyen  de  ce  nœud  sera,  eu  égard  à  la  précession  des 

équinoxes,  à 

3*i3«38'4o'-+-5o",3333/, 

c'est-à-dire  qu'il  coïncidera  avec  celui  de  Saturne;  mais  pour  avoir  son 
lieu  vrai  il  faudra  appliquer  au  lieu  moyen  une  équation  soustractive  q' 
déterminée  par  la  formule 

sin  r 

tangÉr'=  -7-= — = y     ou     0017'=  i,3Q232COsécr—  coir. 

^^       4>39232  — cosr  '  ^ 

Le  maximum  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque^ 

cosr= ~  =o,2:>,767, 

et  sa  valeur  sera  déterminée  par 

B' 

sing'  =  ifc  — . 
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Donc  les  plus  grandes  équations  q'  seront  de 

±i3»9'4o", 
et  répondront  aux  angles  r  de 

36o«X/i±76«5o'3o^ 

L'équation  (j[  sera  au  contraire  nulle  lorsque 

sinr=::o, 

« 

ce  qui  répond  aux  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisons. 

La  formule 

,  B'sinr 

^"««  =  -  A  +  B'cosr 

est  réductible  à  celte  forme  plus  simple 


Ir         A        A— B'  /• 


Si  donc  on  calcule  les  angles  Q',  tels  que 


on  aura 


langQ'  =  1 ,  58954  lang  -  5 

m» 


9'=Q'-Ï^ 


et  par  ce  moyen  on  construira  facilement  une  Table  de  Féquation  q\ 

Si  Ton  voulait  déterminer  directement  la  valeur  de  q'  en  r,  on  pour- 
rait faire  usage  de  la  série 

^  A  2A^  3A^ 

56.  Au  reste  il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  ces  déterminations,  les 
orbites  de  Saturne  et  Jupiter  sont  rapportées  au  plan  de  Fécliptique  ou 
de  l'orbite  de  la  Terre  pour  le  commencement  de  1700.  Comme  ce  der- 
nier plan  est  lui-même  variable,  ce  ne  sera  qu'en  combinant  les  formules 
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que  nous  venons  de  donner  pour  la  variabilité  des  plans  des  orbites  de 
Saturne  et  de  Jupiter  avec  celles  que  nous  donnerons  ci-aprës  pour  la 
variabilité  du  plan  de  Técliptique,  qu'on  pourra  déterminer  la  position 
des  mêmes  orbites  relativement  à  Técliptique  vraie  pour  un  temps  quel- 
conque, comme  nous  Tavons  enseigné  plus  haut  (18).  Voyez  plus  bas 
le  n«  75. 

57.  On  voit  donc,  par  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver,  que 
les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne  et  de  Jupiter 
doivent  demeurer  toujours  très-petites,  et  que  leurs  variations  ne  con- 
sistent que  dans  des  espèces  d'oscillations  par  lesquelles  ces  éléments 
deviennent  alternativement  plus  grands  et  plus  petits  que  leurs  valeurs 
moyennes,  mais  sans  s'en  écarter  jamais  que  de  quantités  très-petites. 
On  voit  aussi  par  nos  formules  que  les  coefficients  de  t  sous  les  signes 
de  sinus  et  cosinus  sont  nécessairement  toujours  réels,  quelques  valeurs 
qu'on  donne  aux  masses  des  deux  Planètes,  parce  qu'en  augmentant  ou 
diminuant  ces  masses  on  ne  fait  qu'augmenter  ou  diminuer  proportion- 
nellement les  coefficients  marqués  par  des  crochets  ronds  ou  carrés,  sans 
en  changer  les  signes.  D'où  il  s'ensuit  que  le  système  de  Saturne  et  de 
Jupiter,  en  tant  qu'on  le  regarde  comme  indépendant  des  autres  Planètes, 
ce  qui  est  toujours  permis,  comme  nous  l'avons  montré  plus  haut,  est 
de  lui-même  dans  un  état  stable  et  permanent,  du  moins  en  faisant  abs- 
traction de  l'action  de  toute  cause  étrangère,  comme  serait  celle  d'une 
Comète,  ou  d'un  milieu  résistant  dans  lequel  les  Planètes  nageraient, 
ou, 

Théorie  des  variations  séculaires  de  Mars,  de  la  Terre, 

de   Vénus  et  de  Mercure. 

58.  Après  avoir  donné  séparément  la  Théorie  des  variations  séculaires 
de  Saturne  et  de  Jupiter,  il  nous  reste  encore  à  donner  celle  des  varia- 
tions séculaires  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure;  mais 
^elle-ci  demande  beaucoup  plus  de  travail,  si  l'on  veut  considérer  à  la 


\ 


ao4 
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fois,  ainsi  que  nous  nous  le  sommes  proposé,  Taction  mutuelle  de  ces 
quatre  dernières  Planètes,  qui  à  cause  de  Téloignement  des  deux  pre- 
mières paraissent  en  effet  constituer  un  système  à  part. 

Les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies  sont  indé- 
pendantes de  celles  des  inclinaisons  et  des  nœuds;  leurs  lois  sont  ren- 
fermées dans  deux  systèmes  séparés  d'équations  différentielles  dont  le 
nombre  égale  le  double  de  celui  des  Planètes  dont  on  considère  le  mou- 
vement. Nous  avons  donné  dans  le  n^  17  les  deux  systèmes  complets 
pour  les  six  Planètes,  et,  comme  nous  venons  d'intégrer  séparément  les 
quatre  premières  équations  de  chaque  système,  ils  se  réduisent  mainte- 
nant à  ceux-ci  plus  simples,  dans  lesquels  je  fais,  pour  abréger. 


(2)  = 

=  (2, 

0)  +  (2, 

l)-t-(2, 

3) +  (2,  4) 

■4-  (2,  5), 

(3)  = 

=  (3, 

o)  +  {3, 

i)  +  (3, 

a)-i-(3,4) 

+  (3,5), 

(4)  = 

=  (4, 

o)  +  (4. 

i)  +  (4. 

2) +  (4,  3) 

+  (4,  5}, 

(5)  = 

=  (5, 

o)+(5, 

i)  +  (5, 

2)  H- (5,  3) 

-t-(5,4)- 

Premier  sjrstème  pour  les  excentricités  et  les  aphélies. 


dx" 
dt 

'tl 
dt 

dx" 
dt 

dy" 

w 

dx'" 
dt 


dy 


IV 


dt 

'dT 
dy" 


— - 

(2)r'-^-[- 

+ 

[2)x"-[ 

(3)r  +  [ 

-+- 

(3)a;"'-[ 

(4)r'+[ 

+ 

U)x"'-[ 

(5)r -+-[ 

■+■ 

(5)x'-[ 

2,  o]7-4-  [2,  l]  j'-f-  [2,  3]^*'-+-  [2,  4]r' 


2,o]x—  [2,  i]x'  —  [2,  3]  ^—  [2,  4]^'*' 


3,o]j^-[3,i]7'-4-[3,2]j"+[3,4]/- 


3,  o]  a:  —  [3,  i]  x'  —  [3,  2]  x"  —  [3,  4]  x'^- 


4.o].r+[4,i]r'-^[4,2]r^-[4,3]r 


4,  o]  a:  -  [4,  1]  X'  -  [4,  2]  X"  -  [4,  3]  x^ 


5,o]r-^[5,i]r'-^[5,2]7"^[5,3]j'^ 


5,o]x-  [5,  1]  07' -  [5,  2]  x''  -  [5,  3]  ^r"'  - 


2,  5]  7-^  =0, 


2,  5]  X"  =r  O, 


3,5]r  =0, 


3y5]x''  =0, 


4,  5]^r'  =0, 


4,5]^:^  =0, 


5,4],r"^=:o, 


5,4]^*^=o. 
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Deuxième  système  pour  les  inclinaisons  et  les  nœuds, 

df 

_  -f.  (2)  li''- (a,  o)  li- (2,1)  a' -(2,3)  II-'- (2, 4)  a'- -(2,  5)  a- =.0, 

dt 


—  (2)  y' -f.  ( 2,  o)  * -h  ( 2,  i) *' —  (2,  3)  *•  —  ( 2, 4) 5»^  —  (2,  5)  5' =  o. 


_  ^  (3)  a-- (3,  o)a~  (3,1)  a'- (3,  2) II"- (3, 4)  ii«-- (3,5)1*-=  o, 

dif 

-jp  -  (3)1-^-+- (3,  o)*-f.  (3, 1)*' -+- (3,  2) *^H- (3, 4)5'- H- (3,  5) 5-r=  o, 

^-4-(4)i*--.(4,o)a-(4,i)i«'-(4,2)a"-(4,3)i«"-(4,5)a-=o, 

^^-.(4)i-+(4,0)5H-(4,l)5'H-(4,2)*"-+-(4,3)r+(4,5)r=:0, 

lu 


-f.  (5)«--  (5,  o)  a  -  (5,  i)  a'-  (5,  2)  a''-  (5,  3)  a^-  (5,  4)  ii'-=:  o. 


-  (5)  5- H- (5, 0)5 -h  (5,  1)^-4- (5,  2) 5" -h  (5,  3)1^ H- (5,4)*'-  =  o. 


Nous  prendrons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  les  masses  des 
Planètes  telles  que  nous  les  avons  déterminées  dans  la  première  Section  ; 
c'est  pourquoi  nous  ferons  m,  m',  ntl\  wT^  m*^,  m''  =  i  dans  les  valeurs 
(les  coefficients  de  ces  équations  (16).  Ainsi  l'on  aura  comme  il  suit 

[a,o]:=o*,i299  [3,o]  =  o',o445  [4,0]  =  o'jOi^G  [5,o]  =  o'',oo4i 

9,1135984,  8,6479111,  8,2921429,  7,6123435, 

[a,  i]  =  5',22o3  [3,  i]  =  i",66i5  [4,  i]  =  o",7i68  [5,  i]  =  o",  1464 

0,7176977,  o,22o5o47,  9,8554o65,  9,1654222. 

[a.  3]  =  ,»,363i  [3, 2]  =  o*,333o  [4, 2]  =  o%o853  [5, 2]  =  o",oi22 

0,1344935,  9,52241 34 T  8,9307252.  8,0876272. 

[*'  4]  =  o',3889  [3,  4]  =  6%2io4  [4, 3]  =  5',57i6  [5, 3]  =  o*,4i25 

9,5899402,  0,7931179,  0,7459834,  9,6i54i37, 

[ï,5]  =  o',oo56  [3, 5]  =  o',  o463  [4,5]  =  o%27i4  [5,4]  =  2^,6957 

7J4974îi9»  8,6654494,  9,4335698,  o,43o6686, 
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(a,  o)  = 


(»,•)  = 


(•i,  3)  = 


{«,  4)  = 


(a,  5)  = 


(a)    = 


)  =  o",658i 

(3,  0)  =  o',  34o3 

(4,o)  =  o',2073 

(6,  o)  =  o*,o8o6 

9,8182718, 

9,5318127, 

9,3 166326, 

8,9060743, 

)  =  i4*,4ii6 

(3,1)  =  6%  9480 

(4,i)  =  4',i3i2 

(6,i)=i%5754 

1,1587124» 

0,8418689, 

0,6160784, 

0,1974000, 

)=  r,77a4 

(3,  2)  =  o',  4330 

(4»  2)  =o',  1482 

(5,2)  =  o',o396 

0,2486728, 

9,63649*7, 

9,1707363, 

8,6974941. 

)  =  o^ÔTÔo 

(3,  4)  =  7%  4579 

(4,  3)  =  6',69o8 

(6,  3)  =  o%  8696 

9,8299603, 

0,8726141, 

0,8264796^ 

9,9393014, 

)  =  o'',Ol82 

(3,6)  =  o%0976 

(4,  6)  =  o% 4223 

(5,  4)  =  4%  195» 

8,2696098, 

8,9893371, 

9,6266607, 

0,6227495, 

=  17%  6363 

(3)  =1 6%  2767 

(4)  =11',  5999 

(6)  =6%  7603 

1 ,2439386, 

1,1840290, 

1 ,0644529, 

0,8299660. 

Et  si  Ton  détermine,  d'après  les  éléments  â\x  n?  26,  les  valeurs  des  va- 
riables a/\  y'\  a?*',...,  y',  1^,  5'',...  pour  Tépoque  de  1700,  on  trouvera 
celles-ci. 
Pour  1700  : 


x"  —  V  ^m^"  =0,04572 

8,6600670, 

x''  =  X*'  sin(p-'  =  —  o,oi665 

8,2?.  1421 3, 

x'^=  X''sin<p'^=  —  o,oo56i 

7»7489933, 

—  0,19660 
9,29358?.!, 


x^  =  "k"  sino''  = 


s"   =  rsin&)"  =  0,02378 

8,3762126, 

r  =r  6"sin6)«'  =  o, 

5"  =  6*''sin&)*'=  0,0569» 

8,7552047, 

s"   =z  O''  sinw^  =  0,08619 

8,9354332, 


y  z=  ïf  COS(p"  =  —  0,08099 

8,9o84o8&, 

y  =  }!^  coscp"  =  0,00225 

7,3528905, 

J^*»^=r  X'''C0SCp"'=  0,004l6 

7,6185985, 

y^"  =z  "k*  C0S(J/''  =  —  0,061 15 

8,7863982, 

a"  :^  r  cos&)'  =  0,02186 

8,3396176, 

U'"   =:  Ô*'  C0SW*'  =  0, 

M»^  =  ô'^COSW'^zr:  0,Ol636 

8,2137331, 

U"    z=   6^  COSek)''  ::::::  0,08718 

8,9404024. 
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Ce  sont  là  tous  les  éléments  nécessaires  pour  le  calcul  des  variations 
séculaires  des  Planètes  dont  il  s'agit.  Nous  allons  en  exposer  le  procédé 
et  les  résultats  avec  le  détail  dû  à  l'importance  du  sujet. 


Excentricités  et  aphélies, 

59.  Commençons  par  le  premier  système,  et  remarquons  d'abord  que 
les  variables  a?,  y^  x\  y'  ayant  déjà  été  déterminées  ci-dessus  (50),  les 
termes  qui  contiennent  ces  variables  doivent  être  regardés  comme  tout 
connus.  Or  ayant  trouvé 


X  - 

=  A  sin(a/-f-a)-hB  sin(6/-hP), 

y  ^ 

=:  A  cos(a/  -f-  a)  -4-  B  cos(6/  h-  (3), 

x'^ 

=  A'  sin(a/  -f-  a)  -f-  B'  sin(6/  h-  (3  j, 

r'= 

=  A'cos(a/  -+-  a)  -f-  B'cos(6/  -+-  p  ), 

il  est  facile  de  se  convaincre,  par  la  nature  des  équations  à  intégrer,  que 
toutes  les  variables  x'\  x^^  a^"^  x"  doivent  contenir  aussi  les  sinus  des 
mêmes  angles  déjà  connus  at  -ha,  6/  -f-  /3,  et  les  variables  y,  j'*',  j*^,  y" 
les  cosinus  correspondants. 
On  supposera  donc,  pour  satisfaire  à  ces  équations. 


x''  = 

r  = 

x"^  = 

)'"  = 

X^   r= 

r  = 


A"  sin(a 
A*'  cos(a 
A*'  sin(a 
A'*'  cos(a 
A'^sin{a 
A'^'cosla 
A""  sin^a 
A"*  cos(a 


a)-f-B"  sin(6 
a)-4-B"  cos(6 
a)-hB*'  sin(6 

-+-a)-f-B*'  cos(6 
-4-a)H-B''sin(i 
-+-  a)-hB'^cos(6 
-va)  -4-B^  sin(6 
a)-f-B^  cos(6 


(3)-4-C"  sin(c/-hy), 
(3)  -vC  cos(c/-i-y), 
-f-P^-f-CsintcZ-hy), 
-\-  (3  -i-C*'cos(c/-hy), 
h|3  -f-C"sinic/-hy), 
-+-(3;  -»-C'^cos(c/-f-y), 
+-  (3  -h  C^  sin(c/  -+-y  , 
-h^)  -f-C^  cos(c/-hy  , 


les  coefficients  A'',  B",  C,  A",  B", . . .  étant  tous  constants  et  indéter 

™*^é8,  ainsi  que  les  deux  quantités  c  et  y. 

39. 


(A 
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Les  substitutions  faites,  on  égalera  séparément  à  zéro  les  coefficients 
des  différents  sinus  et  cosinus  ;  il  en  résultera  trois  systèmes  d'équations 
de  cette  forme 

[2,o]A-»-[2.  i]A'-h[a-(2)]A'-h[2,3lA"'+[2,41A"  +  [2,5]A'=o, 
[3,o]A-l-[3,  i]A'-»-[3,2]A'-h[a-(3)]A''+[3,41A"-t-[3,5]A''=o. 
[4,o]A  +  [4,i]A'+[4.2]A'+[4,3]A'+[a-(4)]A"'-4-[4.5]A'=o, 
[5,o]A-i-[5,  i]A'-»-[5,2]A''-»-[5,3]A--t-[5,41A"-h[a-(5)]A'=o; 

[2,o]B-l-[a,  i]B'-l-[6-(2)jB''+[2,3]B--h[2,4]B"-f-[2,5]B'  =  o, 

[3,o]B  +  [3,  i]B'+[3,2]B"+[6-(3)]B-+[3,4]B"  +  [3.5]B'=o, 

(B)   { 

[4,o]B  +  [4,i]B'-»-[4,2]B'+[4,3]B--»-[ft-(4)]B"+[4,5]B''=o, 

[5,o]B-h[5,  i]B'-4-[5,2lB''+[5,3]B'"+[5,41B"+[é-(5)]B''  =  o; 

[c  -  (2)]  Ch-  [2,  3]C"4-  [2, 4]C"  +  [2,  5]r/  =  o, 
[3, 2]C''+  [c  -  (3)]  C"+  [3, 4]C"'  +  [3,  SIC  =  o, 
[4,  2]C'-t-  [4,  3]C''-t-  [c  -  (4)]  C""  +  [4, 5]C'  =  o, 
[5,  2]C''-»-  [5,  3]C''+  [5,  4]C"  +  [c  -  (5)]  C  =  o. 


n:) 


60.  Comme  les  quantités  A,  A',  B,  B',  ainsi  que  a  et  6  sont  déjà  con- 
nues, il  est  clair  que  les  quatre  équations  (A)  serviront  à  déterminer  les 
quatre  constantes  A",  A",  A",  A';  que  de  même  les  équations  (B)  déter- 
mineront les  constantes  B",  B",  B'^,  B*.  Commençons  par  ces  détermina- 
tions; nous  aurons  d'abord,  par  les  valeurs  de  A,  A',  B,  B'  du  n"  50, 

[2,  o]  A  -I-  [2,  1]  A'=  —  o,o832i5,  [2,  o]B  +  [2,  i]B'  =  o,a3oi39, 

[3,o]A-(-  [3,  i]  A' =  —  0,026334,  [3,o]B-f-[3,  i]B'  =  0,073359, 

[4,  o]  A  -I-  [4,  i]  A'=  —  0,01  i34o,  [4,  o]  B  -f-  [4,  ilB'=  o,o3i663. 

[5,  o]  A  4-  [5,  i]  A':^  —  o,oo23ii,  [5,  o]B  -4-  [5,  i]B'  =  0,006469; 
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ensuite,  à  causedea  =  2i'',99o5,  &==:3%585i  (même  numéro),  on  aura 

a  — (2):=r  4%454î*>  6  —  (2)  =  —  l3'',95l2, 

a  — (3)=  6,7186,  6  — (3)  —  —   ii,6gi6, 

a  —  (4)=  10,3906,  6— .(4)  =  —     8,oi48, 

a  —  (5)=  i5,23o?.,  b  —  (5)  =  —     3,1752. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  des  autres  coefficients  données 
plus  haut,  et  résolvant  les  équations  à  la  manière  ordinaire,  on  trouve 

X^=z      0,01748  B"~o,oi837 

8,2424843,  8,2641896, 

A'^  =   o,  00433  B**  =  o,  o  1 485 

7,6366283,  8,1718434, 

A*'=:  —  o,ooi38         B'^=:o,oi5o4 

7,i4o35o9,  8,17^2767, 

A''  :=    0,00027  B""  =0,01681 

6, 4234834»  8, 2255oo3. 

61.  A  l'égard  des  équations  (G),  comme  elles  ne  contiennent  aucun 
terme  tout  connu,  il  est  visible  qu'elles  ne  suffisent  point  pour  détermi- 
ner les  quatre  inconnues  G",  G'",  C^,  G^  ;  car,  si  Ton  divise  chacune  de  ces 

équations  par  C,  on  n'a  plus  que  trois  inconnues  ^^^  ^»  -^7»  qu'on 

pourra  déterminer  pa^  trois  quelconques  de  ces  mêmes  équations;  alors 
la  quatrième  servira  à  déterminer  l'inconnue  c. 
Par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination  on  trouve  que  les  valeurs  des 

inconnues  rr^j  — >  7^7?  déduites  des  trois  premières  équations,  sont  de 

VJ  VJ  t-« 

M    M'    M" 
cette  forme  |^>  -î^»  -j^-»  en  taisant,  pour  abréger, 

M  =  -  [2,  5]  X  [c  -  (3)  j  X  [c  -  '4)\  H-  [2, 3]  X  [3,  5]  X  [c  -  {4)J 
+  [2,4]  X  14,  5]  X  [c  -  (3)]  +  [3, 4]  X  [4.  3]  X  [2,  5] 
-  [2,  3]  X  [3, 4]  X  [4.  5]  -  [3,  5]  X  [4,  3]  X  [3, 4], 
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M''=- 


N  = 


M'=-[3,5]x[c-(a)]x[c-(4)]+t3,2]x[2,5]x[c-(4)] 
[3, 4]  X  [4.  5]  X  [c  -  (2)]  +  [a,  4]  X  {4.  a]  X  [3, 5] 
[2,  5]  X  [3, 4]  X  [4.  2]  -  [3, 2]  X  [4. 5]  X  [a,  4]. 

[4, 5]  X  [c  -  (2)]  X  [c  -  (3)]  +  {2, 5]  X  [4,  2]  X  [c  -  (3)] 
[3,  5]  X  [4,  3]  X  [c  -  (2)]  +  [2, 3]xl3,  2]  X  [4, 5] 

-  [2, 3]  X  [3,  5]  X  [4.  2]  -  [3,  2]  X  [4,  3]  X  [2,  5], 

[c  -  (2)]  X  [  c  -  (3)]  X  [c  -  (4)]  -  [2,  3]  X  [3, 2]  X  [c  -  (4)] 

-  [2, 4]  X  [4,  2]  X  [c  -  (3)]  -  [3, 4]  X  [4, 3]  X  [c  -  (2)] 
-h  [2,  3]  X  [3, 4]  X  [4.  *1  +  [3,  2]  X  [4,  3]  X  [2, 4]  ; 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  quatrième  équation ,  elle  de- 
viendra 

[5,  2]  M  -I-  [5, 3]  M'  +  [5, 4]  M"  -+-  [c  -  (5)]  N  =  o. 

Cette  équation  dont  c  est  la  seule  inconnue,  en  ordonnant  les  termes 
et  faisant,  pour  abréger, 


^=1 

>,  3]X[3,2] 

B-[ 

2,4]x[4,2] 

C  = 

>,  5]X[5,2; 

D  = 

L3,4]x[4.3] 

E  = 

[3,  5]  X  [5,  3] 

P~ 

[4,  5]  X  [5, 4] 

G  =  I 

>,3]X[3,4] 

H-\ 

2,  3]X.[3,  5] 

I  = 

2,  4]  X  [4, 5] 

A-     1 

:3, 4]  X  [4, 5] 

Z  = 

>.,  3]  X  [3,  2] 

+  1 

:3,4]x[4,3] 

-I 

;2,4]x[4,3; 

-i 

:3,2]x[4.3: 



[2,  3]x[4»2' 

X[4,  2]-+-[3,2 

x[5,  2]  H-  [3,2 

X[5,  2]-+-[4,2 

X  [5,  3] -h  [4,  3 

x[4,5]x[5,4 

X[2,  5]X[5,  2 
X[3,5]X[5,2 
X[5,4]x[2,5 
X[5,4]X[3,5 


]x[4. 3]x 

;2, 4] 

]X[5,  3]X 

[2,5] 

]x[5,4]x 

[2,5] 

]x[5,4]x 

[3,5] 

■  -i-[2,4]x 

[4,2] 

]-[2,  3]x 

[3,4] 

;  —  [3,2]x 

[2.4] 

;  -[4.2]x 

[3.4] 

]> 

X[3.5]x[5,3] 
X[4,  5]X[5,2] 
X[4,5]X[5,3] 
X[5,  3]X[2,  5] 


c 
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se  réduit  à  cette  forme,  où  j'ai  changé  c  en  x, 

[^  -  (2jJ  X  [^ -  (3)J  X  [^ -  (4)]  X  [^  -  (5)] 

-  C[x-(3)]x[:»-(4)J-^[^-(2)]x[x-(5)J 
4-  G  [x  -  (5)]  4- Z?  [  j:  -  (4)  j -4- /  [a:  -  ( 3)] 

-h  ^[4:  — (2)]-4-z; 

Étant  développée,  elle  montera  au  quatrième  degré,  et  donnera  par 
onséquent  quatre  valeurs  de  x,  qui  pourront  être  également  employées 
pour  c;  et  c'est  de  la  réalité  et  de  l'inégalité  de  ces  racines  que  dépend 
l'exclusion  des  arcs  de  cercle  dans  les  variables  du  Problème,  et  par  con- 
séquent la  permanence  de  la  forme  actuelle  des  orbites  des  Planètes  que 
nous  considérons  (41  j. 

Il  importe  donc  de  résoudre  cette  équation  rigoureusement.  Pour  cela, 
après  l'avoir  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x^  il  faudra  com- 
mencer par  lui  ôter  le  second  terme.  Or,  à  l'inspection  seule  de  cette 
équation,  il  est  visible  que  le  second  terme  sera 

-[(2)-4-(3)-f-(4)-i-(5)Jj?>; 
iiinsi  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer  d'abord 

(2)-»-(3)H-l4)-l-(5) 

^+ _ 

'à  la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  retrancher  de  chacune  des 
quantités  (2),  (3),  (4),  (5),  la  quantité 

;2)-h(3)-4-(4)-Hv5) 
4 

et  changer  en  même  temps  x  en  y. 
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Si  donc  on  fait 

^-,.  ,   (2)-K3)  +  (4)  +  (5) 


el 


on  aura  une  transformée  en  y  de  la  même  forme  que  l'équation  en  x, 
mais  dans  laquelle  les  crochets  ronds  seront  changés  en  crochets  carrés, 
et  qui  étant  ordonnée  par  rapport  à^  se  trouvera  privée  du  second  terme, 
et  sera  de  cette  forme 

dans  laquelle  on  aura 

P  =  [a]  X  [3]  +  [2]  X  [41  +  [a]  X  [5]  +  [3]  X  [41 
+  [31  X  [51 -h  [4]  X  [51 
-^-B-C  —  D-E  —  F, 

Q  =  -  [2j  X  [3]  X  [41  -  [2l  X  [31  X  [51  -  [al  X  [4]  X  [51 
-[31X[41X[5] 

+  ^[[41  +  [5l]+/?[[31  +  [5]]+67[[31  +  [4l] 

+  /)f[2]4-[5]]+£[[:»l  +  [4]]H-f[[2]-f-[3l] 

B  =  [2]x[31x[4]x[5]-^[41X[5]-if[3]x[5] 
-C[3]X[^]-D[2]  X  [5]  -£[2]  X  [4] 
-/•[2lx[3]-G[51-£r[4]-/[3] 
.  -K[2]-hL. 
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On  formera  maintenant  cette  réduite  en  z  du  troisième  degré 

z>  -h  2Pz'  -+-  (P'  —  4R)z  —  Q'  =r  o, 

et  désignant  ses  trois  racines  par  z\  z'\*z'",  on  aura  sur-le-champ,  pour 
les  quatre  racines  ou  valeurs  de  j,  ces  expressions  fort  simples 


y/z'  -h  )/z"  -h  ^/Z*^ 

y/z'         y/z''         y/z'^ 

7 

2 

7 

2 

yZ    —  yZ   —  y2 
-■  -      - ï 

)/z"'      -siz'         y[7 

dans  lesquelles  il  faudra  avoir  soin  de  prendre  les  trois  radicaux,  chacun 
avec  un  signe  contraire  a  celui  de  la  valeur  du  coefficient  Q. 

Cette  manière  de  déterminer  les  racines  des  équations  du  quatrième 
degré  est  plus  commode  que  la  manière  ordinaire  qui  n'emploie  qu'une 
seule  racine  de  la  réduite,  mais  qui  demande  en  même  temps  la  résolu- 
lion  d'une  équation  du  second  degré.  Elle  résulte  aussi  directement  de 
la  nature  de  la  réduite,  dont  les  racines  expriment  les  carrés  des  sommes 
des  racines  de  la  proposée  prises  deux  a  deux;  et  quant  au  signe  qu'on 
doit  donner  aux  radicaux,  il  suffit  de  remarquer  que  la  somme  des  pro- 
duits des  quatre  racines  ci-dessus  multipliées  trois  à  trois  se  trouve  expri- 
mée par  sjz'  \jz"  \Jz'\  quantité  qui  doit  par  conséquent  être  égale  à  —  Q 
par  la  nature  des  équations.  Voyez  là-dessus  les  Mémoires  de  1770  (*j. 

Pour  ce  qui  regarde  la  résolution  de  l'équation  en  z  du  troisième  de- 
gré, ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  lorsque  les  racines  sont  toutes  réelles, 
comme  elles  le  sont  dans  notre  cas,  c'est  de  la  ramener  a  la  trisection  de 
l'angle,  el  d'y  employer  les  Tables  trigonométriques.  Pour  cela,  après 
avoir  privé  l'équation  du  second  terme,  il  n'y  aura  qu'à  la  comparer  à 
celle-ci 

m' —  3r*a  —  2r*cos(p  =  o, 

dont  les  racines  sont 

?.rros^9      -—  2rcos  (60°  -+■  -^)>      —  2rcos(6o°—  î  j- 
(*)  OEtwres  de  Lagrange,  l.  01,  p.  ^69. 

V.  40 
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62.  Voici  maintenant  les  résultats  numériques  de  ces  formules.  J' 
calculé  (l'abord  les  valeurs  des  coefficients  ^4,  5,...,  et  j'ai  trouvé 


et 


À  —  o,45384 

G  =1,44334 

9,6569069, 

0,1593668, 

B  —  o,o33i6 

H     0,001 54 

8,5206654, 

7,1886001, 

C     0,00007 

/   o,oo258 

5,8373701, 

7,4121670, 

/>=  34,60200 

a:- 1,39088 

1,5391013, 

o,i43i3i4, 

£  =  0,01909 

L      0,24730 

8,280863 1, 

9,3932241. 

F=o,73i54 

9,8642384, 

J'ai  fait  ensuite 

x:=zy 

4-12,7933 

[2]  — 4,7430 

[4]  —  -  ï»ï934 

0,6760531, 

0,0767860, 

[3]  — 2,4834 

[5]   — 6,o33o 

0,3950467, 

0,7805333. 

De  là  j'ai  calculé  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  comme  il  suit 
P= — 69,0824,    0  =  "6,7522,    U  =:  1066,0018, 
et  j'ai  trouvé  cette  réduite  en  z 


dans  laquelle 


2P 

mz= ^  z=  46,0549, 

n  =P^-4R  =  508,3708, 
p  =zQ^=  45,5922. 
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En  faisant 

z  --  m(w  -h  i), 

elle  se  réduit  à  cette  forme 

\         m'/  \         m'        m»/ 

de  sorte  qu'en  la  comparant  k 

w*  —  3r'M  —  2r*  COS9  r=  o, 


on  a 

n 
3  m 


r'=i—  x—-  =0,92011, 


«      .      P 

^  2 

ce  qui  donne 


r*  cos  o  rri  I 1 — ^T  -rzi  o,88o3q  ; 


r  1=10,95922,     9 --4» 3',     |  =  i»2i' 

(il  est  inutile  de  porter  ici  la  précision  jusqu'aux  secondes,  puisque  la 
valeur  de  COS9  n'est  exacte  qu'a  la  cinquième  décimale  près). 
Ainsi  les  trois  racines  ou  valeurs  de  u  seront 

'>9'79^     —  0'9ï990'     —0,99802; 
et  de  là  on  trouvera 

2'rrr  I  34,384,       3"  r-_  3,6892,       2'"  =  0;09124. 

Donc,  puisque  —  Q  est  un  nombre  positif,  on  aura 

^Z'  —  II,  5924,       yj z"  =:  1 ,9207,       yfz'^  ^=-  0,302 1 . 

Par  conséquent  les  quatre  racines  ou  valeurs  de  y  seront 

% 

6,9076,     4»^î^»     — 4»9^^»     — 6,6o55. 

Mais,  quoique  ces  valeurs  soient  poussées  jusqu'à  la  quatrième  déci- 
niale,  on  ne  peut  cependant  compter  que  sur  la  troisième;  c'est  pour- 
quoi, afin  de  les  vérifier  et  de  leur  donner  en  même  temps  une  plus 
glande  exactitude,  je  les  ai  substituées  successivement  dans  l'équation 

4o. 
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et,  eixiployant  la  méthode  ordinaire  de  tâtonnement,  j'ai  trouvé  celles-ci 
corrijçées  et  exactes  jusqu'à  la  quatrième  décimale  inclusivement 

7:^:6,9081,    4,6843,    —4,9876,    —  6,6o48; 

ainsi,  en  y  ajoutant  12,7933,  on  aura 

^  —  19,7014,     17,4776,    7,8067,    6,i885. 

Telles  sont  les  racines  de  l'équation  qui  détermine  la  quantité  c;  d'où 
l'on  voit  que  cette  quantité  peut  avoir'quatre  valeurs  différentes  toutes 
réelles,  que  nous  désignerons  par  c,  d,  e,  /,  et  qui  donneront  par  consé- 
quent autant  de  sinus  et  de  cosinus  dans  les  expressions  des  variables  du 
Pro)3lème.  Ainsi  nous  sommes  déjà  assurés  que  ces  expressions  ne  sau- 
raient contenir  des  arcs  de  cercle,  et  que  par  conséquent  leur  exactitude 
ne  sera  pas  bornée  à  un  temps  limité,  mais  aura  toujours  lieu  à  l'infini. 

Mais,  comme  les  racines  que  nous  venons  de  trouver  dépendent  des 
valeurs  supposées  aux  masses  des  Planètes,  on  pourrait  douter  si,  en 
changeant  ces  valeurs,  on  ne  tomberait  peut-être  pas  dans  des  racines 
égales  ou  imaginaires.  Pour  lever  tout  à  fait  ce  doute,  il  faudrait  pou- 
voir démontrer,  en  général,  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  des 
masses,  pourvu  seulement  qu'elles  soient  positives,  les  racines  de  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  sont  toujours  nécessairement  réelles  et  inégales.  Cela 
est  facile  lorsqu'on  ne  considère  à  la  fois  que  l'action  mutuelle  de  deux 
Planètes,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  relativement  à  Saturne  et 
Jupiter,  parce  qu'alors  Téquation  n'est  que  du  second  degré:  mais  cette 
équation  se  complique  et  s'élève  à  mesure  que  le  nombre  des  Planètes 
augmente;  c'est  pourquoi  il  devient  de  plus  en  plus  difficile  de  juger 
à  priori  de  la  qualité  des  racines.  Cependant  il  ne  parait  pas  impossible 
de  parvenir,  par  quelque  artifice  particulier,  à  décider  cette  question 
d'une  manière  générale;  et  comme  c'est  un  objet  également  intéressant 
pour  l'Analyse  et  pour  l'Astronomie  physique,  je  me  propose  de  m'en 
occuper.  En  attendant,  je  me  contenterai  de  remarquer  que,  dans  le  cas 
présent,  les  racines  trouvées  sont  trop  différentes  entre  elles  pour  qu'un 
petit  rhnngemont  dans  les  masses  adoptées  puisse  les  rendre  égales,  el 
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encore  moins  imaginaires.  En  eifet,  les  expressions  générales  des  racines 
àey  font  voir  que  l'égalité  de  deux  de  ces  racines  ne  peut  avoir  lieu  sans 
celle  des  racines  de  z;  or  l'inégalité  de  celles-ci  est  assez  grande  pour  ne 
pouvoir  être  détruite  que  par  une  altération  considérable  des  coefficients. 
Il  faudrait  pour  cela  que  l'angle  9,  que  nous  avons  trouvé  de  4**3'>  devînt 
nul  ou  de  180  degrés;  ce  qui,  vu  la  nature  des  formules,  demanderait, 
dans  les  éléments,  des  changements  beaucoup  trop  grands  pour  pouvoir 
être  admis. 

I 

63.  Nous  ferons  donc 

0=119",  7014,       Jr=rl7",4776,       «zr:  7^8067,      /=6",l885 

(les  valeurs  de  ces  coefficients  sont  censées  exprimées  en  secondes,  puis- 
que celles  des  coefficients  marqués  par  des  crochets  sont  exprimées 
ainsi);  et  nous  aurons  pour  les  valeurs  complètes  des  variables  x'\  y'\ 
x\ . . . ,  des  expressions  de  cette  forme 


.'/ 


X     — 


,// 


J^   zzz 


^Jf 


y-"  = 


X 


IT 


y 


IV 


X" 


r^  — 


A"sin(a/-+-a)-h  B"  sin(6/ 

-f-(3)-+-  C"  sin(c/-4-y) 

D"sin(J/-hô)-h  E"sin(e/ 

-f-6)-4-  F"sin(//-f-cy), 

A"cos(a/-ha)-4-  B"cos(6/ 

-h  (3) -h  (7  cosict-y-  y) 

D"  cos{dt  H-  a)  -+-  E"  cos(e/ 

-4-  £)-h  ¥"  cos(ft-hm), 

A*'siina/-ha)-4-  B-'sinl*^ 

-+-(3)4-  C"  sin{ct-h  y) 

D^sin(rf/-4-ô)-h  E^sin(e/ 

-4-  e)4-  F^sinl/Z-hcT), 

A*'cos(a^-f-a)-h  B^'coslft^ 

-i-j3)-h  C^cosict-h  y] 

D'^cos^rf/-4-d)-f-  E'"cos(o/ 

-t-  e)-4-  Vcosift-h^uj^, 

A*^sin(a/4-a)  -t-  B'^sin(6/ 

'-4-j3)-hC«^sinic/-f-  y) 

D'^sini,rf/-4-  o)-f-  E»^sin(o/ 

'-h  6)-hF'^sin(//-4-cy), 

A'^cos(a/-^  a)  -f-B'^cos(6i 

'-4-j3)-t-C»^cos(c/-+-  y) 

D'^eos^c//  -f-  ^  )  -h  E»^cos(<?/ 

-4-  6)  -hF^^cost/f-t-ro), 

A^  sin(a/4-a)  H-  B'^  sin(6/ 

-4- (3; -h  C'sin(6'/-+-  y) 

D^sin(rf/-4-  ^1-4-  E^  sin'ei 

f-+-  e)-f-  F*  sini//-f-cy), 

A^  cos(a(  -f-  a)  -t-  B^  cos{Ai 

f-f-P)  -+-  C^  cos(c/-f-  y) 

\y  cos(  J/  -4-  5)  -h  E*  cos^e/ 

'-+-£)-+-  F'  C0S(//-4-Gj), 
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<(iii,  étant  substituées  dans  les  équations  d\i  premier  système  (58),  don- 
neront (en  égalant  k  zéro  les  coefficients  des  différents  sinus  et  cosinus), 
outre  les  trois  équations  (Â),  (B),  (C)  déjà  trouvées  (59),  ces  trois 
autras-ci  semblables  aux  équations  (G) 

[d  —  (2)]  D'  H-  [2,  3]  D*  -t-  [2, 4]  P"  +  [2, 5]  D"  =  o, 
[ 3,  2]  D" -»- [</ -  (3)]  D"  ■+- [3,  4]  D" -+- [3, 5]  D' =  o, 
[4,  2]  D" -+- [4,  3]  D* -f- [rf -  (4)]  D" -H  [4,  5]  D^  r^  o, 
[5,  2]  D" -+-  [5,  3]  D* -+-  [5, 4]  D"-  +  [rf  -  (5)]  D'  =  o; 


(»>) 


(E) 


(F) 


[e  —  (  2)]  E"  -4-  [2,  3]  E"  +  [2, 4]  E"  +  [2,  5]  E^  -  o, 
[3,  2]  E'  -f-  [e  -  (3)]  E'-t-  [3, 4]  E'"  +  [3,  5]  E^  =:  o, 
[4,  2]  E"  +  [4,  3]  E"  +  [e  -  (4)]  E"  +  [4,  5]  E-  ^  o, 
[5,  2]  E"  -h  [5,  3]  E" -+-  [5, 4]  E"  +  [«  -  (5)]  E'  =  o; 

j    [/-(2)]  F"+  [2,  3]  ?"+  [2,4]  F"  +  [2,  5]  F'r:--  O, 

[3,2]  F" -<-[/-( 3)]  F*  +  [3,4]  F"  +  [3,5]  F- =  o, 
[4,  2]  F"  -4-  [4,  3]  F-  +  [/-  (4)]  F-  +  [4,  5]  F"  =  o, 
[5,  2]  F"  -f-  [5,  3]  F'"+  [5,  4]  F-  -i-  [/-  (5)]  F-=  o. 

Les  équations  (Â)  et  (B)  ont  été  résolues  ci-dessus  (60)  et  ont  donné 

les  valeurs  des  coefficients  A",  A", . . . ,  B",  B", Les  équations  (C  j  ne 

donnent,  comme  nous  l'avons  vu  (61),  que  les  rapports  entre  les  coeffi- 
cients C",  C",  C",  C;  mais  elles  donnent  en  même  temps  la  valeur  de  la 
constante  c  par  une  équation  déterminée  du  quatrième  degré;  et,  comme 
les  équations  précédentes  (D),  (E),  (F)  sont  en  tout  semblables  aux 
équations  (C),  il  est  clair  que  les  équations  résultantes  en  d,  e,  /seront 
les  mêmes  que  l'équation  en  c;  de  sorte  que  ces  équations  seront  satis- 
faites en  prenant,  comme  nous  le  faisons,  pour  c,  d,  e,/les  racines  de 
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l'équation  trouvée  en  c.  Ainsi  il  suffira  d'employer  trois  des  équations 
de  chacun  des  quatre  systèmes  (G),  (D),  (E),  (F),  pour  déterminer  les 

valeurs  des  rapports  —^  ^>  ^>  pr»  ^î  — 

On  pourrait,  dans  cette  détermination,  faire  usage  des  expressions 
générales  trouvées  dans  le  numéro  cité,  en  y  changeant  successivement 
les  lettres  C,  c,  en  D,  d,  en  E,  e  et  en  F,/;  mais,  pour  éviter  l'inconvé- 
Dient  des  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  nom- 
bres très-petits,  il  est  à  propos  de  résoudre  immédiatement  les  équations 
dont  il  s'agit,  par  la  méthode  ordinaire;  d'autant  que,  comme  il  \  a  dans 
chaque  système  une  équation  de  plus  qu'il  ne  faut,  on  a  par  là  l'avantage 
de  pouvoir  choisir  celles  qui  déterminent  les  inconnues  par  des  nombres 
plus  grands,  et  par  conséquent  avec  plus  de  précision. 

De  cette  manière  donc  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes  exactes  jusiju'à 
la  quatrième  décimale  inclusivement 

Ç»  QiT  '  Qy 

^  —  —  ït9742  çTT  —  1,3545  ^-  m  —.0,2202 

0,2953823,  0,1 317950,  9,3427808, 

D*  D'^  D^ 

—  rrr  0,o649  D^  =  ~  ^''^'^^'^  W  "^  ^'^^^' 

8,8i23ii6,  8,885o2i8,      8,1949552, 

^  =  5,3541       ^,  =  6,5286      É"  ~  "  "^>95^7 

0,7286857,  0,8148187,  1,2778090, 

^  =  5,8237  ^  —  8, 1 5o6  —  =r  42,6478 

0,7651967,  0,9111875,  1,6298968. 

64.  Il  reste  Jonc  encore  huit  constantes  aiWtraires,  C",  D",  E",  F", 
y,  J,  6, 7S,  lesquelles,  étant  en  même  nombre  que  les  équations  différen- 
tielles,  prouvent  que  les  expressions  adoptées  pour  les  variables  en  sont 
les  intégrales  complètes.  Pour  les  déterminer,  on  fera  dans  ces  exprès- 
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sions  t  =  o,  et  on  les  égalera  aux  valeurs  données  par  les  Tables  pour 
cette  époque,  et  que  nous  avons  rapportées  plus  haut  (58). 

Or  d'après  les  valeurs  de  A",  A",  A^,  A\  B",  B",  B'\  B^  trouvées  dans 
le  n*'  60,  combinées  avec  celles  des  angles  a  et  |3  déterminées  dans  le 
n**  50,  on  trouve 

A"  sin  a  -h  B*'  sin  ^=z:  —  o,o233o, 
A"  cosa  -h  B'^  cosp  =  —  0,00545, 
A"'  sin  a  -f-  B^  sin  j3  =:  —  0,01097, 
A*'  cosa  -h  W  eos  P  =  —  o,oio25, 
A»'  sin  a  -f-  B»^sin(3  =  —  0,00648, 
A^^cosa  -h  B'^cosp  :=  —  0,01 38i , 
A^  sin  a  -+-  B^  sin  j3  =  —  0,00869, 
A''  cosa  -f-  B''  cos(3  =  —  o,oi436. 

Donc,  retranchant  respectivement  de  ces  valeurs  celles  de  x'\y\  x'\.,. 
pour  1 700,  et  substituant  les  valeurs  de  C,  C,  C  D"',...,  on  aura  à  ré- 
soudre ces  huit  équations 

Csinv  -h  D*sin<y  -+-  Wmn  -+-  F^'sinCT  —  0,06902  =  o, 

—  i,9742C'sin7-i-o,o649D''sin^-i-5,354iE*sin8-+-5,8237F''sinw-f-o,oo568  —  o, 
i,3545C"sin7  — 0,0767 D"sin^ -h  6,6286 E''sm£4-8,i5o6F" sin cT -h  0,00087  =^0, 

—  0,2202  Csinv-f  0,01570*810^  —  1 8, 9687  E"  sin  «H- 4  îi. 6478  F"  sin  CT  H-  0,18791  =  0. 

Ccosv  -hD"cos^H-  E^coss  -h  F* sin w  n- 0,07553  -r  o, 

—  1,9742c* COS7  -H  0,06490" ces <î  -h  5,3541  E* cosa  H-  5,8237 F" cosa  —o,oi25o  —  «. 
1, 35450* COS7  — 0,0767 D"cos«î H- 6,5286E"cos2-+-  8, i5o6 F" cosa  — 0,01797  -  o, 

—  o,2202C*cos7-i-o,oi57D*cos^—  i8,9587E''cos£-+-  42,6478F''cosTn  -f.  0,04679  =  o, 
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lesquelles  donnent 


C'siny  =  o,oo55o 

7»  7399993» 

D"sin«5  =  o,o63o7 

^1 7997863, 

E"sine  —  o,oo336 

7,5265433, 

F"sinc3^^  —  0,00291 

7,4633944, 


C'cosy  =  —  0,00240 

7,3799035, 

D"cos5  =  —  0,07550 

8,8779688, 

E"cose  =  0,00239 

7,3780671, 

F*'C0SB5=:  —  0,00002 

5,3029756. 


De  là  on  tire  aisément  les  déterminations  suivantes 

y  =  1800  — 66*»  25' 20", 
d=:i8o«  —  39**  5?/ 10', 
6=  54«36'3o", 
ro=i8o'>4-89»36'io", 

r/  =  0,00600  D"  =  0,09838  E"  =  0,004 12  F"  =  0,00291 

7,7778566,  8,9928923,  7,6152702,  7,4634043; 

et,  multipliant  ces  valeurs  de  C",  D", ...  respectivement  par  celles  de 
•••  trouvées  dans  le  numéro  précédent,  on  aura  celles  de  C^ 


9 ." 


C*^, . . .  comme  il  suit 

C^  rr  -  0,0 1 1 84         D'^  =  0,00639  E*'  -  0,02208 

8,0732389,  7,8o52o39,  8,3439559, 


C''=  0,0081 2 
7,9096516, 


D*^=:  —  0,00755      E"'^:  0,02692 

7,8779141,         8,4300889, 


F'*' =  0,01693 

8,2286010, 

F'^=  0,02369, 
8,3745918, 


C^  =  —  0,001 32  D'=o,ooi54  E' =  —  0,07818  F^  =0,12397 

7,1206374,  7,1878475,  8,8930792,  0,0933011. 

65.  Si  l'on  joint  ces  valeurs  à  celles  de  A",  B",  A'", ...  du  n**  60,  et  à 
celles  de  a,  b  et  de  a,  j3  trouvées  dans  la  théorie  de  Saturne  et  Jupi- 
V.  41 
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ter  (50),  on  connaitra  toutes  les  constantes  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions complètes  des  variables  a?",  y",  a;*',...  (63);  ainsi  Ton  pourra  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  variables  pour  un  temps  quelconque;  et  comme 

^"-X^sinç",    j"=X'^cos9",    x^=}rsin(^'',    7*'-X'"cos<p*',. . ., 

on  aura  par  là  les  excentricités  X",  X'*'^  X"",  X^  des  quatre  Planètes,  Mars, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  ainsi  que  les  longitudes  y",  f",  (p^",  (f  de 
leurs  aphélies,  pour  le  temps  donné. 

Mais  ces  longitudes  sont  supposées  comptées  depuis  le  lieu  de  Téqui- 
noxe  de  1700  regardé  comme  fixe  dans  le  ciel;  de  sorte  que,  pour  avoir 
les  vraies  longitudes  comptées  depuis  Téquinoxe  mobile,  il  faudra  aug- 
menter celles-là  de  la  précession  des  équinoxes,  qui,  à  raison  de  5o"-j 
par  an,  donne  l'angle  5o",  3333  /  à  ajouter  aux  angles  9",  9*^, 

Or 

sin(9"-h  5o",3333  t)  =  sincp"  cos(5o",3333  /)  -h  C0S9"  sin(5o",3333  /), 

et 

cos(9"-4-  5o",3333/)  =  COS9"  cos(5o",3333  /)  —  sin9''  sin(5o",3333  /); 

donc,  en  augmentant  (f**  de  5o",  3333  /,  les  quantités  x"  et  j"  deviendront 

x"  cos(5o",3333  /)  -+-r"  sin(5o",3333  /), 

et 

x"  cos(  5o%  3333  /)  —  :r"  sin(  So",  3333  /); 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'en  substituant  pour  x'\  y"  leurs  expressions  (63), 
il  en  résultera  de  nouveau  des  expressions  semblables,  mais  dans  les- 
quelles tous  les  angles  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  se  trouveront 
aussi  augmentés  du  même  angle  5o",3333^.  D'où  il  s'ensuit  que,  pour 
augmenter  l'angle  (f"  de  l'angle  dû  à  la  précession  des  équinoxes,  ou,  en 
général,  d'un  autre  angle  quelconque,  il  suffira  d'augmenter  en  même 
temps  de  ce  même  angle  tous  ceux  qui  se  trouvent  sous  sinus  et  cosinus 
dans  les  expressions  générales  de  x'\  y";  ce  qui  est  évidemment  une  suite 
de  la  forme  de  ces  expressions;  et  il  en  sera  par  conséquent  de  même 
pour  les  autres  angles  cp"\  9'^, 
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Donc»  en  général,  pour  que  les  longitudes  soient  comptées  depuis  le 
point  mobile  de  l'équinoxe,  suivant  l'usage  ordinaire  des  Astronomes,  il 
n'y  aura  qu'à  augmenter  de  So^.SSSS  les  valeurs  de  tous  les  coefficients 
a,  b,  c...  de  la  variable  /. 

66.  Voici  donc  les  formules  générales  par  lesquelles  on  pourra  déter- 
miner les  excentricités  et  les  aphélies  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et 
de  Mercure,  pour  un  nombre  quelconque  d'années  Juliennes  t  comptées 
depuis  le  commencement  de  1700,  ou  avant  cette  époque,  en  faisant  / 
négatif. 

Soit,  pour  abréger, 

L  =  53^25' 20"—  72",  3238  ^ 
M 1=:  3o"  i6'4o" -f- 53",9i84  ^ 

N  rr:66«25'20"~  7o",o347  /, 
P   rr:39«52'l0"— 67'^8I09^ 

Q  =:-  54°  36'  3o"  -f-  58%  1 390  ^ 
Kr^89°36'io'  ^-56^52I8^ 


on  aura 


Pour  Mars, 


excem.  xsin(long.  aph.)  =  —  0,01748  sinL—  0,01837  sinM-h  0,00600  sinN 

0,09838  sinP  H-  o,oo4i2  sinQ  —  0,00291  sinR, 


excem. X  cos (long,  aph.)  =  4- 0,01748  cosL  — 0,01837  oosM  —  0,00600  oosN 

—  0,09838  cosP  H-  0,004 12  cosQ  —  0,00291  cosR  ; 

Pour  la  Terre. 

excem.  X  sin(  long,  aph.)  =  —  o,oo433  sinL  —  0,01 485  sinM—  0,01184  sinN 

-h  0,00639  sînP  -h  0,02208  sinQ  —  0,01693  sinR, 

^'^cem.x  cos  (long,  aph.)  =  -+-  o,oo433  cosL—  o,oi485  cosM  -h  0,01 184  cosN 

—  0,00639  cosP  -+-  0,02208  cosQ  —  0,01693  cosR; 

41. 


32/^ 
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excenl.  x  sin (  long,  aph.)  = 


Pour  Fénus. 

0,00 1 38  sinL  —  o,oi5o4  sinM  +  0,00812  sinN 
0,00755  sinP  -f-  0,02692  sinQ  —  0,02369  sinR, 


excenl.  xcos( long,  aph.)  =  —  o,ooi38cosL—  o,oi5o4cosM—  0,00812  cosN 

0,00755  cos  P  -h  0,02692  cosQ  —  0,02369  cosR  ; 


Pour  Mercure. 

excenl.  X  sin  (long,  aph.)  =  — 0,00027  sinL— 0,01681  sin  M  — 0,001 32  sin  N 

0,001 54  sinP  —  0,07818  sinQ  --  0,12397  sinR, 


-  excenl.  xcos{ long,  aph.)  =  -f-  0,00027  cosL  —  0,01681  cosM-f-  0,001 32  cosN 

—  0,001 54  cos  P  —  0,07818  cosQ  —  0,12397  cosR. 

Il  est  visible  que  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
formules  relatives  à  chaque  Planète  donnera  la  valeur  de  l'excentricité, 
et  que  le  quotient  des  mêmes  formules  divisées  Tune  par  l'autre  don- 
nera la  tangente  de  la  longitude  de  l'aphélie.  ^ 

Mais,  quoiqu'on  puisse  avoir  de  cette  manière  des  expressions  géné- 
rales et  directes  de  ces  éléments,  il  serait  fort  difficile,  peut-être  même 
impossible,  de  déterminer  exactement  leurs  valeurs  moyennes,  leurs 
maxima  et  minima,  les  périodes  de  leurs  variations,...,  comme  nous 
l'avons  fait  pour  Saturne  et  Jupiter.  Cependant  on  peut,  du  moins  rela- 
tivement aux  excentricités,  fixer  des  limites  au  delà  desquelles  il  sera 
impossible  qu'elles  puissent  croître,  et  ces  limites  sont  données  par  la 
somme  des  coefficients  de  tous  les  sinus  ou  cosinus,  pris  chacun  positi- 
vement, comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  n*^  41. 

Ainsi  nous  aurons,  pour  les  limites  des  excentricités  de  Mars,  de  la 
Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  les  valeurs  suivantes 

0,14726,    0,07641,    0,08271,    0,22208, 

qu'on  voit  être  encore  assez  petites  pour  que  les  orbites  demeurent  tou- 
jours des  ellipses  peu  excentriques.  De  sorte  qu'a  cet  égard  on  peut  pro- 
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noncer  décisivement  que  la  constitution  du  système  solaire  est  inaltérable 
par  le  simple  effet  de  l'attraction  mutuelle  des  six  Planètes  principales. 

Inclinaisons  et  nœuds, 

67.  Venons  enfin  aux  équations  différentielles  du  second  système  (58 j, 
lesquelles  étant,  comme  on  voit,  analogues  à  celles  du  premier,  peuvent 
être  traitées  d'une  manière  semblable.  Ainsi,  puisque  les  variables  s,  u, 
ïy  u'  sont  déjà  connues  (53),  et  contiennent  les  sinus  et  cosinus  des 
angles  a  et  6/  -h  |3,  nous  supposerons  d'abord 

i"  =  A"  sina  H-  B"  sin(6/  -4-  (3)  -4-  C"  sin(c/  -f-  y), 
li"  =  A"cosa-h  B*'  cos(6/-h  (3) -4-  C cos{ct -hy), 
r  =:A'*'sina-f-B*'sin(6/-f-(3)H-  (/' sin(c/-f- y), 
u'"  —  A"' cosa  -f-  B"'  cos(6/  -f-  (3)  -h  C" cos(ct  -h  y), 
s'^  =A»^sina-f-B»^sin(6/-4-(3)  -h  C'^^sinCcZ-f- y  », 
a»'=:A»^cosa-f-B»^cos(6/-4-  (3) -4-C'^cos(c/ -H  y), 
s^  =  A^sina  H-  B*  sin(6/ -f- (3) -f-  C^  sin(c/ -h  y), 
u''  =  A^cosa-f-  B^  008(6/4- (3) -f-  C^  cos(c/-f- y), 

et  nous  aurons,  après  les  substitutions,  ces  trois  systèmes  d'équations  de 
condition 


W 


>) 


(2,o)AH-(2,  I)A—  (2)A"-+-(2,  3)A'"-h  (2,4)A«*-h(2,  5)A^=:o, 

(3,  o)  A -h  (3,  I)  A -f- ^3,  2)  A"  — (3)  A'" -h  (3,  4)  A«»-+- (3,  5)  A'^rrr  o, 
(4,o)A-f-(4,  i)A-4-(4,?')A"-f-i4,3)A"-(4)A-H-(4,5)A-=:o, 
(5,  o)  A  -+-  (5,  I)  A  H-  (5,  2)  A''  -h  (5,  3)  A''' H-  (5,  4)  A'»-  (  5)  A*'  :=  o; 

(2,0)BH-„2,1)B'— [6-h(2)]B"H-(2,3)B"'-4-(2,4)B''-i-(2,5)B*~0, 

(3,o)B-4-(3,i)B'-h(3,2)B'-[6-h(3)jB''H-^3,4)B'^-h;3,5)B^-^o, 
(4,o)B-^-(4,I)B'-^-(4,2)B"^-(4,3)B'"-[6-^-i4)JB'^"^-^4,5)B^r=:o, 

(5,o)B-4-(5,i)B'-f-(5,2)B''-4-(5,3)B'^-+-(5,4)B«*-[6H-(5)jB^=:o; 


.A 


326  THÉORIE  DES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 

-[c+(2)]C"+(a,3)C''-f-(2,4)C"-+-(î,5)C'  =  o, 

(3,  2)  C- [c- -4- (3)]  C-H  (3,4)C"+ (3,  5)C''=o, 
(c)  { 

(4,  2)C"-f- (4,  3)0-- [c-l-(4)]  C"-i- (4,  5)C»=:o, 

(5,2)C''-(-(5,3)C''+(5,4)C"-[c-f-(5)]C^  =  o. 

68.  On  voit  d'abord,  par  rapport  aux  équations  (a),  que,  puisque  les 
coefficients  (2),  (3),...  sont  égaux  chacun  à  la  somme  de  tous  les  autres 

0 

coefficients  de  la  même  équation,  on  satisfera  à  ces  équations  en  faisant 

tous  les  coefficients  égaux.  De  sorte  qu'on  aura  A"  =  A,  A*'^  A, 

Donc ( 53 ) 

A"  =  A^  =  A'^  r^:  A^  =  0,02905 

log  8,4631770. 

Quant  aux  équations  (6),  il  faudra  commencer  par  y  substituer  les 
valeurs  de  b  et  de  B,  B',  trouvées  dans  le  même  numéro,  valeurs  qui 
donnent 

(2,  o)B-f-(2,  i)B'=- o,o852o8,  6  4- (2)  =  —  8,0393, 

(3,  o)B  -4-  (3,  i)B'=  —  0,040727,  6  -+-  (3)  =:  —  10,2989, 

(4,  o)B  -f-  (4,  i)B'  =  —  0,024139,  b  -+-  (4)  =  —  13,9757, 

(5,o)B-+-(5,i)B'  =  — 0,009182,  6-f-(5)  =  — i8,8i53; 

et,  résolvant  ensuite  ces  équations  à  la  manière  ordinaire,  on  trouvera 

B"  —  0,00981  B'''  =  o,oo363 

7,9916247,  7,5597870, 

B'^:=  —  0,00012  B^  =o,ooo33 

6,0920185,  6,5142785. 

69.  Les  équations  (c)  donneront  les  rapports  entre  les  quatre  con- 
stantes C",  C  C,  C;  et,  éliminant  ces  rapports,  on  aura  une  équation 
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déterminée  en  c,  qui,  en  suivant  le  procédé  du  n^  61,  et  faisant,  pour 
abréger, 


./  = 


Bi= 


Ë  = 


F  = 
G  = 


H= 


I  = 


K  = 


L  = 


2,3)x(3,2 

2,4)x(4,2 

2,  5)X(5, 2 
3,4)X(4,3 
3,5)X(5,  3 

4,5)Xi5,4 
2,3)X(3,4 
2,  3)X(3,  5 

2,4)xi4»5 

3,4)X(4»5 


2,  3)X(3,  2 

3,4)x(4,3 
2,4)x(4,3 

3,2)X(4,3 

(2,  3)X(4>2 


X(4»2)-^-l3, 2)xi4, 3)x(2,4), 

X  (  5,  2)  -4-  (3,  2)  X  (5,  3)  X  (2,  5), 
X  ( 5,  2)  H-  { 4,  2)  X  (5,  4)  X  (2,  5), 
X  (5,  3)  -f-  (4,  3)  X  (5,  4)  X  i3,  5), 


X(4,5)Xv5,4) 
X(2,5)X(5,2) 

X(3,5)X{5,2) 

X(5,4)X(2,  5) 

X(5,4)X(3,5\ 


(2,4)Xi4»2)X(3,5)x(5,3) 
(2,3)X(3,4}X(4»5'.Xl5,?.) 
(.3,2)X(2,4)X(4,5)X(5,3)- 
i4,2)X{3,  {)X',5,3   X   2,^! 


sera  (après avoir  changé  c  en  —x)  de  la  même  forme  que  Téquation  vu  jl 
du  numéro  que  nous  venons  de  citer,  et  pourra  par  conséquent  être  trai- 
tée de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  formules. 

Commençons  par  chercher  les  valeurs  numériques  des  quantités  A, 
B,...;  nous  trouvons  les  suivantes 


.^  —  0,76743 
9,885o655, 

B  =  0,10016 
9,ooo6856, 

C  -=^  0,00072 
6,8571039, 


1,6980937, 

E  ^-  o,o8485 
8,9286335, 

0,2484002, 
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G  =  3,91699  K  =  5,47766 

0,59296249  0,7885692, 

/^=r  0,01369  Z  =0,712306 

8, 1 364340,  9,8526666. 

/   =  0,02260 

8,354 i25o, 

Faisons  ensuite,  comme  dans  le  n^  62, 

a:  =j^ -h  12,7933, 

et  calculons  les  valeurs  des  coefficients  P,  Q,  R  de  la  transformée  en  y 
d'après  les  mêmes  expressions  données  dans  le  n®  61 ,  en  conservant  les 
valeurs  des  quantités  [2J,  [3],  [4]»  [5]  (62),  mais  en  employant  pour 
celles  de  /l,  £,  C,...  les  précédentes.  Nous  aurons  ainsi 

P  =  - 85,8669,     Q  =  -.  14,6457,     R  =  i486,558i; 

et  de  là  nous  trouverons  cette  réduite  en  z 


dans  laquelle 


Faisant  donc 


et,  comparant  avec 


il  viendra 


z* —  3mz'-f-  nz  — />  =  0, 

mzrr ^  =:  37,3 II 3, 

n  =P»-4Ri=  1426,8896, 

p=Q»=:  214,4984. 
z  =:  m(u-+'  l), 

a'  —  3r^u  —  2r*cos9  =  o. 


r' =0,8552,     el     r»  0059  =  0,78336; 
ce  qui  donne 


r=  0,9248,     9  =  7°54',     I  =  2"  38'. 
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Donc,  puisque  les  trois  racines  ou  valeurs  de  u  sont  représentées  par 


2rcos~9 


—  2  r  cos  (  6o*>  •+-?)'     —  2  r  cos  (  6o®  —  î  j 


elles  deviendront 

1,8476,     —  o,85o3,     — 0,9973; 

et  de  là  on  aura  ces  trois  valeurs  de  z 

z'=i63,i99,-    2"  — 8,58i,    .y"=:o,i546. 

Or  Q  ékint  négatif,  il  faudra  prendre  les  racines  carrées  de  ces  valeurs 
positivement,  en  sorte  qu'oti  aura 

^=12,775,     v^2'=:  2,929,     ^z"'  =  o,Iq3; 

faisant  ces  substitutions  dans  les  expressions  générales  des  racines  ou 
valeurs  de  y  (01),  il  viendra  enfin  celles-ci 

8,048,    4*726,    —5,119,     —7,655, 

■ 

qui  ne  sont,  à  proprement  parler,  exactes  (ju'à  la  troisième  décimale 
près. 

Mais  il  est  facile  par  leur  moyen  de  pousser  l'approximation  aussi  loin 
qu'on  veut,  en  opérant  directement  sur  l'équation 

m 

X*  H-  P  j'/^  Qx  -+-  R  =  o, 

selon  les  méthodes  connues.  J'ai  trouvé  ainsi   les  valeurs  suivantes    * 
exactes  jusqu'à  la  quatrième  décimale  inclusivement 

jzn  8,0447,     4»7^ï9'     —5,  II 32,     —7,6534; 

et  de  là,  en  ajoutant  12,7933,  j'ai  eu  ces  valeurs  ou  racines  de  x 

j7  =  20,8380,  •  i7,5i52,     7,6801,     5,1399. 

m 

En  prenant  ces  valeurs  négativement,  on  aura  donc  celles  de  la  con- 
stante c,  laquelle  multiplie  la  variable*/  sous  les  signes  de  sinus  et  co- 
V.  '^  42 


t 
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sinus;  de  sorte  que  ces  valeurs  pourront  fournir  autant  de  diflerents  sinus 
et. cosinus  dans  les  expressions  des  varrâbles  ^,  ù!\  ^'%...,  mais  aucun* 
are  de  cercle. 

On  peut,  au  reste,  faire  ici  sur  la  réattté  et  sur  rinégalité  de  ces  ra-  . 
cines,  et  par  conséquent  sur  l'exclusion  des  arcs  de  cercle  dans  les  va-; . 
riables  du  Pfoblëme,  des  remarques  analogues^ à  celles  du  n^  62,  auquel 
nous  renvoyons.  '      .  -  •  "      .' 


.  70.  Faisant  done,.à.rimitâtion  du  0*"  ôS* 


it 


on  aura  ces  expressions  compl'ètes  des  variables  $"\  u!\  A... 


'  sT  =Asina-f-B''sin(6/-i^3).-f-C"^(cr-Vy)H-lJ''sin(rf/-hd)  ^ 

-h  E"  sin  (  «/ ^  t  ) -h  F'' sin  (// H- cj>, 

.1.  '•  * 

'  a''  =  Acosa-4-  B"  cos(6/-4^  j^)  -^  Ccoslc/H-  y)  -i-  D"  cos(rf/  -4^  â) 

H-E"C0S(e/H-'0  ■+-  F'^COlCyïUi^Bj),  ' 

•  -^  =  A  sinaH-  B^^in(6/  -f-  g)  h-  C^sin(cA4-  y)  -t-  D*%in(rf/  -h  a  ) 

'     -h  E'"  sin  (  e/  -h  e  )  -h  F'^  sin  (/if  -h  ©),> 

m'^  =  A  cosaH-'fi^cos(6^-f-  (I*)  H-  C*cos(c/-+-  y)  h-  D'^coslrf/  -+-  à) 

'        *  H-E'"cos(e/-he)  VF*'(;os(/ï-hGi), 

57  =  Asina-hB'^'sin(6(-f-(5)4-C'*siri(<?H-yJ-hD'^sin(^^H-a) 

.  '  -h«"  sia(e/ -4-' e):J-F'^sinC/t -+-©;, 

^  * 

M'*=  Acosa  H- B';cos(6/-f- (3)  i<- C''cps(c/ -f- y  ) -4- D»*  C9S(rf< H- (5) 

•*   '-f-E''cos(e/^e)-f-F»''cos(/if-f-cj), 

ni 

i»  =Asina-tB^sin(6/H-(3)-f-C\sin(c/-hy)H-D^§in(J^-4-3) 

H-  E'  sihte/  H-  e  )  .4-  F"  sin(//  M-  gtj,    • 

*  '#'■* 

M'  =A6os«-hB^cos(6/H-  ^)  4-C^cos(c/-f-'y)-f-*  D^cos(rf/ -f- d) 

*  -4-  E^  cos(e/H-  e  )  -h  F^  cos(/f-f-  ©), 


i'     «• 


«' 
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dont  la  substitution  dans  les  équations  du  second  système  (58)  donnera, 
outre  les  équations  (a)»  (6),  (c)  trouvées  plus  haut  (67),  encore  les  trois 
V  suivantessemblables  aux  équations  (c) 


*  •    H      ' 


*    # 


.  •((/)• 


1 


(e) 


(/). 


-(</ -f- (2)]t)"+ (2,  3)ir-i- (5-.,''4jD"  +  (2,  5)D'  =  o, 
.    (3,2)0'- frf-H(3)TD*-4-(3,4)D"  +  (3,5)D''  =  o, 

'     4,2)0" -f-(4,3)ir-[dH-(4)]D"4-(4,îOD'  =  o. 

45»a)D''  +  ;5,  3)D'  +  (5,4)0"-[«/-i-(5)]D'  =  o; 

—  [e-f-(2;jE"-h(2,  3)E'''-*-(2,4^E»'^-4-(2,5)E^=o, 
(3,  2)E"-[e^(3)]E^-h(3,4)E'^-h(3,5)E^=o, 
(4,  2  E'-4-(4,3)F'-  [^-+-f^)]E-H-(4,5)E-=^o, 
^5,  2)E''-+-^5,  3)E^-h;5,4)E'^-{eH-.5j]E^=:Q; 

;-[/H-(2)]p4-(2,  3jF"-h(2,4)F':-h(2,5)F'  =  o, 

•(3,  2)F"^[/-t-(3)]F-+(3.4)F"-»-(3,5)F'  =  o. 

(4,  ?.)F"+(4.3)F--[/H-(4)]F--H(4,5)F'^  =  o, 

(5,  2)F''+(5,  3)F--(-(5,4)F-''-[/.+  K;)]F''  =  o. 


Ainsi  les  équations  finales  en  d,  e,/,  qu'on  en  déduira,  seront  iden- 

« 

tiques  avec  Téquation  en  c  déjà  trouvée,  et  auront  par  conséquent  lieu 
en  même  temps  que  celle-ci,  puisque  les  valeurs  de  c,  rf,  e,/efa  sont  les 
racines.  De  sorte  qu'il  ne  restera  qu'à  déterminer  les  valeurs  des  neuf 

ÇM/      Çiv       Qr"     J)W 

inconnues  t^>  -^»  ^^  ïr '*"  ^^  moyen  des  équations  (c),  (rf),  [e),  (/); 


•  * 


et,  comme  cette  détermination  ne  demande  que  trois  équations  de  chaque 
système,  on -aéra  le  maître  de  choisir  et  d'employer  celles /]ui  pourront 
donner  une  plus  grande  exactitude.  ^ 

Voici  les  valeurs  que  j'ai  trouvées  et  qui  sont  exactes  jusqu'à  la  qua- 

4^. 
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trième  décimale  inclusivement 


> 


Cf  C'^  c* 

^  =  -2,5693  _  =  i,863i       '  ^=  —  0,3993 

0,4098080,  ■    0,2702292,  g,6oi32oo, 


d"  • 


gF  =  o»o383        _~  — 0,0698      —  ==:o,o2o5 

8,583584i,  8,8440047,       8,3107647,   \- 

E*'  E*^  E"" 

gj^=4,II27  ^  =  4,4481  g^  =  —  î%4,2205  ^ 

o,6i4i3i2,         0,6481736,  i,384i83i, 

p;7=  4,5591  p^  =  5,9063  jpv7  =  i7»7634 

* 

o,65888oo,  o,77i3i4o,  i, 2495253. 

71.  A  l'égard  des  huit  constantes  C",  D'',  E",  F",  7,  î,  g,  cr,  qui  sont 
encore  arbitraires,  elles  sont  dues  à  l'intégration;  et  il  faudra  les  déter- 
miner par  les  valeurs  données  des  variables  pour  l'époque  de  1700,  dans 
laquelle  nous  supposons  t  =  o. 

Or  nous  trouvons  d'abord,  en  employant  les  valeurs  connues  de  A,  a, 
^(53)etdeB\B",  B^!,B^(68), 

A  sina  +  B"  sin^  =  0,03624,  A  cosa  -h  B"  cos^  =  —  o,oi252, 

Asina-f-  B**  sin(3=:  o,o3i2o,  A  cosa  -f-  B"cos(3=  —  0,00895, 

Asina  -h  B'^^sinjâ^:  0,02813,  A  cosa  -f-  B'^^cosP^r:  —  0,00678, 

A  sina  -f-  B""  sin(3  =  o,o285o,  A  cosa  -h  B''  cos(3  =  —  0,00704; 

retranchant  donc  respectivement  les  valeurs  de  sf'y  u'\  s'^,.. .  du  n**  58, 
nous  aurons  ces  huit  équations 

Csinv  -f-  D'sin^  -h  E'sine  -h  F^sino  -+-  0,01246  =  o, 
—  ajSegBCsiny-ho^oSSSD'sin^-i-  4,ii27E*sin«-i-  4,559iF''siiiw-+-o,o3iao=r  o,  . 
1 ,863i  Csiny  — 0,0698 D''sin^  -+-  4,4481  Eteins  -+-  5,9068 F^sina  -h  0,02878  =  o, 
—  0,3993  C'siny-f- 0,02050"  sin*?-—  24,22o5E''3in£-h  17,7634  F"  sincr  —  0,05769  =  o; 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


333 


C  CO87  -hD*cos^-hE''co8î-»-F''costy  —  o,o34  37  =  o, 
—  2,5693^0)87  -♦-  o,o383D*co9^  -h  4)1  i27E''cosf  ■+■  4 ,5591  F*cosw  —  0,00895 
i,863iC'cos7  — 0,0698 D'co8^-+-4,448iE''cosi -h  5,9063 F" cosa  --o,o23i4 
-0,39930*0087 -h  o,oîM)5D''cos^ —  a4,2ao5E*cose -+- 17,7634  F*  cosc  —  0,09422 


o: 


(1*011  l'on  tire 


Csiny  =  0,01 25i 

8,0973614» 

D^sin^  =  —  0,02526 

8,4024162, 

E"sing  =  —  0,00189 

7,1412930, 

F'' sinGj=  0,00167 

7,2227479, 


Cfcosy  =^0,00273 

7,4353346, 

D'cosd— 0,02848 

8,4545400, 

E"cos€  =  —  0,00092 

6,9615682, 

F"  ces  Gj  —  0,00409 

7,61  ii36i, 


et  de  là 


y  =  77°43'o% 
^=36o°-4I«>34'Io^ 

err:   180O  H-  56»  3l  '  5o", 
BJ=:  22°  1 4' 20", 


o,oo44i 


€''=0,01281  D"-^r:o,o38o7  E'^^r  0,00166  F" 

8,1074203,  8,58o5533,  7,2200506,     •  7,64470^4  î 

enfin,  multipliant  ces  dernières  valeurs  respectivement  par  celles  du 
n^  70,  on  aura 


C   —  0,03290    D"   0,00146 

E*'  =  o,oo683 

F**=:  0,02012 

■'.^..  '  .   8,51,2283,     7.'64«374. 

7,8341818, 

8^3035884, 

V'c«'^i=o;o2386    \y^z=     0,00266 

E*^~  0,00738 

F  '"     0,0260b 

8,3776495,       7,4245580, 

7,8682242, 

8,4160224, 

C^  =  —  o,oo5i  I         D^  =  0,00078  E*  =  —  o,o4o2o  F*  =  0,07839 

7,7087403,  6,8913180,  8,6042337,  8,8942337. 


\ 
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72/  Les  déterminations  précédentes,  jointes  à  celles  de  A,  a..  |3  du 
n*^  53,  et  de  B",  B'",...  du  n^'ôS,  fixent  les  valeurs  de  toutes  les  constantes 
qui  entrent  dans  les  expressions  complètes  des  variables  5",  u'\  s"\...  (70): 
de  sorte  qu'on  pourra  calculer  les  valeurs  particulières  de  ces  variables 
pour  un  temps  donné,  et  connaître  par  là  la  position  instantanée  des  or- 
bites  de  Mars,  dé  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  par  rapport  au  plan 
dp  l'écliptique  de  1700  sup{iosé  fixe;  car  on  a  *        " 


où  5",  S"\ . . .  si)nt  les  tangentes  des  inclinaisons,  et  w",  w'", ...  les  longi-   * 
tudes  des  nœuds  ascendants. 

Mais  ces  longitudes  sont  comptées  aussi  depuis  Téquinoxe  de  l'joii'^t 
et  par  conséquent  elles  doivent  être   augmentées   toutes  de   l'angle 
5o",3333/,  dû  à  la  précession  des  équinoxes,  pour  être  rapportées  au 
vrai  point  de  l'équinoxe;  or  on  prouve  aisément  par  un  raisonnement 
semblable  à  celui  du  n*^  65,  qu'il  suffit  pour  cela  d'augmenter  de  ce  mêhie*  . 
angle  tous  ceux  qui  se  trouventsous  les  signes  de  sinus  et^cosinus  dans   . 
les  expressions  de  s",  u!\  s'\  u'\ j  .        .  ' 

^  ■ 

73.  Voici  do^  les  formules  générales  pour  les  inclinaisons  et  Iqs, 
nœuds  des  orbites  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de^  Mercure,  rappor- 
tées  au  plan  fixe  de  l'écliptique  de  1700,  t  étant  le  nombre  des  années 
Juliennes  écouléfts  depuis  celte  époque,  ou  qui  la  précèdent  si  t  est 
négatif.    '  .  •  ■ 

.  Soit  . 


m=  54^44'  20';  —  24'\  7577  /, 
71  =  77» 43'  o'/ H- 29", 4953  ^ 
p  ==4io34'vid''-32",8i8if, 
q  =:56«3i'5o'.|-42",6532/, 
r  =  22«  i4'2o"  -f-  45",  1934  /, 
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M 

on  aura 

Pour  Mars. 

iang[(incL)  xsin(long.  nœud)  =  4-0,02905  sin/i  0,00981  sinm  +  o,oi2Hisin/f 

—  o,o38o7sin/?  — 0,00166  sin</  -h  0,0044»  sinr, 

tang(incL}  X  cos (long,  nœud)  1=  —0,02905^008/  — 0,00981  cosm-ho,oi2t5ïcos/t 

-h o,o38o7  cos/?— 0,00166  cos^ -4-0,0044' <'osr; 

Pour  la  Terre. 

iang(incl .)  x  sin ( long,  nœud)  —  -+-  0,0290.5  sin  /  -h  o,oo363  sin m—  o,o32oo  sin  n 

-      -'      '  —  0,00146 sin/>-^o,oo683 sin ^  -4-0,0201 2 sin/-, 

•       •  • 

tang(incL)  X  cos(loiIg.  nœud)'=  —  0,02905005/  — o,oo3(î3cos m— 0,03290  00s  w  ' 

0,001 46  cos/? — o,oo683cos^  -♦- 0,020 12  ces /•; 


*  t 


Pour  f^énus, 

ung  incl.)  X  sin  (long,  nœud)  —  h- 0,02905  sin/  —0,00012  sinmH-o,o2386sin/i 

-+-o,ooa66sin/>  — 0,00738  sin ^  4- 0,02606  sin /•, 

uing(încL)  x  cos(long.  nœud)  =  —  0,02905  cos/  4-  0,00012  cos  m  4-  o,o2386cos« 

—  0,00266  cos/>— 0,00738008^  4-0^2606  cos  r; 

Pour  Mercure, 

.  •  iang(infl.)X  sin  (long,  nœud)  =  4-0,02905  sin/  4-  o,ooo33sinm—  o,oo5iisin/i 

—  0,00078  sin/?—  0,02606  sin  y  4-  0,07839  sin  r, 

tangvincl.)  xcosdon^  nœud)  =  —  o,o29o5cos/  — o,ooo33cosm— o,oo5ii  cosw 

4-  0,00078  cosp —  0,026^  cos  g  4-  0,07839  cos  #•. 


'h 


*  Quoique  ces  formules  ne  donnent  pas  immédiatement  les  inclinaisons 
et  les  nœuds  des  Planètes,  il  n'en  est  pas  moins  facile  de  déte|*miner  la 
valeur  de  ces  éléments  pour  un  temps  donné;  car  on  voit  que  la  racine  de 
la  somme  des  carrés  des  deux  formules  relatives  à  chaque  Planète  don- 
nera  la  tangente  de  son  inclinaison,  et  que  le  quotient  des  mêmes  for- 
mules, divisées  la  première  par  la  seconde,  donnera  celle  de  la  longitude 
du  nœud.  Mais  il  n'est  pas  aisé  de  déterminer,  en  général,  la  marche 


.^ 


4 

V 
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« 

des  variations  de  ces  éléments,  ni  par  conséquent  d'en  fixer  les  valeurs 
moyennes,  les  maxima  et  minima,  les  périodes,  etc.,  comme  on  Ta  fait 
pour  Saturne  et  Jupiter.  Ces  formules  étant  semblables  à  celles  des  excen- 
tricités et  des  aphélies  sont  sujettes  à  cet  égard  aux  mêmes  difficultés; 
mais  de  même  qu'on  a  trouvé  des  limites  pour  les  excentricités,  on  en 
peut  trouver  aussi  pour  les  inclinaisons,  en  prenant  simplement  la 
somme  de  tous  les  coefficients  des  sinus  ou  cosinus  sans  égard  aux  signes. 
De  cette  manière  on  trouvera  pour  les  limites  des  tangentes  des  incli- 
naisons de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  les  liombres  sui- 
vants 

0,09581,    0,09399,    0,08914,    0,13972, 

« 

auxquels  répondent  les  angles 

5^29',     5»  23',     506',     7«58'.' 

Ainsi  l'on  est  assuré  que  les  orbites  de  ces  Planètes,  quelque  variation  * 
qu'elles  puissent  éprouver  dans  leur  position,  ne  peuvent  s'écarter  du 
plan  de  l'écliptique  de  1700  que  par  des  angles  d'inclinaison  moindres 
que  ceux  que  nous  venons  de  trouver;  et  comme  le  plus  grand  de  ces 
angles  est  au-dessous  de  8  degrés,  largeur  ordinaire  du  zodiaque,  il  s'en- 
suit que  les  Planètes  dont  il  s'agit  doivent  demeurer  éternellement  ren- 
fermées dans  cette  enceinte,  et  que  par  conséquent  la  constitution 'du 
système  solaire  est  à  cet  égard  aussi  inaltérable  qu'à^îelui  de  la  forme 
des  orbites. 

On  voit  aussi  par  là  que  l'obliquité  de  l'écliptique  ne  pourra  jamais 
différer,  de  celle  qui  avait  lieu  en  1 700,  que  d'un  angle  moindre  que  5**a3'î 
car  en  considérant  le  triangle  spbérique  formé  par  l'équateur,  par  l'é- 
cliptique.fixe  de  1 700  et  par  Técliptique  mobile  d'une  autre  époque  quel- 
conque, il  est  aisé  de  démontrer  par  les  formules  connues  que  l'angle  de 
cette  écliptique  mobile  avec  l'équateur,  ou  son  obliquité,  aura  pour 
maximum  et  minimum  la  somme  et  la  différence  de  l'angle  de  l'éclip- 
tique fixe  avec  l'équateur  ou  de  l'obliquité  de  1700,  et  de  l'angle  de  l'é- 
cliptique mobile  avec  la  même  écliptique  fixe,  angle  que  nous  avons  vu 
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devoir  toujours  être  au-dessous  de  5"^  23';  de  sorte  que  cet  angle  sera  en 
même  temps  la  limite  des  variations  de  Fobliquité  de  Técliptique  par 
rapport  à  l'obliquité  qui  avait  lieu  en  1700. 

74.  Les  inclinaisons  et  les  nœuds,  qui  résultent  des  formules  précé- 
dentes» répondent  aux  inclinaisons  et  aux  nœuds  que  nous  avons  appelés 
moyensy  et  dont  nous  avons  déterminé  les  variations  annuelles  dans  le 
n**  29.  Pour  avoir  les  inclinaisons  et  les  nœuds  vrais  suivant  la  dénomi- 
nation du  même  numéro,  il  faut  rapporter  les  orbites  des  Planètes  à  l'or- 
bite mobile  de  la  Terre;  ce  qui  est  facile  d'après  ce  que  nous  avons  dé- 
montré dans  le  n®  18.  Car  il  ne  faut  que  prendre,  pour  les  valeurs  des 
quantités  tang(incl.)xsin(long.nœud)  et  tang(incl.)xcos(long.nœud), 
les  différences  des  valeurs  données  par  les  formules  précédentes  et  de 
celles  qui  appartiennent  à  la  Terre.  Et  de  même  on  aura  les  inclinaisons 
et  les  nœuds  vrais  de  Saturne  et  Jupiter  en  retranchant  ces  dernières  va- 
leurs de  celles  de  s,  m,  s\  u'  trouvées  plus  haut  (53),  après  y  avoir  aug- 
menté tous  les  angles  sous  les  sinus  et  cosinus,  de  l'angle  5o",3333/  du 
a  la  précession  des  équinoxes. 

On  aura  de  cette  manière  les  formules  suivantes  relatives  à  l'écliptique 
vraie  et  mobile. 

Pour  Saturne, 

tang(incl.)  X  sin(  long. nœud)  =:-f-  0,0 1 1 74  sinm-f- 0,08290  sin/i -1-0,001 46  sin/; 

-f-  o,oo683  sin  q  —  0,020 1 2  sin  r, 

tangiincl.)  X  cos;  long,  nœud  )  =  —  0,01 1 74  cos/nn-  0,08290  cosn  —  0,00146  cos/> 

o,oo683  cos^  —  0,02012  cosr; 


Pour  Jupiter. 

tangiincl.)  x  sini  long,  nœud;  =  —  o,oioa4  sin m-4- 0,08290  sin/i-f- 0,00146  siii/^ 

o,oo683sin^  —  0,02012  sin  r, 


iang(incl.;  X cos( long,  nœud j  ^  -+-o,oio24cosm-i-o,o329ocosw— -0,00146 cos/; 

-f-o,oo683  cosj  —  0,02012  cos/'; 

V.  43 
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Pour  Mars, 

tang(incl.)Xsin(long.nœud)  =  +  o,oo6i8sinm+ 0,04571  sin/i  — o,o366i  sXup 

-h  o,oo5i7  sin^  —  0,01571  sinr, 

iang(incl.)Xcos(long.nœud)  =  — o,oo6i8cosm-i-o,o457i  cosn-t-o,o366i  cosp 

o,oo5i7cosg  —0,01571  cosr; 


Pour  Vénus, 

tang(incl.)X  sin(lonç.nœud)  =  —  o,oo375sin/ii-+- 0,05676 sin/n- 0,00412  sin/; 

—  o,ooo56  sin^  -f-  0,00595  sin  r, 

tang(incl.)Xcos(long.nœud)  = -f- 0,00875  cosm-f- 0,05676008/»  — 0,004 12  ces/; 

—  o,ooo56cos^  -f- 0,00595  cosr; 

Pour  Mercure, 

tang(incl.)X  sin  (long. nœud)  =  —  o,oo33osînm-4-  0,02779  sm/i-+- 0,00068  sin/; 

—  0,01924 sin ^  -f-  0,05827  sinr, 

tang(incl.)X  cos( long. nœud)  =  4-o,oo33o cosm-t- 0,02779005/1  —  0,00068 cos/i 

—  0,01924005^  -t- 0,05827  cosr. 

Déplacement  de  VécUptique,^ 

75.  Gamme  les  formules  du  n^  73  donnent  la  position  que  l'écliptique 
doit  avoir  dans  un  instant  quelconque  par  rapport  à  Técliptique  fixe 
de  1700,  rien  n'est  plus  facile  que  d'en  déduire  sa  position  sur  l'équa- 
teur;  mais,  vu  la  petitesse  des  variations  de  cette  position,  on  peut  les 
exprimer  directement  par  des  formules  générales,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  voir  dans  le  n*'  19,  où  nous  avons  trouvé  que  l'accroissement 
de  l'obliquité  est  représenté  par 

a^cos5o%3333 1  -  5'''sîn5o%  3333  /, 
et  que  le  mouvement  des  points  équinoxiaux  en  longitude  l'est  par 

5'''cos5o% 3333  /-f-  M"'sin5o% 3333  t 


tangl 


î 
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en  nommant  I  Tobliquité  de  1700,  qui  était  de  23^29'  à  très-peu  près; 
et  il  est  clair  par  ce  que  nous  avons  observé  dans  le  n^  72,  que  ces  deux 

quantités  se  réduisent  à  tt*' et  -- — y  en  augmentant  de  5o",3333^  tous 

les  angles  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  de  u"' 

Ainsi,  en  employant  les  formules  du  n**  73  relatives  a  la  Terre,  on  aura 

variation  de  Tobliquité  =  tang(incl.)  X  cos( long. nœud), 

.      ,     .  ,  tang(incl.)X  sin( long. nœud) 

mouv.  des  equm.  en  long.  =  — ^^^^ tt- — 1 — ^^ ' 

^  "  tang.obliq.de  1700 

oii  il  faudra  réduire  les  coeflicients  numériques  en  angles,  en  les  multi- 
pliant par  l'arc  égal  au  rayon. 

Voici  ces  formules  réduites  en  secondes,  et  présentées  de  manière  que 
les  parties  constantes  des  angles  se  trouvent  en  coefficients,  ce  qui  est 
plus.rommode  à  quelques  égards. 

Diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique. 


i4i4"  cos(5o", 33330  -1-  5823"  s 
-^  432"cos(24'',7577  0-+-  611"  s 
H-    i444"  cos(29",49530  —  663i"  s 

-  225"cos(32",8i8i0—    200"  s 
-K     776"  cos(  42",  6532  0  -  1 174''  s 

-  384i''cos(45",i934o-+-i57i"s 


n(5o",3333/) 

n(24^7577  0 

n(29",49530 

n(32%8i8iO 
n(42%6532/) 

n(45",  19340. 


Mouvement  des  équinoxes  en  longitude, 

i34o4"  cos(5o",33330  -  3253"  sin(5o",33330 

1407"  cos(24",  7577  0  —  99^"  sin  ;24",  7577  /; 

i5263"  cos(  29",  49530  —  3324"  sin(29%4953/) 

460"  cos(32%8i8i  0  -+-  5i8"  sin(32",8i8i  /) 

27o3''cos(  42",  6532  0  —  1787"  sin(  42",  6532  0 

36i5"  cos(45",  1934/)  -f.  8841"  sin(45",'i934/). 

43. 
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La  quantité  t  exprime  toujours  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'an- 
nées Juliennes  écoulées  depuis  le  commencement  de  1700,  ou  qui  ont 
précédé  cette  époque  en  faisant  /  négatif.  Ainsi,  comme  les  formules 
précédentes  sont  nulles  pour  ^  =  0,  elles  donnent  immédiatement  les 
corrections  à  faire  à  Tobliquité,  et  au  lieu  des  équinoxes  de  1700  pour 
avoir  la  valeur  de  ces  éléments  dans  une  autre  époque  quelconque  éloi- 
gnée de  /  années. 

76.  Ce  mouvement  des  équinoxes  produit  par  le  déplacement  de  Té- 
cliptique  doit  donc  se  retrancher  du  mouvement  de  précession  dû  à  la 
rétrogradation  de  Téquateur;  et  leur  différence  formera  la  précession 
totale,  qui,  d'après  les  observations  de  Copernic  et  de  Tycho-Brahé,  est 
évaluée  à  5o"-i^  par  an.  Or  la  formule  précédente  donne  (en  y  faisant 
/  =  1),  pour  le  commencement  du  siècle,  le  mouvement  annuel  des  équi- 
noxes de  o",26i,  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  du  n*^  29,  en  y  sup- 
posant fjL,  fji',...  nuls;  ainsi  la  précession  due  au  seul  mouvement  de  l'é- 
quateur  sera  de  5o",594  par  an,  et,  pour  avoir  la  précession  totale  pour 
un  temps  quelconque,  il  faudra  retrancher  de  la  quantité  5o",594/ 
celle  qui  résulte  du  mouvement  des  équinoxes.  Mais,  comme  la  quantité 
o",26i  est  plus  petite  que  l'incertitude  qui  reste  encore  sur  le  mouve- 
ment annuel  des  équinoxes  déduit  des  observations,  on  peut  la  négliger 
entièrement,  et  prendre  simplement  5o"|  pour  la  rétrogradation  annuelle 
et  uniforme  de  l'équateur,  suivant  l'usage  ordinaire. 

Ainsi,  pour  réduire  les  longitudes  du  Soleil  et  des  autres  Planètes  au 
vrai  point  de  l'équinoxe,  il  suffira  de  les  corriger  par  la  formule  que  nous 
venons  de  trouver  pour  le  mouvement  de  l'équinoxe  en  longitude,  en 
retranchant  ce  mouvement  des  longitudes  calculées  à  l'ordinaire,  mais 
en  ayant  égard  à  la  variation  des  éléments. 

Quant  aux  étoiles  fixes,  il  faudra  de  plus,  pour  les  rapporter  à  la  vraie 
écliptique,  tenir  compte  de  l'effet  de  son  déplacement  relativement  aux 
étoiles;  et  nous  avons  donné,  dans  le  n*^  19,  les  formules  pour  calculer 
cet  effet,  dans  lesquelles  il  n'y  aura  qu'à  mettre  pour  yj  le  mouvement 
des  équinoxes,  et  pour  —  i  la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique. 
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On  aura  donc  les  corrections  suivantes  à  faire  aux  longitudes  et  aux 
latitudes  calculées  par  rapport  à  Técliptique  de  1700. 

Augmentation  de  la  latitude  boréale, 
mouvem.  deséquin.XcosIong.xtangobliq.  de  1700  +  dimin.  obliq.xsinlong. 

Diminution  de  la  longitude, 

mouvem.  des  équin.  X  (i  — ■  sinlong.  x  langlat.  x  langobliq.  1700) 

-h  dimin.  obliq.  x  coslong.  x  tanglal.  ^*^^ 

77.  Comme  l'année  tropique  commence  exactement  dans  l'instant  que 
le  Soleil  traverse  le  plan  de  l'équateur,  il  est  clair  que  le  mouvement  des 
équinoxes  en  longitude,  que  nous  avons  déterminé  ci-dessus,  doit  influer 
aussi  sur  le  commencement  de  l'année,  ainsi  que  sur  sa  durée,  à  raison 
des  inégalités  de  ce  mouvement;  et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  mouvement, 
réduit  en  temps  en  raison  du  mouvement  du  Soleil,  donnera  la  quantité 
dont  le  commencement  de  l'année  sera  retardé;  ensuite,  la  différence  de 
cette  quantité  d'une  année  à  l'autre  exprimera  la  variation  de  la  durée 
de  l'année. 

Pour  avoir  donc  l'expression  générale  de  la  variation  de  Tannée,  on 
différentiera  la  formule  donnée  ci-dessus  pour  le  mouvement  des  équi- 
noxes, en  faisant  varier  t  et  supposant  dt  =  i;  mais  il  faudra  auparavant 
réduire  de  nouveau  les  coefficients  des  sinus  et  cosinus  en  parties  du 
rayon,  parce  que  la  variable  /  se  trouve  elle-même  multipliée  par  des 
angles,  lesquels  deviennent  coefficients  par  la  différentiation;  ensuite  il 
faudra  réduire  les  secondes  de  degré  en  secondes  de  temps,  en  les  multi- 
pliant par  le  rapport  de  24^  ou  86400*  au  mouvement  journalier  moyen 
du  Soleil,  qui  est  de  59'8",3;  ce  qui  donne  le  nombre  24,3497  pour  le 
rapport  dont  il  s'agit.  Il  faudrait,  à  la  rigueur,  prendre,  au  lieu  du  mou- 
vement journalier  moyen,  le  mouvement  vrai  au  temps  de  Téquinoxe, 
lequel  dans  ce  siècle  est  plus  grand  d'environ  3";  mais,  comme  cette  dif- 
férence est  variable  à  raison  du  mouvement  de  l'apogée  du  Soleil,  nous 
préférons  de  la  négliger,  d'autant  plus  que  sa  plus  grande  valeur  n'étant 
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que  de  20",  il  n'en  résulterait  pas  une  seconde  de  différence  dans  les 
coefficients  de  la  formule  générale.  Il  serait,  au  reste,  très-facile  <i*y 
avoir  égard  si  on  le  jugeait  nécessaire.  Il  faudrait  aussi,  pour  plus  d'exac- 
titude, comme  /  est  exprimé  eti  nombres  d^amiées  Juliennes,  faire  dt  égal 
au  rapport  de  l'année  tropique  de  365^5** 48" 4 5'  à  l'année  Julienne  de 
36516**;  mais,  outre  que  l'année  tropique  est  variable,  il  ne  pourrait 
jamais  résulter  de  là  que  des  corrections  tout  à  fait  insensibles.  On  aura 
ainsi  la  formule  suivante 


Diminution  de  l'année. 

i9S33i  cos(5o", 3333/)  -4-79% 641  s 
2% 907  008(24", 7577/)-*-  4Si>2S 

ii%573cos(29",4953/)— 53*,i44s 
2^oo8cos(32^8I8I/)—  iS78is 
8*,999COs(42",6532  0  —  i3%6i2S 

47%  166  cos(45'',  1934/)  -h  19*, 286  s 


n(5o",  33330 
n(24",7577/) 
n(  29",  4953/) 
n(32",8i8i0 
n(42^6532/) 

n(45%  19340. 


La  valeur  de  cette  formule  étant  retranchée  de  la  longueur  moyenne 
de  l'année,  on  aura  la  longueur  vraie,  donnée  par  l'observation.  Or,  en 
faisant  /  =  o,  ce  qui  répond  à  1700,  la  formule  donne  —  6%  364;  ainsi 
6%  364,  ajoutées  a  l'année  moyenne,  donneront  la  longueur  de  l'année 
1 700,  et  réciproquement  si  on  les  retranche  de  celle-ci  on  aura  celle-là. 

D'où  je  conclus  qu'en  ajoutant  6% 364  à  la  formule  précédente,  on 
aura  la  quantité  dont  l'année  tropique  doit  diminuer  dans  l'espace  de 
/  années  Juliennes  comptées  depuis  1700  en  prenant  /  positif,  ou  avant 
cette  époque  en  faisant  t  négatif,  c'est-à-dire  la  quantité  qu'on  doit  re- 
trancher de  la  longueur  de  l'année  1700  pour  avoir  celle  de  l'année  z'^"*'. 

Cette  formule  donne,  pour  l'espace  de  plusieurs  siècles,  une  diminu- 
tion dans  la  longueur  de  l'année,  laquelle  peut  aller  à  deux  minutes  et 
au  delà;  ce  qui  parait  conforme  aux  observations  anciennes,  qui,  comme 
l'a  remarqué  M.  Bailly,  s'accordent  toutes  à  faire  l'année  plus  longue  de 
quelques  minutes  qu'elle  ne  l'est  aujourd'hui;  mais,  en  général,  elle 
n'indique  que  des  alternatives  de  diminution  et  d'augmentation,  dont  il 
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serait  diéBcik  de  ftxer  les  périodes  et  tes  maxima  et  minima.  On  peut 
cependant  avoir  une  limite  de  ces  yariations  en  ajoutant  ensemble  les 
racines  ée  la  sofinme  des  carrés  des  coefficients  des  sinus  et  cosrnus  cor- 
respondants; car  on  sait  que  le  maximum  de  toute  expression  de  la  forme 

Asin^H-Bcosip  est  v^A*-f-B^.  De  cette  manière  on  trouve,  pour  la  Kmite 
cherchée,  21/,  7;  de  sorte  qu'on  est  assuré  que  la  longueur  de  l'année 
ne  peut  varier  que  d'une  quantité  moindre  que  3""4o*« 

Au  reste  le  moyen,  par  lequel  nous  venons  de  déterminer  les  varia- 
tions de  Tannée,  est  le  seul  que  la  Théorie  de  la  gravitation  puisse  fournir 
pour  expliquer  ce  phénomène;  car,  quant  à  l'année  sidérale,  ou  la  durée 
de  la  révohition  même  de  la  Terre  autour  du  Soleil,  nous  avons  démon- 
tré rigoureusement  qu'elfe  n'est  susceptible  d'aucune  inégalité  séculaire 
et  indépendante  de  fa  situation  respective  des  Planètes  (première  Partie, 
n^  36);  si  donc  les  observations  pouvaient  jamais  découvrir  dans  la  lon- 
gueur de  l'année  des  changements  plus  grands  ou  d'un  autre  genre  <|ue 
ceux  que  nous  venons  d'assigner,  il  en  faudrait  chercher  la  cause  ailleurs 
que  dans  la  gravitation  des  corps  célestes;  mais  ce  point  est  un  de  ceux 
dont  la  décision  est  réservée  aux  générations  futures. 

78.  Telles  sont  les  formules  générales  des  variations  séculaires  pour  n- 

les  six  Planètes  principales.  Ces  formules  ne  sont  point  limitées  à  un 
certain  espace  de  temps,  mais  ont  lieu  pour  un  temps  indéfini ,  parce 
que,  ne  s'y  trouvant  aucun  terme  qui  soit  susceptible  d'augmenter  à  l'in- 
fini» les  variables  supposées  très-petites  dans  les  équations  différentielles, 
telles  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites,  restent  en  effet 
toujours  fort  petites;  et  comme  cette  supposition  est  la  seule  que  nous 
nous  soyons  permise  dans  ces  équations  pour  les  simplifier,  qu'ensuite 
leur  intégration  est  entièrement  rigoureuse,  il  ne  {>eut  rester  aucun  doute 
sur  la  légitimité  et  la  généralité  de  notre  solution  appliquée  au  système 
solaire.  Il  n'y  a  qu'une  seule  circonstance  qui  puisse  empêcher  qu«  les 
formules  que  nous  venons  de  trouver  n'aient  toute  la  perfection  dont 
elles  sont  susceptibles  :  c'est  l'incertitude  qui  reste  encore  dans  les  va- 
leurs des  masses  des  Planètes,  dont  quelques-unes  n'ont  pu  être  déter- 
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minées  que  d'une  manière  hypothétique.  Un  petit  changement  dans  ces 
déterminations  en  produirait  un  du  même  ordre  dans  les  coefficients  nu- 
mériques des  formules;  et  il  faudrait  chercher  les  nouveaux  coefficients 
par  un  calcul  semblable  à  celui  que  nous  avons  fait;  mais  la  forme  des 
expressions  n'en  serait  point  altérée,  et  il  n'y  aurait  point  à  craindre* 
comme  nous  l'avons  prouvé,  que  des  arcs  de  cercle  pussent  s'y  glisser  et 
les  rendre  insuffisantes.  Quant  aux  autres  données  du  Problème,  les  dis- 
tances  moyennes  des  Planètes  au  Soleil  et  leur  position  dans  une  époque 
donnée,  elles  sont  connues  avec  assez  de  précision  pour  n'avoir  besoin 
d'aucune  correction  sensible;  et  comme  nous  avons  rigoureusement  dé- 
montré que  ces  distances  sont  invariables,  on  peut  regarder  la  solution 
précédente  comme  à  l'abri  de  toute  atteinte  de  ce  côté. 

Cette  constance  des  distances  moyennes,  et  celle  des  moyens  mouve- 
ments qui  en  est  la  suite,  sont  le  résultat  le  plus  intéressant  de  notre 
analyse,  et  le  point  le  plus  remarquable  du  Système  du  monde.  Les  Pla- 
nètes, en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle,  changent  insensiblement  la 
forme  et  la  position  de  leurs  orbites,  mais  sans  sortir  de  certaines  limites; 
leurs  grands  axes  seuls  demeurent  inaltérables;  du  moins  la  Théorie  de 
la  gravitation  n'y  montre  que  des  altérations  périodiques  et  dépendantes 
iK  des  positions  respectives  des  Planètes,  et  n'en  indique  aucune  du  genre 

^  des  séculaires,  soit  constamment  croissantes,  soit  simplement  périodi- 

ques, mais  d'une  période  très-longue  et  indépendante  de  la  situation  des 
Planètes,  comme  celles  que  la  même  Théorie  donne  dans  les  autres  élé- 
ments de  l'orbite,  et  que  nous  venons  de  déterminer.  Nous  avions  déjà 
démontré  cette  propriété  des  grands  axes  dans  les  Mémoires  de  1776; 
mais  la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  première  Partie 
de  ces  Recherches  est  en  quelque  manière  plus  générale  et  plus  complète, 
parce  que  nous  y  avons  considéré  tous  les  éléments  de  l'orbite  comme 
variables  à  la  fois,  et  que  nous  avons  eu  égard  aux  effets  de  cette  varia- 
bilité avec  tout  le  scrupule  nécessaire  dans  une  matière  si  délicate. 
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€le  Berlin,  année  1783.) 


Apres  avoir  donné  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  la  partie  la 
plus  importanle  et  la  plus  difficile  du  Calcul  des  perturbations  des  Pla- 
nètes, j'ai  cru  devoir  compléter  ce  Calcul,  en  donnant  aussi  l'autre  partie 
qui  concerne  les  variations  périodiques. 

Plusieurs  Géomètres  se  sont  déjà  occupés  de  ce  dernier  objet;  mais 
leurs  travaux  se  trouvent  épars  dans  divers  Ouvrages,  et  les  résultats  de 
ces  travaux,  dépendant  de  méthodes  et  de  données  différentes,  présentent 
une  variété  embarrassante  pour  les  Astronomes  qui  voudraient  en  faire 
usage.  D'ailleurs  ils  n'ont  point  tenu  compte  de  l'effet  des  variations  sé- 
culaires, et,  quoique  cet  effet  ne  puisse  être  que  très-petit,  la  rigueur  ne 
permet  pas  de  le  négliger,  sans  avoir  auparavant  démontré  qu'il  n'en 
saurait  résulter  que  des  altérations  insensibles  dans  le  mouvement  des 
Planètes. 

L'Analyse  par  laquelle  nous  avons  déterminé  les  variations  séculaires 
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donne  aussi  directement  les  variations  périodiques;  car  nous  avons  com- 
mencé par  réduire  tout  l'effet  des  perturbations  à  la  variation  des  élé- 
ments des  orbites;  nous  avons  ensuite  séparé  ce  qui,  dans  ces  variations, 
n'était  que  périodique  de  ce  qui  était  indépendant  des  lieux  des  Pla- 
nètes; et  cette  dernière  Partie  nous  a  donné  les  variations  séculaires  qui 
affectent  immédiatement  et  continuellement  les  dimensions  et  la  posi- 
tion des  orbites  elliptiques.  Il  ne  s'agit  donc  que  d'avoir  égard  à  la  partie 
périodique  des  variations  de  ces  mêmes  éléments,  et  de  tenir  compte  des 
termes  négligés  dans  le  premier  calcul.  On  aura  pitr  la  les  variations  to- 
tales des  éléments  des  Planètes  causées  par  leur  attraction  mutuelle;  et, 
en  employant  les  éléments  corrigés  par  ces  variations,  on  pourra  calculer 
pour  chaque  instant  les  lieux  des  Planètes  par  les  règles  ordinaires. 

A  la  vérité,  comme  les  variations  périodiques  demeurent  toujours  très- 
petites  et  n'ont,  pour  ainsi  dire,  qu'un  effet  passager  et  alternatif,  il  est 
peu  important  pour  l'Astronomie  de  connaître  en  particulier  les  altéra- 
tions qui  en  rés)iltent  dans  chacun  des  éléments  des  orbites;  et  il  siifBt 
d'avoir  l'effet  total  de  ces  variations  sur  les  lieux  des  Planètes.  Aussi  les 
Astronomes  sont-ils  dans  l'usage  de  regarder  les  orbites  comme  con- 
stantes relativement  aux  variations  périodiques,  et  de  ne  traiter  ces  va- 
riations que  comme  des  corrections  à  faire  aux  lieux  elliptiques  calculés 
par  les  règles  ordinaires.  Mais  après  avoir  déterminé  par  nos  formules 
générales  la  partie  périodique  des  variations  des  éléments,  rien  ne  sera 
plus  facile  que  d'en  conclure  les  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude.  Il  est  vrai  qu'on  peut  calculer  ces  inégalités 
d'une  manière  plus  simple,  en  les  déduisant  immédiatement  des  équa- 
tions différentielles  de  l'orbite;  mais  cette  méthode  a,  d'un  autre  côté, 
l'inconvénient  de  ne  donner  les  variations  séculaires  qu'indirectemenl* 
et  par  des  réductions  particulières;  et  ne  doit-il  pas  être  plus  satisfaisant 
de  trouver  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des  Planètes  par  une 
même  analyse  et  par  des  procédés  directs  et  uniformes? 

1.  Nous  nous  proposons  donc  ici  d'appliquer  à  la  détermination  des 
inégalités  périodiques  des  Planètes  les  formules  générales  trouvées  dans 
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la  première  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires;  mais  aupara- 
vant il  est  bon  de  faire  à  ces  formules. un  changement  qui  servira  a  les 
rendre  plus  simples  et  plus  exactes  à  quelques  égards,  sans  influer  d'ail- 
leurs en  rien  sur  les  résultats  trouvés  pour  les  variations  séculaires,  dt 
changement  est  relatif  à  la  manière  dont  nous  avons  déterminé  l'ano- 
malie vraie  par  l'anomalie  moyenne  dans  une  ellipse  dont  les  éléments 
sont  variables;  voici  en  quoi  il  consiste. 

Après  être  parvenus  dans  le  n*^  30  de  la  Partie  citée  h  l'équation  difl'é- 
rentielle 

dq  -f-  (3sinflrfg  -+-  ycosqdq  -hSsïniqdq  -h  e  cos^qdq  -h.    .  =  dp, 

dans  laquelle /?  est  l'angle  du  mouvement  moyen,  q  celui  du  mouvement 
vrai,  et  j3,  y,  î, . ..  des  coefficients  dépendant  des  éléments  de  l'ellipse, 
nous  avons  intégré  le  premier  membre  par  approximation,  et  nous  avons 
obtenu  la  formule 

q  —  {^)cosq  -+-  f  y)  sin^ {è^cos2q  h — (€)sin2^  — . .  .  —  />, 

d'où  nous  avons  ensuite  déduit  la  valeur  de  q  en/?. 

J'ai  reconnu  depuis  qu'au  lieu  de  cette  approximation  il  vaut  mieux 
laisser  le  premier  membre  de  l'intégrale  sous  la  forme  qu'il  aurait  si  les 
éléments  étaient  constants,  et  appliquera  la  valeur  de/?,  qui  constitue 
le  second  membre,  les  corrections  résultantes  de  la  variabilité  des  mèm<*s 
éléments. 

Ainsi,  en  faisant 

fi^2==  —  cosqd^  H-  sinqdy cos2qdd  h —  sina^c/e  — . . ., 

et  ajoutant  cette  équation  h  l'équation  différentielle  ci-dessus,  on  aura, 
après  l'intégration,  cette  formule 

q  —  (3cosg  -f-  y  siny 3  cos?.^  h — esin?.(/  —...  =  />  h-  2, 

qu'on  voit  être  de  la  même  forme  que  la  précédente,  Les  coelïicients  (j3), 
(y),  (î),...  étant  changés  en  /3,  y,  î,...,  et  la  variable/?  en  p  -h  1. 
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On  fera  donc  ces  mêmes  changements  dans  les  autres  formules  dépen- 
dantes de  celle-ci;  et  par  conséquent  les  quantités  m  et  n  des  n^  38  et 
suivants  se  réduiront  d'abord  à  M  et  N,  réduction  que  nous  avons  faite 
aussi  dans  le  n^  49,  mais  d'après  la  considération  de  la  petitesse  des  forces 
perturbatrices  dont  nous  avons  négligé  les  carrés.  Par  cette  considéra- 
tion, on  pourra  donc  aussi  négliger  dans  les  formules  des  variations  des 
éléments  la  quantité  2,  ou  du  moins  la  partie  périodique  de  cette  quan- 
tité, l'autre  partie  proportionnelle  à/?  se  confondant  avec  le  mouvement 
moyen;  de  sorte  que  les  équations  différentielles  des  n^40  et  50  demeu- 
reront les  mêmes;  et  toute  la  Théorie  des  variations  séculaires  des  élé- 
ments des  orbites  planétaires  subsistera  en  son  entier. 

Â  l'égard  de  la  quantité  2,  il  est  clair  qu'elle  représentera  la  variation 
du  mouvement  moyen  due  aux  forces  perturbatrices,  variation  indépen- 
dante du  grand  axe  de  Tellipse,  et  qu'on  pourra  rapporter  k  l'époque  du 
moyen  mouvement,  laquelle,  dans  les  orbites  invariables,  contient  la 
sixième  constante  arbitraire  des  intégrales,  et  par  conséquent  le  sixième 
élément  du  mouvement  elliptique. 

2.  Pour  avoir  donc  la  formule  de  cette  variation,  il  faut  d'abord  con- 
naître les  valeurs  des  coefficients  ]3,  y,  î,...  en  M,  N,  P,  Q,  R;  or,  par  le 
n^  30  de  rOuvrage  cité,  on  voit  que  la  série 

a(i  -hpsinj-h  ycosq  -^-dsïnzq  -\-  s  ces 2^  4-  Ç sin 3 g  -h  rj  cosS^  H-. . .) 

résulte  du  développement  de  la  fraction 

[g^V'^R'-h  (Qsinç  —  Pcosg)'-f-Csinç—  Bcos^J"', 

dans  laquelle  (n^*8,  29) 

B  =  RN  ~  PL,     C  =  -  RM  -  QL 


et 


-  _  MQ  -  NP 
^- R ' 


et  l'on  trouve  par  les  méthodes  ordinaires,  en  poussant  l'approximation 
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jusqu'aux  troisièmes  dimensions  de  M,  N,  P,  Q,  et  faisant  g=i  confor- 
mément au  n"  37  du  même  Ouvrage, 

„      MPQ  ^  *(3P'  +  Q») 

y=^^--^-^ — w — ' 

d  =  3MN-t-ï?, 

n. 

3(N»  — M»)       Q'— P» 
e  = _ +  --^—, 

"-SMN.      ».  ,    3M(Q'-F)       3NPQ 
,_3MN  -M+ p^  +-IHÎ~' 

Apres  avoir  différentié  ces  valeui*s,  on  y  substituera  pour  é/M,  rfN,  dP, 
fl/Q,  rfR  celles  que  nous  avons  données  dans  les  n***  17  et  41  de  l'Ouvrage 
cité;  on  aura  ainsi  les  expressions  de  rf/3,  dy,  é/J,...,  qu'il  faudra  substi- 
tuer dans  celle  de  dl  du  numéro  précédent. 

3s  Si  dans  cette  expression  de  dl  on  veut  se  contenter  d'avoir  égard 
aux  premières  dimensions  des  quantités  M,  N,  P,  Q,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  dans  les  formules  des  variations  des  éléments  de  l'orbite,  il 
suffira  alors  d'avoir  égard  aux  secondes  dimensions  de  ces  quantités  dans 
les  valeurs  de  |3,  y,...,  ce  qui  les  réduira  à  celles-ci 

• 

?  =  2M,     y=:?.N,     0=  3MN -f- -j—»     e=-^ — ^ h  ^         ?      ::=o,.,.; 

et,  comme  les  valeurs  de  rfP  et  dQ  contiennent  déjà  les  premières  dimen- 
sions de  P  et  Q  (ainsi  qu'on  le  voit  par  les  formules  du  n*^  39),  il  est  clair 

pQ  Aï pj 

qu'on  pourra  négliger  les  différences  des  termes  -^  et       ^,    -  On  aura 
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ainsi,  après  les  substitutions,  et  en  n'employant  pour  rfN  et  rfM  que  les 
valeurs  du  n"  42  du  même  Ouvrage, 

</2  =  2r'--T-  J^  H-  2  -r-  dr  -¥-  3r-T-  (N  sm^  —  BlLcosg)ag 

3 r'  rfiî  , .  -   .  .-  ,  ,        3  dQ,  ,  .•   .  T.T  j 

H j-  (Msm^  -hN  cosfl)a^-h  -  --r-  (Msm^-hN  cosj)  ar; 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  les  autres  substitutions  de  ce  dernier  nu- 
méro, en  se  souvenant  d'y  changer  /w,  n  en  M,  N,  et/?  en /i-h  2. 

4.  Dénotons  par  p  la  valeur  moyenne  de  l'angle /? -f- 2,  c'est-à-dire 
la  partie  indépendante  des  sinus  et  cosinus,  et  proportionnelle  au  temps; 
et  par  F  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  invariable  dans  laquelle  le  mou- 

fil 

vement  moyen  serait  jô,  en  sorte  que  Ton  ait  dp  =  —\  il  est  clair  que, 

dans  les  termes  dus  aux  forces  perturbatrices,  on  pourra  mettre  par- 
tout p  au  lieu  de  />-h2,  et  r  au  lieu  de  t  demi-grand  axe  de  l'ellipse 

variable  (37),  du  moins  en  tant  qu'on  néglige  les  carrés  de  ces  forces, 
comme  on  Ta  toujours  pratiqué  dans  la  Théorie  des  perturbations  des 
rorps  célestes. 

Ainsi  les  substitutions  dont  il  s'agit  se  réduiront  à  faire 

ç  =/;-+-  2  M  cosp  —  2  N  sin/;,      rf^  =  (  i  —  2  M  sinyî  —  2  N  cosp  )  dp, 
r  =  r(i-h  M  sin/;  -+- N  coup),       dr  =  r(Mcos^  —  Nsin^^dp, 

dQ       dQ.       ^d'Q  ,^,   .    -      ^. 

^  =  -^  -h  /•  -^  (  M  smy;  -h  N  cos/;  ) 


d^Q 
F  --pr-r^  (  M'  sin^'  -h  N'  cosp'  )  -4- . . . 

d^Q   ,,-        _      ^   .    . 

""dFdp^^^^^^P^^^^^P^ 

d^Q 
"*"  ^  dfdp'  ^^'  c^s/ --  N'  siny  )  -f-. . . , 
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-di  =  -Sp^''dfTp^^^'''P^^''''^P^ 

-h  F  ,_y  ,_  (M' sin^'  H-  N'  cos^')  -f- . . . 

H-  2-^=5-  (Mcos^  —  Nsin^) 

d}Q, 
-f-  2  j'j-,  ( M' cosp'  —  N'  sin^'  )  -f- . . . , 

[  r"»  ^f  »  __  2  r  r''  cos  [p  -  ^"  )  -+-  F^^ 


Négligeant  donc  dans  ces  substitutions  les  secondes  dimensions  des  quan- 
tités M,  N,  M',  N',...,  et  changeant  les  lettres  M,  N  en  x,y,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  dans  le  n"  50  de  TOuvrage  cité,  on  aura  pour  la  varia- 
tion de  2  cette  formule 

-  rfiî  ,-      /  «  rf'û       3r»  dQ,\ 

^^  =  2r'  -gfdp-^  \^r'  _.  _H  _  _  j  cr  sin;i  H-j  cosp)rf^ 

-4-2r»F  -j^^,(x's\ïip'^x'QOsp')dp 
d^il 

/,-,  d'il        -dil\  _  .    -.  ,. 

-+-4'''  ^r^^  l-a:^'  cos^'  -x'  s\np')dp 

d^Q 
-+-4^'  rfF^  (^"cos^"- r"sinp'')£(p  -h . . . , 

dans  laquelle  il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  la  valeur  précédante 

V.  45 
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5.  Mais,  pour  avoir  une  formule  intégrable»  il  est  nécessaire  de  ré- 
duire en  série  les  radicaux  qui  entrent  dans  rexpreseion  de  O;  on  sup- 
posera donc 

[r»  —  2  rf' QO's^kp  —p')  -h  P']"  *  =  [ r,  F]  -f-  [r,  F],  cos [p  —p)  -f-  [r,  F], C0S2 (^  — ^') 

-f-  [F,  Fja cos3(^  — ^')  -t--  •  •» 

et  ainsi  des  autres  radicaux  semblables;  alors  l'expression  de  </2  se  trou- 
vera composée  de  termes  tous  intégrables,  dont  les  uns»  simplement  pro- 
portionnels à  dpy  seront 

et  dont  les  autres  contiendront  tous  des  sinus  ou  cosinus  des  angles 
Pyp'yp" j...y  ct  donncrout  par  conséquent  la  partie  périodique  de  la  va- 
leur de  2. 

Quant  aux  premiers  termes,  nous  verrons  ci-aprës  comment»  étant 
joints  à  un  terme  semblable  provenant  de  la  valeur  de/»,  il  en  résulte  le 
terme  unique  p  que  nous  avons  supposé  représenter  la  partie  uniforme 
du  mouvement  moyen  p-h  1  dans  Tellipse  variable. 

Ainsi,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  premières  dimensions  des  excentri- 

P    O 

cités  et  des  inclinaisons,  auxquelles  les  quantités  M,  N,  |r»  ^>  ou  x,  y, 

s,  u  sont  proportionnelles,  on  ne  trouve  point  de  variation  séculaire  dans 
le  mouvement  moyen  des  Planètes;  mais,  si  l'on  poussait  l'approxima- 
tion jusqu'aux  secondes  dimensions  de  ces  quantités  dans  l'expression 
de  dl,  on  trouverait  alors  des  termes  proportionnels  k  dp  et  indépen- 
dants des  sinus  et  cosinus  de ^, /?',...,  lesquels  auraient  pour  coefficients 
les  quantités 

x^-+-X\     x'^-hx'\     xx'-hyx\...y     s^  +  u\     ^'-h/i'',     «' H- mm',  . . .  ; 

ces  termes  donneraient  donc,  par  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y, 
x\  y\..,,  Sy  M,  s\  u'j...  relatives  a  chaque  Planète,  des  variations  sécu- 
laires dans  leur  mouvement  moyen,  variations  qui  n'affecteraient  que  le 
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mouvement  circulatoire  dans  l'ellipse  variable,  mais  nullement  le  demi- 
grand  axe  ou  la  distance  moyenne.  Gomme  cet  objet  est  de  la  plus  grande 
importance  dans  la  Théorie  des  Planètes,  je  me  propose  de  le  discuter  à 
fond  dans  une  autre  occasion  {*). 

6.  Si  dans  l'expression  de  dl  du  n^  4  on  néglige  les  termes  où  se 
trouvent  les  quantités  x,y,  x\y\...  dues  aux  excentricités  des  orbites, 
elle  se  réduit  à  celle-ci 


Soient  ^ 

dp  —  dp  =z  n'  dpf     dp  —  dp*'  =r  n"  rfp, . . . , 

les  coefficients  n\  n'\ . . .  étant  constants  et  donnés  par  les  rapports  connus 

des  mouvements  moyens  des  Planètes    puisque  dp  =  -j^  dp'  =  —  v? 

L  r^  F' 

n'  sera  =i  —  l-^\  >  /i"=  i  —  (:^  J  »•••  h  on  aura,  en  substituant  pour 

dp,  -^ — r-^>  ou  — — jT^^  ou  ... ,  une  équation  intégrabte,  et  dont  l'in- 
tégrale sera 

.=-,.(T.iU^.T.%£:J..,.), 


(*)  Foir  le  Mémoire  Sur  les  variaticns  séculaires  des  mouvements  moyens  des  Planètes, 
page  38 1  de  ce  volume.  (Note  de  l'Éditeur,) 

45. 
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7.  Si  Ton  voulait  aussi  tenir  compte  des  excentricités  dans  la  valeur 
de  2,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  dans  l'expression  de  rf2  les  valeurs 
de  X,  y,  x',y\...  déterminées  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires; 
ce  qui  ne  donnerait  que  des  termes  en  sinus  et  cosinus  d'angles  propor- 
tionnels k  tonp,  et  par  conséquent  tous  intégrables. 

Mais  pour  simplifier  ce  calcul  on  remarquera  : 

1^  Que  l'on  peut  regarder  les  quantités  x^y^od ^...  comme  constantes, 
puisque  leurs  différentielles  étant  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices 
doivent  être  négligées,  par  la  raison  que  ces  quantités  se  trouvjent  ici  déjà 
multipliées  par  la  quantité  îi,  qui  est  aussi  du  même  ordre. 

2^  Qu'à  cause  de  la  petitesse  des  termes  dont  il  s'agit,  il  suffira  d'avoir 
égard  à  ceux  qui  pourront  augmenter  beaucoup  par  l'intégration  ;  et  il 
est  clair  que  ce  sont  les  termes  qui  contiendront  des  sinus  ou  cosinus 
d'angles  dont  la  variation  sera  trës-petite  vis-à-vis  de  celle  de  l'angle  p\ 
car  si,  p%lr  exemple.  Il  désigne  un  de  ces  angles,  et  que  dU  =  vdp^  v  étant 
un  coefficient  fort  petit,  la  première  intégration  introduira  au  dénomi- 
*  nateur  le  coefficient  v,  et  la  seconde  y  introduira  le  carré  v'.  Comme 
l'angle  n  ne  peut  être  composé  que  de  multiples  des  angleSjp,j5',  j5'',... 
joints  ensemble  par  les  signes  +  ou  —,  ce  n'est  que  par  les  rapports 
connus  des  mouvements  moyens  des  Planètes  qu'on  pourra  juger  dans 
chaque  cas  de  la  valeur  du  coefficient  v  ;  il  faudra  donc  un  examen  par- 
ticulier pour  chaque  Planète  dont  on  voudra  calculer  les  perturbations. 

y  Que,  s'il  arrivait  que  le  coefficient  v  fût  très-petit  du  même  ordre  que 
les  coefficients  de  /  dans  les  sinus  ou  cosinus  des  valeurs  de  a?,  y^x\y\..., 
il  faudrait  alors,  dans  les  termes  qui  contiendraient  les  sinus  ou  cosinus 
de  n,  substituer  immédiatement  ces  valeurs,  et  intégrer  ensuite,  après 
avoir  réduit  les  produits  des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples. 
Mais  ce  cas  ne  parait  pas  pouvoir  exister  dans  notre  Système  planétaire. 

8.  Considérons  maintenant  les  variations  du  demi-grand  axe  de  l'el- 
lipse. Nous  avons  trouvé,  dans  le  n®  35  de  la  Théorie  citée,  que  ce  grand 
axe  est  constant,  relativement  aux  variations  séculaires;  mais  il  ne  l'est 
plus  lorsqu'on  a  égard  aux  variations  périodiques.  Car  la  quantité  A,  qui 
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est  en  raison  inverse  du  demi-grand  axe,  est  telle  que 

en  désignant  par  {dû)  h  différentielle  partielle  de  la  fonction  il,  relati- 
vement aux  seules  variables  de  la  Planète  troublée;  par  conséquent  cette 
quantité  sera  essentiellement  variable,  mais  ses  variations  ne  seront  que 
périodiques,  puisque  Texpression  de  {dû)  ne  peut  contenir  que  des 
termes  affectés  de  sinus  et  cosinus. 

Prenons  pour  un  moment  r  pour  dénoter  le  demi-grand  axe  de  Tel- 
lipse  variable  dans  laquelle  p  est  Tangle  du  mouvement  moyen;  on  aura 
par  les  n***  34  et  37  de  la  Théorie  citée 


Donc  :  i*^ 

'             ^P            Aï 

'•      A'     dt^' 

r 

et,  intégrant, 

La  quantité  -=  est  une  constante  arbitraire  qui  serait  égale  à  la  valeur 

moyenne  de  -j  si  l'intégrale  /  {dû)  ne  contenait  aucun  terme  constant. 

Mais  nous  supposerons  que  cette  intégrale  contienne  encore  une  petite 
constante  arbitraire,  que  nous  déterminerons  en  sorte  que  le  mouvement 
moyen  dans  Tellipse  qui  aurait  r  pour  demi-grand  axe  soit  le  même  que 
la  partie  uniforme  j5  de  l'angle  /?-h2,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
supposé  dans  le  n^  4. 

Si  donc  on  fait  r-=^f'^  p,  la  quantité  p  exprimant  ainsi  les  variations 
périodiques  du  demi-grand  axe,  et  qu'on  néglige  les  secondes  puissances 
de  cette  quantité,  on  aura 

P=  — a/' nrfSi). 

2^  On  aura  par  conséquent 

dt       di       3pdt 
dp=  —  =  —  - 


-3  .3 

r  r  7.r 


Hi. 
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Mais  -7  est  la  valeur  de  dp  qui  aurait  lieu  dans  Tellipse  dont  le  demi- 

r 

grand  axe  serait  r,  et  que  nous  avons  déjà  désignée  par  1^;  donc,  inté- 
grant, 

p=zp j-  jpdt^p-^^r  (dp  /(rfÛ). 

Donc,  si  Ton  fait  p'^l=p-^U9  la  quantité  ts  exprimant  la  partie 
périodique  de  Tangle  /?  +  2,  on  aura 


Bj==2-f-  3r 


fdpJidQ); 


et  il  faudra  que  dans  cette  expression  il  n'entre  aucun  terme  proportion- 
nel à  p. 

9.  II  ne  s'agit  maintenant  que  d'évaluer  la  quantité  {dii).  Or  on  a  vu 
dans  le  n^  41  de  la  Théorie  citée  que  cette  quantité  est  réductible  à  la  forme 

r  étant  ici  le  rayon  vecteur  de  l'orbite;  donc,  négligeant  le  terme  j-dz 

parce  qu'il  contiendrait  les  secondes  puissances  des  inclinaisons  des  or- 
bites, et  faisant  dans  les  autres  les  mêmes  substitutions  et  réductions 
que  dans  le  n^  4  ci-dessus,  on  aura 


( 


dQ)=^dp^  (^r^-  2^j  {xsinp^rcosp)dp 

d^Q 
"^  '^'  TïFdô  ^^'  ^'"^'  "*"  ^'  ^^^^'^  ^^ 

-i,  d'Q   ,   „   .    ^, 
-+■  r"  j^  (^"  sin/^'  4-  r"  cosp")  rfp  -f- . . . 

/    d'il       -  rfû\ 
d'il 

-+-  2  ^^  (:r"  cos/  -  7"  sm/?" )  rfp  -4- . . . . 
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Et  l*on  intégrera  cette  formule  d'une  manière  semblable  à  celle  que  nous 
avons  indiquée  plus  haut  pour  l'intégration  de  la  difTérentielle  dl. 

10.  Si  Ton  néglige  les  excentricités  et  par  conséquent  les  quantités 
X, y^  x\ y'f...  qui  en  dépendent,  on  aura  simplement 

Cette  différentielle  est  intégrable  rigoureusement;  car  en  substituant 
la  valeur  de  O  du  n°  4  ci-dessus,  et  faisant  comme  dans  le  n"  6 

.._dp-dj?  _dp-dp"_ 
ap-       -,       _       ^       , 


on  aura 

f(dil)- 

T 

n' 

'  r  cos{p  - 
1           ^'" 

-p') 

-+■ 

"r  coî 

i{p- 

-p") 

I 


^r*  —  nrF  cos{p  — p* )  -+■  r 


P«J 


^r^  —  2  /•  P  cos  [p  —  j5"  )  -h  r 


p/^aj 


+  ...-+-X. 


X  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  expression  multipliée  par  sr^  et  prise  négativement  donnera  la 
valeur  de  p,  c'est-à-dire  les  variations  du  demi-grand  axe  en  tant  qu'on 
néglige  les  excentricités  des  orbites.  Mais  pour  en  déduire  ensuite  celles 
du  mouvement  moyen  qui  en  dépendent,  il  faudra  une  nouvelle  intégra- 
tion qui,  n'étant  pas  possible  en  général,  oblige  d'avoir  recours  aux  sé- 
ries. On  pourrait,  à  la  vérité,  construire  l'intégrale  par  les  méthodes 
connues  pour  la  quadrature  arithmétique  des  courbes,  et  l'on  pourrait 
en  faire  de  même  pour  la  valeur  de  dl  dans  ce  même  cas;  mais  on  n'au- 
rait pas  de  cette  manière  des  formules  générales  qui  fassent  connaître  la 
marche  des  variations,  et  Ton  n'aurait  pas  même  une  plus  grande  exac- 
titude que  par  les  séries. 


•  ." 


1 
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Employant  donc  les  séries  du  n°  5  ci-dessus,  on  aura 

j(dQ.)=-  l-|^[r,  r']  -»-^[r,  f'].-  ^  cos(p-p')  +  [r,  r'],cos2{p-p')+..^ 


et  de  là 


Or  il  faut  (8)  que  la  valeur  de  s,  c'est-à-dire 


JdpfidQ), 


2+3r 


ne  contienne  aucun  terme  proportionnel  à  p;  égalant  donc  à  zéro  la 
somme  des  coefficients  de  ces  sortes  de  termes  dans  2  et  dans 


ir  Çdp  j(dQ), 


on  aura  l'équation 


V 
i 


d'où  l'on  tire 
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Par  le  moyen  de  ces  substitutions,  les  expressions  de  p  etdets  du  n°  8 
deviendront 

,_      ^,^i"d[r,r']  jr'  d[r,  f] 

^-      ^     3        dF  *      3         rfr       "••• 

+  2T'  ^[f[  ^  r']'  -  fA  cos(p  -  p')-h[r,  F],cos2{p  -  p']+...\ 


m  =  T[[[?,F],]s\n{p-  p')-i-[[?,F],]smi{p-  p')-h...] 
-t-  T'[[[F,  r"].l  sin(^  -^')  -I-  [[F,  ?"],]  sw2{p-p')  +...] 


en  supposant,  pour  abréger, 

PP_  -,,  ,  3r    ,_  _,,         ar-  rf[r,  P], 


et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

11.  Après  avoir  vu  comment  on  doit  déterminer  les  variations  pério- 
diques de  la  distance  moyenne  et  du  mouvement  moyen,  passons  à  la 
recherche  de  celles  des  excentricités  et  des  aphélies. 

Celles-ci  sont  contenues  dans  les  formules  du  n"  41  de  la  Théorie 
citée,  lesquelles  donnent  les  variations  des  quantités  M  et  N  ou  a:  et  y; 
car  en  nommant  X  l'excentricité,  (p  la  longitude  de  l'aphélie  sur  le  plan 
de  projection  et  v?  sa  latitude,  nous  avons  supposé 

j;  =  XcosYï  sincp,    T'r^Xcosyj  COS9. 

Or  on  a  vu  dans  le  n*^  42  qu'en  négligeant  les  carrés  des  excentricités 
V.  46 
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et  des  inclinaisons,  les  formules  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  celles-ci 

rfM=r  —  ^^  -f  cosqdq  -f-  -^  {^rsïnqdq  —  cosqdr), 
rfN  =:  r'-i-  siuqdq  •+■  -r-  [^r cosqdq  -h  sinçrfr). 

Faisant  donc  dans  ces  formules  les  substitutions  du  n^  4  ci-dessus,  et 
changeant  M,  N  en  x^y^  on  aura  des  équations  de  cette  forme 

rtfj;z=  (X  sin^  — Ycos^)  dp,      rfj  =  (Xcosp -h  Y  s\n  p  dp  y 
dans  lesquelles 

dp 


■4-  2  r  P  ,_  ,_^  ( x'  sinp'  -h  j' cosp'  ) 

rf*û 

-^-  2  r  P  ^^^  {x''  sin^"-f-  j"  cosjp"  )  H- . . . 

/    _,di2       ,-d^û\  ,  -        ".    - 

■^  V"*      rfF"  "^^''rf5^j  (:rcos/i-jsmp) 

rf*û 


V  =/''^-Hr^^^(^sinp-f-rcos;?) 

d'il 

-h  r^F    ,_  ,,,  (x'  sïnp'  h-  r'  ces/;'  ) 

-h  r'r"   ,,,-,;  {x"  sin^"-4-  j"  ces/?"  )  H-  . . . 
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12.  Si  maintenant  on  substitue  dans  ces  expressions  de  X  et  Y  la  va- 
leur de  ii  en  série  (4  et  5),  qu'ensuite  on  développe  les  différents  pro- 
duits des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples,  on  aura  des  termes 
proportionnels  à  sinjô  et  cosJ5,  lesquels  étant  ensuite  multipliés  par  siny^ 
et  cos^,  donneront,  dans  les  valeurs  de  dx  et  dy,  des  termes  sans  sinus 
ni  cosinus;  ce  sont  ceux  que  nous  avons  déterminés  à  part  dans  les  n***  43 
et  49  de  la  Théorie  citée,  et  auxquels  nous  avons  eu  uniquement  égard 
dans  les  équations  différentielles  en  ^  et  y  du  n°  50,  parce  que  nous  fai- 
sions alors  abstraction  des  inégalités  périodiques.  Les  autres  termes  de  X 
et  Y  ne  pourront  donner  dans  dx  e\  dy  que  des  termes  affectés  de  sinus 
ou  cosinus  d'angles  composés  de  multiples  de  j5,  p\  p\ ...  ;  et  il  faudra 
maintenant  tenir  compte  aussi  de  ces  termes,  pour  pouvoir  déterminer 
la  partie  périodique  des  valeurs  de  x  et  j. 

Désignons,  pour  abréger,  par  (X)  la  totalité  des  termes  affectés  de 
sinus  et  cosinus  dans  la  valeur  de 

X  sin^  —  Y  oosp, 

et  par  (Y)  la  totalité  des  termes  pareils  dans  la  valeur  de 

X  cosp -h  \  sin^; 

il  faudra  donc  ajouter  respectivement  aux  valeurs  de  ^»  -Z-  des  équa- 
tions différentielles  citées  les  quantités  (X)-^?  (Y)  -^\  de  sorte  que  ces 

quantités  formeront  maintenant  les  seconds  membres  des  deux  premières 
équations  différentielles  dont  il  s'agit. 

Ainsi,  puisque  (4) 

,.      dt 

dp=  — . 

les  équations  complètes  seront 


^  —  ((o,  I)  H-  (o,  2)  -f-. . .  j  j  -^  [o,  i]  r'-f-Lo,  ?.]>•"-+-•  •  • 


46. 
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De  même,  en  dénotant  par  X',  Y'  ce  que  deviennent  les  expressions 

(le  X  et  Y  lorsqu'on  y  change  r,  p,  x,  y  en  r\  p\  x\  y',  et  vice  versa, 

et  par  (X'),  (Y')  la  totalité  des  termes  affectés  de  sinus  et  cosinus  dans 

les  valeurs  de 

X'  sin^'  -  Y'  cos^',    X'  cos^'  -+-  Y'  sînp% 

on  aura  les  équations 

■^-  ((l,o)-f- (1,2) -+-...  j/ H- [l,o]7-+-[l,t^,]/'H-...==^S 

dr'       I  \  (Y') 

-~-  -f-  l(i,o)-f-(i,  2)-f-. . .  I  jc'— [i,o]^  — [i,  2]a:"  — ..  .=  ^^-5^ 


r  * 


et  ainsi  de  suite. 

13.  Comme  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations  les  variations 
sont  linéaires,  et  que  les  seconds  membres  peuvent  être  regardés  comme 
des  fonctions  connues  de  la  variable  /,  Tintégration  est  toujours  possible 
par  les  méthodes  connues.  Dans  la  Théorie  précédente  nous  avons  déjà 
donné  les  intégrales  complètes  pour  le  cas  où  les  seconds  membres  se- 
raient nuls;  et  ces  mêmes  intégrales,  en  y  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires,  donneront  celles  des  équations  dont  il  s'agit  par  la  méthode 
indiquée  dans  le  n*^  27  de  la  même  Théorie. 

Désignons,  en  général,  par  5,  j,  x\  j',...  les  expressions  de  a?,  j, 
x\  y\...  trouvées  dans  cette  Théorie  (51),  et  soient  ÏH-Ç,  y+'J^, 
jc'-h  ^',  y  -h  ^', . . .  les  valeurs  de  Xy  y  y  x\  j', . . .  dans  les  équations  ci- 
dessus,  en  ayant  égard  à  leurs  seconds  membres;  il  est  clair  qu'en  y  sub- 
stituant ces  valeurs,  les  termes  en  x,  y,  x\  j,.. .  s'en  iront  d'eux- 
mêmes,  et  que  les  transformées  ne  seront  autre  chose  que  les  mêmes 
équations,  en  y  changeant  Xy  y,  x\  j', . . .  en  ?,  ^f ,  ?',  ^', . . .  ;  et  comme 
les  valeurs  de  5,  j,  x\  y\>--  contiennent  déjà  toutes  les  constantes  ar- 
bitraires nécessaires  pour  l'intégration  complète,  il  suffira  que  celles 
(le  ^,  ^y  ?',  vp', . . .  satisfassent  aux  équations  d'une  manière  quelconque. 

Or  les  quantités  qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  dont 
il  s'agit  étant  dues  aux  forces  perturbatrices,  on  peut  supposer  que  les 


DES  MOUVEMENTS  DES  PLANÈTES.  365 

valeurs  des  variables^,  ^^  Ç',  vj^',...  soient  très-petites  du  même  ordre, 
et,  dans  cette  supposition,  les  termes  qui  renferment  ces  mêmes  variables 
sous  une  forme  finie  deviendront  très-petits  de  Tordre  des  carrés  de  ces 
forces,  puisque  les  coefficients  (o,  i),  [o,  i],  (1,0),  [1,  o],...  sont  eux- 
mêmes  très-petits  de  Tordre  des  mêmes  forces.  Ainsi,  comme  nous  né- 
gligeons dans  les  recherches  présentes  les  carrés  des  forces  perturba- 
Irices,  et  toutes  les  quantités  du  même  ordre,  les  équations  en  Ç,  ^,  se 
réduiront  simplement  à 

rf|  _  (X)       d^_(Y) 
dt  ""    .|  '      dt~   ^\' 

f,2  ^7 

d'où  Ton  tire,  en  remettant  dp  pour  -j» 


l=J(X)dp,    ^=J{Y)dp. 


Va  il  en  sera  de  même  pour  §',  ^j/',.... 

14.  Si  dans  les  expressions  de  X,  Y  du  n"^  Il  ou  fait  d'abord  abstrac- 
tion des  excentricités,  et  que  par  conséquent  on  y  néglige  les  termes 

multipliés  para:,  y,  x\  j^',...,  elles  se  réduisent  aux  quantités  2r^> 
P  -yiL  ;  et  comme  par  la  substitution  de  la  valeur  de  iî  en  série  il  ne  vient 

aucun  terme  proportionnel  à  sin^  et  cos;5,  on  aura  simplement,  dans 

ce  cas, 

;  X  )  —  X  sin^  —  Y  cosj?,     (  Y  )  =  X  nos^  -f-  Y  sin/>. 

L'intégration  de  (X)c/p  et  (Yjflîp  ne  présente  aucune  difficulté,  puis- 
qu'on a  (6) 

dp  —  dp'  =  n!  dp,     dp  —  dp"  =  n"  dp, ...  ; 

mais  on  peut  la  simplifier  beaucoup  en  remarquant,  en  général,  que  si 
Msinll  est  un  terme  quelconque  de  X,  et  Ncosll  le  terme  correspon- 
dant de  Y,  n  étant  un  angle  tel  que 

r 

du  =  fjLdpy 
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ces  termes  donneront  dans  l'intégrale  de  {X)dp  deux  termes  de  la  forme 

P  cosn  sinp  --  Q  sinll  cosp, 

et  dans  l'intégrale  de  {^)dp  les  termes  correspondants 

P  cos  n  cos^  -f-  Q  sin  n  sin/}. 

En  effel,  en  difierentiant  et  comparant  les  termes  analogues,  on  par- 
vient aux  équations 

d'où  l'on  tire 


I  —  a*  ~         I  —  u^ 


Or  dans  le  cas  présent  on  a 

dp 


=:2rr     /[r,P].  — ^jsini^— ^')-4-2[r,r'],sin2(^— ^')-f-... 
-h2T"r|^([r,  r"].  ~  ^^  sin(^-~^'')  -f-  2[f,  r].sïnAp -^ p")  ^. . .  J 


ar 


rv,-Jd[?,F]       (d[r,Fl        i\  .     _,^      d[?,Fl  .     .,  1 

r^^-Jd[T,r]      /rf[/",/-"l.        i\        ,-     -„       d[T',F%  _     _„  I 


Si  donc  on  fait  successivement 

jX  ■=^  o,   n'y    2/l',...,   /l",    2/l",  ..., 

el  qu'on  prenne  pour  M  et  N  les  coefficients  respectifs  des  sinus  et  cosi 
nus  dans  les  séries  précédentes,  on  aura  pour 


f[\)dp    et      f  \)dp. 
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c'esl-à-dire  pour  Ç  et  (j«,  des  expressions  de  cette  forme 

dans  lesquelles 

Z  =  T'[[[r,r']-f-[[r,  r'],cos(^-p')-l-[[r,  r'],C0S2(p-^')  -+-...] 
+  T'[[[f,  r"]  +  [[r,  r"],cos(^  -p')  +  [[r,  r"],cos2i^ -^"    -f-. . .] 


W=:T[[f,f'],]sin(p-p')-h[r,F],]sini(p-p')  +  ...] 
-4-  T"[[r,  f^sinip-p")  +  [r,  r"].]  sin2(^  -^«j  +. .  .J 


en  supposant 


[[r,r'l  = 


I  —  «'» 


[[r,F],=.    -     ^' .-- , 

'■'•  ^  1   —   9/1" 


.3 


,-d[r,r'],  .,_  . 

/r  /•'  -  --r^      -f-  ?.  /•   r,  r  1 

dr  ^        ^ 


[r,f'],]-=i 

I    —  9/1" 


3 


«Uinsi  des  autres  fonctions  semhinhies. 
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On  pourra  avec  la  même  facilité  tenir  compte  des  termes  multipliés 
par  les  variables  x,  y,  x\y\.. .  dans  lés  expressions  de  X  et  Y;  pour 
cela  on  y  changera  d'abord  ces  variables  en  5,  j,  x\  j', . . . ,  et  Ton  y 
substituera  leurs  valeurs  trouvées  dans  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires; on  n*aura  ainsi  k  intégrer  que  dès  termes  en  sinus  et  cosinus,  et 
Ton  pourra  même  simplifier  beaucoup  le  calcul  par  des  remarques  sem- 
blables a  celles  que  nous  avons  faites  (7). 

15.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  inégalités  des  nœuds  et  des 
inclinaisons,  lesquelles  dépendent  des  équations  différentielles  du  n^  39 
de  la  Théorie  citée;  mais  nous  réduirons  auparavant  ces  mêmes  équa- 
tions à  une  forme  plus  simple  et  plus  générale  à  quelques  égards. 

En  supposant,  comme  nous  l'avons  fait, 

P  O 

4  =:  "5^  =  9  Sin  W,        «  =  ^  =  0  COSO), 

n  K 

OÙ  $  représente  la  tangente  de  l'inclinaison  et  a>  la  longitude  du  nœud 
ascendant  comptée  depuis  un  point  fixe,  on  a 

.       rfP      PrfR        .        rfQ      QrfR 
Or 


dQ 


d\\ 


=  T' (pj  -  ^)  ix'r -  XX' )  dt  +  T" i^±  -^,y. x"r  - xy" ) dt 


mais 


Qr-Px              Q'r'-PV 
z  = -^ ,      z  = ^, , . . . , 


donc 

y'z  -  rz'=  [^  -  -  j  yr  -  -  xy  +  ^  x  y, 

/P      P'-\      ,     Q    ,       Q'      , 

x'z-xz  ^-l--  —\xx  H-_^',  __,r,'; 
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faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  ds  et  de  du^  et  supposant, 
pour  abréger, 


T''(^~^).[(i*-ii'')r~(*-'^)^] 


on  aura 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  pour  a?,  y^  x\  j', . . .  leurs  valeurs 

rcosg,     rsing,     r'cosg',     r'sing',..., 

et  pour 

I  I  I  I 

les  expressions  en  séries  données  dans  le  numéro  cité,  ensuite  substituer 
partout  les  valeurs  de  r,  q^  r',  y',...  en  p,  j5',.... 

En  négligeant  les  quantités  du  second  ordre  {s^  u,  i ^  u',...  étant  re- 
gardées comme  du  premier,  ainsi  que  a?,  y^  x\  j^', ...),  il  suffira  de 

changer  r  en  r,  ^  en  ^  et  R  en  y[r  ;  ainsi,  à  cause  de 

,_      dt 
dp=  —  > 


r» 


on  aura  alors  simplement 

ds  =  PZsinpdp,    du  =  PZ  cospdpt 

er 

Z  =  T' r'  [(  M  -  m'  )  sin^'  —{s —  s')  cosp'] 

xU^  -  (r,  r')  — (r,  P),  cos(^--^')  — (r,  r'),C0S2(p  —  p')— ...  1 
-h  T"r"[(tf  -  tf")  sin^"-  (5  -  s^)  cosp''] 

xï-pr,  -(r,^)--!^  rn.cos(p-/i'')-(r,r''),coS2(p~^'')-...J 


les  quantités  (r,  F),  (r,  r'),,  (r,  r')a, . . .  étant  les  coefficients  de  la  série 
V.  47 
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qui  représente  le  radical  [r*—  iifr'  cos{p  —p')  -f-  r"]    *,  et  ainsi  des 
autres  fonctions  semblables. 

16.  Si  dans  cette  expression  de  Z  on  développe  les  produits  des  sinus 
et  cosinus,  il  viendra  des  termes  proportionnels  à  sin^  et  cos^,  lesquels 
donneront  par  conséquent,  dans  les  valeurs  de  ds  et  du,  des  termes 
exempts  de  sinus  et  cosinus.  Ce  seront  les  mêmes  que  nous  avons  trou- 
vés dans  l'endroit  cité  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  et  qui  nous 
ont  donné  les  équations  pour  les  variations  séculaires  de  seiw,  et  comme 
l'analyse  précédente  est  indépendante  de  la  condition  dK  =  o,  que  nous 
avions  employée  dans  le  même  endroit,  il  s'ensuit  que  les  équations  dont 
il  s'agit  auraient  également  lieu  quand  même  le  grand  axe  de  l'orbite 
serait  aussi  sujet  k  des  variations  séculaires;  qu'ainsi  notre  Théorie  des 
nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  planétaires  subsiste  indépendam- 
ment de  l'iBaltérabilité  des  distances  moyennes. 

A  l'égard  des  autres  termes,  ils  ne  pourront  donner  que  des  sinus  et  co- 
ainuft  dans  les  valeurs  de  d$  et  du\  nous  les  avons  négligés  dans  les  équa- 
tions du  n^  40  de  la  Théorie  citée»  parce  qu'il  n'était  question  alors  que 
des  variations  séculaires;  mais,  pour  avoir  maintenant  les  valeurs  com- 
plètes àedseidu,  il  faudra  ajouter  ces  termes  aux  équations  dont  il  s'agit. 

Désignons  par  (S)  la  totalité  des  termes  en  sinus  et  cosinus  de  la  va- 
leur de  r*Z  sin)5,  et  par  (U/îa  totalité  des  termes  pareils  dans  la  valeur 

de  r*Z  cos^;  il  faudra  donc  ajouter  respectivement  aux  valeurs  de  ^> 
-^  les  quantités  (S)-^>  (^)^'  ^^  ^otle  que  ces  quantités  formeront  les 

seconds  membres  des  équations  du  numéro  cité,  lesquelles  deviendront 
de  cette  manière 

^  -4-  (o,  i)  («-«')  -4-  (o,  7.)  («_  w")  -f. .  .  .=  i-l, 


?' 


^  -  (o,  1){S-S')-  (o,  2)  (5  -  5")  -  .  .  .  =  ^ 


r' 


et  ainsi  des  autres  équations  semblables. 
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f 

17.  On  appliquera  à  ces  équations  ce  qu£  nous  avous  dit  (13)  relati- 
vement aux  équations  en  x  et  j,  et  Ton  en  conclura  que  si  f,  û,  s\  û\... 
désignent  les  valeurs  de  s^  m,  s\  u\...  déterminées  dans  la  Théorie  des 
variaùons  séculaires,  et  qu'on  suppose 

on  aura  avec  assez  d'exactitude 


=  f{S)dp,     v=f(\])dp. 


et  ainsi  de  a',  v',.... 

Au  reste,  comme  la  quantité  Z  du  n^  15  ne  contient  que  des  termes 
déjà  multipliés  par  s,  u,  s\  u\...,  il  s'ensuit  qu'en  faisant  abstraction, 
dans  TefTet  des  forces  perturbatrices,  des  inclinaisons  des  orbites ,  Icà* 
quantités  dont  il  s'agit  seront  nulles;  par  conséquent  on  aura  aussi  dans 
cette  hypothèse  (S)  et  (U)  nuls,  et  de  Ik 

0"  =  o,     u  =  o, 

et  de  même 

Lorsqu'on  voudra  pousser  l'exactitude  plus  loin,  ce  qui  cependant  ne 
parait  guère  nécessaire  dans  la  Théorie  du  système  planétaire,  il  n'y 
aura  qu'à  substituer  dans  Z  pour  5,  u,  s\  u\...  les  valeurs  déjà  connues 
J,  â,  s\  5',...,  et  intégrer  les  différents  termes  qui  en  proviendront,  sui- 
vant les  méthodes  ordinaires.  Sur  quoi  voyez  ce  que  nous  avons  dit  (7). 

18.  La  pratique  ordinaire  des  Astronomes  dans  le  calcul  des  Planètes 
est  de  chercher  d'abord  le  lieu  dans  l'orbite,  et  de  le  réduire  ensuite  à 
l'écliptique.  Ce  lieu  dépend  de  la  longitude  moyenne /? -h  2  et  des  élé- 
ments de  l'orbite,  c'est-à-dire  du  demi-grand  axe  r,  de  l'excentricité  X  et 
de  la  longitude  de  l'aphélie;  or,  quoique  dans  les  orbites  peu  inclinées, 
comme  celles  des  Planètes,  la  longitude  de  l'aphélie  dans  l'orbite  soit 
presque  la  même  que  sa  longitude  dans  l'écliptique,  que  nous  avons  dé- 
signée par  (p,  si  l'on  voulait  néanmoins  la  déterminer  rigoureusement 

47. 
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par  nos  formules,  il  faudrait  faire  attention  que,  o)  étant  la  longitude  du 
nœud  dans  le  plan  de  projection,  sa  longitude  doit  être  exprimée  par 

/  cosid(ù,  i  étant  l'angle  d'inclinaison;  car  il  est  évident  que,  tandis  que 

le  nœud  avance  de  Tangle  dtù  dans  le  plan  de  projection,  il  n'avance  dans 
le  plan  de  l'orbite  que  de  l'angle  cosi  </co,  qui  est  le  côté  adjacent  k  l'angle  i 
dans  le  triangle  rectangle  dont  d^  est  l'hypoténuse. 

Ainsi,  nommant  Q,  la  longitude  j  cosidtù  du  nœud  dans  l'orbite,  4>  la 

longitude  de  l'aphélie  dans  la  même  orbite,  et  vj  la  latitude  de  cet  aphélie 
comme  dans  le  n®  9  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  et  considé- 
rant le  triangle  sphérique  rectangle  dont  $  — i}  est  l'hypoténuse,  9  —  u, 
tj  les  deux  côtés,  et  i  l'angle  opposé  au  côté  vj,  on  aura  par  les  for- 
mules connues 

• 

sin($  —  û)  =  -; — r»     cos($  — 12)  =  cos(9  —  w)  cosn  ; 

faisant  les  substitutions  du  numéro  cité,  on  aura 

l sin(*  — 12)  =  -p— .,    A cos(<I>  —  û)  =  M  sin&)  -h  N  cos6). 

sini  ^ 

Or 

L  =  (Mcoso.)  —  Nsino))  tang/; 

donc,  puisque 

I  I  / 

-, — -.  =  : :  -f-  lang-? 

sini       tangi  ^2 

la  première  équation  deviendra 

l sin($  —  12)  =  M  cosw  —  N  sinw  -h  L  lang -» 
laquelle,  étant  combinée  avec  la  seconde,  donnera 

Asin$=:Mcos(w--i2)  — N  sin(o)  — i2)H-  Liang-  cosi2. 


Xcos<I>  =  Msin(w  — i2)-f-Ncos(û)  — 12)  —  Llang-sinû. 
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En  ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  équations,  on  aura 

comme  cela  doit  être  d'après  nos  formules  primitives,  et  en  les  divisant 
Tune  par  l'autre  on  aura  la  valeur  de  tang$  en  quantités  toutes  connues, 
puisque  les  angles  ro  et  i  sont  donnés  par  les  formules 

s  =  tangi  sino),     u  •=.  tangi  coso). 

Si  Ton  voulait  au  contraire  déterminer  les  valeurs  de  N,  M,  L  en  X,  $, 
il,  <4),  I,  ce  qui  pourrait  être  utile  dans  quelques  occasions,  on  trouverait 
par  les  formules  précédentes 

N  =:X[cos(<I>—  û)cosw  — sin($  — û)  sinwcosi], 
M  =  X[cos(<I>  —  û)  sinw  -h  sin ($  —  û)  cosw  cosi], 
L  =  Xsin(<I>-i2)sin/. 

19.  Comme  l'objet  final  des  observations  et  des  calculs  astronomiques 
relativement  aux  Planètes  se  réduit  toujours  à  la  détermination  de  leurs 
lieux  rapportés  a  Técliptique,  et  que  cette  détermination  ne  dépend  que 
de  trois  éléments,  de  la  distance  accourcie  ou  rayon  vecteur  de  l'orbite 
projetée,  de  la  longitude  vraie  ou  angle  de  ce  rayon  avec  une  ligne  fixe, 
et  de  la  latitude  ou  angle  du  rayon  vecteur  de  l'orbite  vraie  avec  celui 
de  l'orbite  projetée,  il  sufïira  de  connaître  les  altérations  que  ces  élé- 
ments doivent  subir  par  l'effet  des  variations  périodiques  que  nous  avons 
déterminées. 

Cet  effet  consiste  à  changer  les  éléments  de  l'orbite 


en 

r-hp,     X -+- Ç,     JH-^,     Jh-O",     â-hu, 

et  la  longitude  moyenne^  en^  +  ^r;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  ces  chan- 
gements dans  les  expressions  connues  de  la  longitude  vraie,  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude,  calculées  pour  une  ellipse  invariable.  Par  con- 
séquent, si  q  est  la  longitude  vraie,  rie  rayon  vecteur,  /  la  tangente  de 
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la  latitude,  ces  quantités  étant  exprimées  par  l'angle  j9  du  mouvement 
moyen,  et  par  les  éléments  r,  x.y^  s,  û  supposés  constants,  on  aura,  en 
négligeant  les  carrés  des  corrections  p,  Ç, . . .  dues  aux  forces  perturba- 
trices, 

Correction  de  la  longitude 


dn  dx  ^      dr  ds  du 


dp  dx         dp 

Correction  du  rayon  vecteur 

dr  dr  y      dr   .       dr  dr^  dr 

dp^      d^^      ^  ^       ds  dû  dr^^ 

Correction  de  la  tangente  de  latitude 

—     -h  — Eh-  — J;-t-— (7H-  — u 
dp    ^      dx         û[f  ds  dû 

20.  Les  expressions  de  q^  r,  leiip^  r,  5,...  peuvent  se  déduire  immé- 
diatement des  formules  de  la  Théorie  citQC  (29  et  suivants).  Car,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  quantités  trës-petites  du  premier  et  du  second 
ordre,  ce  qui  suffit  dans  la  recherche  présente,  on  aura 

q=P  -^(B)  cosp  —  (C) sin^  -*-  (D)  cos2^  —  (E)  sin^^, 
où 

(E)  =  -6H--p»-iy- 

2  I   "^  2  ' 

P    o 

de  sorte  qu'en  faisant  les  substitutions  du  n'^2,  et  changeant  M,  N,  r-,  ~ 

en  X,  j,  /,  w,  on  aura 

_        -         —  .    -       Sxr  —  su           _       5(^'  —  r')-4-«'  —  s^    . 
q  =  p -^  nxcosp  —  2^sm^ cos2p i — y sin2p. 


»      • 
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Pour  le  rayon  vecteur  r  de  Torbite  projetée ,  on  aura  d'abord  cette 
série  en  q 

I  -h  jcsing  -\-xcosq—  ( ^ — i j — J  cos2ç 

V^^-^  -j  sm2, ^ j-J, 

laquelle  par  la  substitution  de  la  valeur  précédente  deç  enp  donnera 

I  -hirsin^  -hycosp-h  ( ^ — )  cos2/> 

-(^^r--|sin2p^-— ^~— j— J. 

Enfin,  pour  la  tangente  de  la  latitude»  on  a  Texpression 

-  =  usmq  —  scosq; 


de  sorte  qu'en  substituant  aussi  la  valeur  de  q  enp,  on  aura 

/=  Msinp  —  scosp-¥-  ixû^fl)cos2p  -+-  (^5  — 7^5)sin2^-i-  55-/5. 

Ainsi  Ton  trouvera  par  des  différentiations  partielles  les  valeurs  des 
quantités  d'où  dépendent  les  corrections  cherchées. 

21 .  Si  dans  ces  corrections  on  néglige  d'abord  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbites,  on  aura  simplement  par  les  formules  précé- 
dentes 

dq  dq  ^      dq  .    _ 

dr  dr  „       dr        «        « 

dl  .       dl         .    _ 

et  loules  les  autres  différences  partielles  seroHt  nulles. 
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Donc  : 

1^  La  correction  de  la  longitude  deviendra 

Bj  H-  2^  cos^  —  2v|^  sin^, 
et,  mettant  pour  Ç  et  v|/  les  valeurs  trouvées  dans  le  n^  14,  elle  se  réduira 

2""  La  correction  de  la  latitude  sera  nulle,  puisque  les  quantités  a  eiu 
deviennent  nulles  dans  le  cas  dont  il  s'agit  (17): 
3*^  La  correction  du  rayon  vecteur  sera 

laquelle  par  la  substitution  des  valeurs  de  |  et  v{;  se  réduit  à  p  +  rZ. 

Les  valeurs  de  p,  «r,  V,  E  ont  été  données  dans  les  n^  10,  14;  en  les 
réunissant,  on  aura  ces  formules  très-simples 

Correction  de  la  longitude 


Correction  du  rayon  vecteur 


Ces  formules  représentent  les  inégalités  périodiques  d'une  Planète 
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quelconque  T  troublée  par  une  autre  Planète  T',  la  masse  du  Soleil  étanl 
prise  pour  l'unité;  chaque  Planète  perturbatrice  en  donnera  de  pareilles, 
et  leur  somme  exprimera  l'effet  total  des  perturbations,  en  tant  qu'on  fait 
abstraction  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites;  ce  qui  sufTit 
dans  la  plupart  des  cas.  Le  calcul  ne  sera  pas  plus  difficile,  mais  seule- 
ment un  peu  plus  long,  lorsqu'on  voudra  tenir  compte  aussi  des  termes 
dus  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Quanta  l'application  de  ces  formules  aux  Planètes,  elle  n'aura  d'autre 
difficulté  que  celle  qui  consiste  dans  l'évaluation  des  fonctions  fr,  PJ, 
[r,  r'],, ...  et  de  leurs  différences;  et  nous  avons  aussi  déjà  donné  tous 
les  secours  nécessaires  pour  ce  calcul  dans  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires, à  laquelle  nous  renvoyons. 


y  48 


SUR 


LES  VARIATIONS  SÉCILAIRES 


DKS 


MOUVEMENTS  MOYENS  DES  PLANETES, 


48. 


SUR 


LES  VARIATIONS  SÉCULAIRES 


DES 


MOUVEMENTS  MOYENS  DES  PLANÈTES. 


(Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  1783.) 


Les  observations  ont  fait  apercevoir  des  variations  dans  les  révolutions 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  on  n*a  pu  encore  les  expliquer  par  la  Théo- 
rie de  la  gravitation.  M.  de  Laplace,  ayant  calculé  en  détail  les  termes 
proportionnels  au  carré  du  temps  que  les  forces  perturbatrices  d'une  Pla- 
nète peuvent  introduire  dans  l'expression  de  sa  longitude,  trouva  que 
ces  termes  se  détruisaient  mutuellement,  du  moins  dans  la  première  ap- 
proximation. Ce  résultat  m'a  donné  occasion  de  chercher  rigoureuse- 
ment, et  par  une  méthode  directe,  la  loi  des  variations  du  grand  axe  de 
l'orbite  d'une  Planète  troublée  par  l'action  de  plusieurs  autres:  et  j'ai 
démontré  que  ces  variations  ne  pouvaient  être  que  périodiques,  et  rela- 
tives aux  configurations  des  Planètes  entre  elles;  d'où  il  s'ensuit  que  le 
mouvement  moyen  d'une  Planète  ne  peut  être  sujet  à  aucune  variation 
séculaire,  en  tant  que  cette  variation  dépendrait  du  grand  axe  de  son  or- 
bite; mais  comme  les  autres  éléments,  l'excentricité,  l'inclinaison,  les 
lieux  de  l'aphélie  et  du  nœud  sont  au  contraire  sujets  à  des  variations 
séculaires,  celles-ci  ne  pourraient-elles  pas  influer  dans  le  mouvement 
moyen  et  y  produire  aussi  des  variations  du  même  genre? 
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Dans  la  Théorie  que  je  viens  de  donner  sur  les  variations  périodiques, 
j'ai  fait  voir  que  l'effet  des  variations  des  éléments  de  l'orbite  sur  le  mou- 
vement moyen  n'est  que  périodique  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  pre- 
mières dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons;  et  j'ai  avancé  en 
même  temps,  qu'en  portant  la  précision  jusqu'aux  secondes  dimensions 
de  ces  quantités,  on  trouverait  des  termes  qui  donneraient  des  équations 
séculaires  dans  le  mouvement  moyen.  Il  ne  s'agit  donc,  pour  décider  la 
question  des  variations  séculaires  des  mouvements  moyens  des  Planètes, 
que  d'exécuter  l'analyse  que  nous  avons  indiquée  et  d'en  appliquer  en- 
suite les  résultats  a  chaque  Planète;  c'est  l'objet  du  présent  Mémoire,  qui 
doit  être  regardé  comme  un  supplément  k  la  Théorie  générale  des  varia- 
tions séculaires. 


SECTION  PREMIERE. 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LA  VARIATION  SÉCULAIRE  DU   MOUVEMENT  MOYEN. 

1 .  L'analyse  donnée  dans  la  première  Partie  de  la  Théorie  des  varia^ 
lions  séculaires  fait  voir  : 

!**  Que  l'expression  du  rayon  vecteur,  par  la  longitude  vraie  ou  angle 
décrit  par  ce  rayon  sur  un  plan  fixe,  est  la  même,  soit  que  les  éléments 
de  l'orbite  soient  constants  ou  variables;  et  qu'il  en  est  de  même  pour 
l'expression  différentielle  de  ce  rayon; 

2^  Que  la  même  chose  a  lieu  pour  l'expression  de  la  latitude  par  la 
longitude,  ainsi  que  pour  b  différentielle  de  cette  expression; 

3®  Qu'à  l'égard  de  l'expression  de  la  longitude  moyenne  par  la  longi- 
tude vraie,  il  n'y  a  que  sa  différentielle  qui  soit  la  même  pour  les  élé- 
ments constants  ou  variables;  l'expression  finie  doit  être  différente  à 
raison  de  la  variabilité  des  éléments  (29  et  suivants). 

2.  L'équation  différentielle  entre  la  longitude  moyenne  p  et  la  longi- 
tude vraie  q  est  de  la  forme 

dp  =f  q  )  dq. 


i 
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/{q)  étant  une  fonction  algébrique  de  sinus  et  cosinus  de  q,  dans  laquelle 
les  éléments  de  Torbite  entrent  comme  coefficients.  Soit  F(^)  Tintégi^ale 
de/{q)dqf  en  regardant  ces  éléments  comme  constants;  on  aura  alors 

d'où  Ton  tire 

c'est  l'expression  de  la  longitude  vraie  par  la  moyenne  dans  les  orbites 
invariables. 

Lorsque  l'orbite  est  variable,  ¥{q)  ne  sera  plus  l'intégrale  exacte  de 
/{q)dq;  car  la  différentielle  de  F{^)  contient,  outre  la  partie /(y)  t/y 
due  à  la  variabilité  de  q,  encore  celle  qui  vient  de  la  variabilité  des  élé- 
ments; de  sorte  qu'en  dénotant  celle-ci  par  la  caractéristique  d,  et  la  dif- 
férentielle totale  par  la  caractéristique  ordinaire  d,  on  aura 


donc 


ou 


d¥(q)=f{q)dq^i¥(q); 


f(q)dq=  dp  =  d¥(q)--i¥(q). 


dp'hd¥{q)  =  d¥{q). 


et,  intégrant, 


/■ 


dF{q)=r.F(q), 


équation  d'où  l'on  tirera  ensuite 

« 

On  voit  par  là  que  la  variabilité  des  éléments  de  l'orbite  ne  fait  qu'ajou- 
ter à  la  longitude  moyenne  p  la  quantité  1  ^¥{q);  c'est  celle  que  nous 

avons  dénotée  par  2  dans  le  Mémoire  précédent;  en  sorte  que  l'on  aura, 
en  général , 

dlz=d¥{q). 


•^..  I 
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3.  Donc  la  détermination  du  lieu  d'une  Planète  dans  une  orbite  va- 
riable et  troublée  par  Faction  des  autres  Planètes  dépendra  des  mêmes 
formules  que  si  les  éléments  de  l'orbite  étaient  constants,  pourvu  qu'on 
y  prenne  p  -hl  pour  la  longitude  moyenne. 

Or  l'angle  p  dépend  du  temps  et  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse  de  la 
même  manière  que  si  cet  axe  était  constant,  puisqu'on  a,  en  nommant  r 
le  demi-grand  axe, 

dp=-i\ 

et  nous  avons  vu  que  la  valeur  de  r  ne  saurait  jamais  contenir  des  inéga- 
lités séculaires,  de  sorte  que  la  valeur  de  l'angle/?  n'en  saurait  contenir 
non  plus;  donc,  si  l'angle  p-hl,  qui  doit  faire  la  fonction  de  longitude 
moyenne,  peut  contenir  des  variations  séculaires,  elles  ne  peuvent  venir 
que  de  la  quantité  1\  ainsi  tout  se  réduit  à  examiner  si  cette  quantité ^ 
peut  contenir  de  pareilles  inégalités. 

On  suivra  pour  cela  une  méthode  semblable  à  celle  par  laquelle  nous 
avons  recherché  les  inégalités  séculaires  des  éléments  de  l'orbite;  on  dé- 
veloppera la  valeur  de  la  différentielle  dl  en  séries  de  sinus  et  cosinus 
d'angles  multiples  des  longitudes  moyennes,  et  l'on  ne  retiendra,  après 
toutes  les  substitutions  et  réductions,  que  les  termes  qui  se  trouveront 
débarrassés  de  tout  sinus  et  cosinus  de  ces  angles. 

4.  On  commencera  donc  par  chercher  la  valeur  de  la  fonction  Y{q)\ 
ensuite  on  la  différentiera,  en  y  faisant  varier  seulement  les  quantités 
dépendantes  des  éléments  de  l'orbite,  et  l'on  y  substituera,  k  la  place  des 
différentielles  de  ces  quantités,  leurs  valeurs  données  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires;  on  aura  ainsi  l'expression 
générale  de  dl\  et  comme  nous  avons  vu  dans  le  Mémoire  précédent  que 
les  termes  qui  peuvent  donner  des  variations  séculaires  dépendent  des 
secondes  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  il  faudra,  dans 
le  développement  de  la  fonction  F  (y),  pousser  la  précision  jusqu'aux 
troisièmes  dimensions  de  ces  quantités  inclusivement;  c'est  ce  qui  rend 
le  calcul  long  et  épineux,  par  l'attention  qu'il  faut  y  avoir  pour  n'omettre 


i 
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aucun  des  termes  qui  peuvent  donner  des  équations  séculaires.  Pour  le 
simplifier  autant  qu'il  est  possible,  nous  ferons  d'abord  abstraction  de 
rinclinaison  de  l'orbite;  nous  verrons  ensuite  comment  les  formules 
trouvées  pour  ce  cas  s'appliquent,  en  général,  aux  orbites  dont  la  posi- 
tion est  variable;  et  nous  donnerons  même  à  cette  occasion  une  nouvelle 
analyse  pour  la  détermination  des  variations  séculaires  des  éléments  de 
l'orbite. 

5.  Ayant  déjà  donné  dans  le  Mémoire  précédent  (1)  l'expression  gé- 
nérale de  F(y),  exacte  jusqu'au  degré  de  précision  (|ui  est  nécessaire 
dans  la  recherche  présente,  nous  nous  contenterons  de  l'emprunter,  en 
y  effaçant  seulement  les  termes  affectés  des  quantités  P  et  Q,  lesquelles 
deviennent  nulles  dans  l'hypothèse  tle  l'orbite  non  inclinée. 

On  aura  donc 

^     ,  ^  ^   .  3MN  3(N'-M')    , 

X cos3^  H sin39, 

et  la  différentielle  prise  en  faisant  varier  M  et  N  et  regardant  q  comme 
constante  sera  la  valeur  de  dl. 
De  sorte  qu'on  aura 

3M 
rf2=  — 2  cosg</M  —  sin^  JN isinagrfM -4- cosî^^rfNy 

3N 
A — 1-   cos2^rfM  —  sin^^^Ni  —  î?.MNfsin3^rfM  -4-  ros3^c/N 

H-iM*  — N^     cos3^c/M  —  sin37f/N  . 

Les  valeurs  de  rfM  et  rfN  ont  été  données  dans  le  n^  41  de  la  Théorie  des 
variations  séculaires  '* ,.  Dans  le  cas  présent,  les  termes  qui  contiennent  z 
doivent  disparaître,  puisque  z  est  Tordonnée  perpendiculaire  au  plan  de 
projection;  les  valeurs  dont  il  s'agit  se  réduisent  alors  a  la  forme  de  celles 
du  n®  42  de  la  même  Théorie;  de  sorte  qu*en  prenant  p  pour  dénoter  le 

(*)  Fotr  à  la  page  176  de  ce  volume. 

V.  49 
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rayon  yecteur  k  la  plaee  de  la  lettre  r  que  nous  eonserverons  pour  expri- 
mer le  demi-grand  axe,  on  aura 


</M  =  — 


dQ  .       [.    dQ.    .  dQ.         \ 

d^  cos^rfp  +  (^ap^  sinv  -  p'  ^  cosçj  dq, 

donc,  faisant  ces  substitutions  et  réduisant,  on  aura 
jv        dQ.  ,  ,rfû  j 

3M/rfi2    .       ,  dH  ,         ,fi^i2     .       ,  \ 

3N  /rfû  ,  rfiî    .       .         ,dQ  ,  \ 

'^~\di  ^^^Ï^P  "^  ""P  rfç"  ^*"9^«  '^^  'dp  cosgdqj 

-+-  9.Mn  l-j-  siniqdp—  '^P'-j-  cosiqdq  ■+-  p  ~j-  smiqdq\ 

.M     /dH  ,  c/û    .  ,  rfil  ,  \ 

-♦-  (N*—  M*)  (  -T—  cosT^q dp  4-  '^p-f  siiïTLqdq  -^  P^-r-  cosiiqaqu 

expression  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

en  faisant 

A  =  2  H sing  H cosq  -f-  2MNsin2^  —  (M*  —  N*)cos2ç, 

B  =  3N  sinç  —  SMcos^  —  2(M^  —  NM  sina^  —  4MNcos2^. 

6.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  cette  formule  les  valeurs  de  p 
et  q  exprimées  par  la  distance  moyenne  r  et  par  le  mouvement  moyen/?; 
et  comme  nous  tenons  compte  des  secondes  dimensions  de  M  et  N,  il 
faudra  aussi  y  avoir  égard  dans  les  valeurs  dont  il  s'agit.  Or  nous  pou- 
vons emprunter  pour  cet  objet  les  expressions  données  dans  le  n**  20  du 
Mémoire  précédent,  en  y  changeant  a?  et  j  en  M  et  N,  et  y  faisant  s,  u 
nuls,  puisque  nous  regardons  Tinclinaison  comme  nulle. 
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Ainsi  à  la  place  de  q  il  faudra  substituer 

^    „  ^   .  5MN  5(M>-N»)    . 

p  4-  2M  COS/I  —  1?S  S\ï\p C0S2/I ^^ 7 ^  8102/;, 

et  à  la  place  de  p 

r  I  n-  M  sin/i  4-  N  cos/?  H coso.p  —  MN  sin2/^  h j  - 

A  la  vérité  il  faudrait,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  commence- 
ment de  ce  Mémoire,  mettre  dans  ces  expressions/?  H-  2  à  la  place  de /i; 
mais  :  i®  on  peut  retenir  pour  plus  de  simplicité  la  seule  lettre/?,  en  se 
souvenant  qu'à  la  rigueur  elle  doit  être  augmentée  de  Z;  2*^  comme  nous 
ne  cherchons  pas  la  valeur  entière  de  dl,  mais  seulement  les  termes  de 
cette  valeur  qui  doivent  être  indépendants  de  tout  sinus  et  cosinus  de  /i, 
il  est  indifférent  pour  le  résultat  du  calcul  de  mettre  /?-i-2  k  la  place 
de/i  ou  non. 

Pour  avoir  les  valeurs  de  dq  et  dr,  on  différentiera  les  expressions  pré- 
cédentes, en  n'y  faisant  varier  que/?,  puisque  nous  avons  vu  que  les  dif- 
férentielles sont  les  mêmes  que  si  les  éléments  étaient  constants. 

De  sorte  qu'on  aura  pour  dq 

1 1  —  2Msm;;  —  2NCOS/?  -h  5MN  sm2/> ■ cos^/^j  a/>, 

€t  pour  dp 

r(Mcos/?  —  Nsin/>  —  (M*—  N*)sin2/i  —  2MN  cos2/?)É(p. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  A  et  B  du  numéro 
précédent,  elles  deviendront,  aux  troisièmes  dimensions  près  de  M  et  N, 

,  3M    ,  3N  ^^   .  M'~N'  .    3(M»-f-N') 

B=  3N sinp  —  3M cosp  -+-  (M'—  N*)  sin2p  -4-  2MN  cos2/i. 

49- 
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Ensuite  on  aura  pourp^  l'expression 

[M*  -+-  N^  "1 
1  —  Msin;?  —  N  cos/> -h  2MNsin2/i--  (M*  — N*)cos2/> j 

et  pour  p^dq  celle-ci 

.  (,  _  «^) .,. 

De  sorte  que  la  quantité  Ap^dq  deviendra,  en  négligeant  toujours  les 
troisièmes  dimensions  de  M  et  N, 

/         3M    .            3N               „^    .              M^-N^               .    M^-f-N>\    . 
rM2  H sinp  H cosp  —  MN  sinzp  h cos2/i  H i  ap, 

la  quantité  Adp  deviendra 

r    2MCOS/1  —  2Nsin/i—  j  (M'  —  N*)sin2p MN  cos2p    rf/>, 

et  la  quantité  Bpdq  deviendra 

r\  3Nsinp—  3Mcos/>  -4-  5MN  cos2/i  h —  (M*  —  N')  sin2/i    dp. 

Donc  enfin,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  dl  du  nu- 
méro précédent,  on  aura 

dl          dQ/        3M    .           3N                    '  .             M'-N'                 M'-hN'\ 
-7—  =  H  -7-  (  2 H sm/iH cosp  —  MN  sin ip h cos 2p -h j 


dQ 
dq 


Nsinp  —  M  cos/?  -f-  y  (M'—  N^  sin 2/1  -h  -  MNcos?./; 


7.  Il  ne  reste  plus  qu'a  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  fonction  iî, 
qui  par  le  n*^  5  est  (42,  Théorie  citée) 


Q. 


^j,  rpcos(v-v^)  _  J  1 

L  9"  v^p'-2pp'C0S(7-^')-+-p'd 

L  P"'  ^/p^~2pp"cos((7-ç'0+p"d 
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T',  T",...  étant  les  masses  des  Planètes  perturbatrices  exprimées  en  par- 
ties de  celle  du  Soleil,  p\  q\  p'\  y",...  désignant  des  quantités  analogues 
à  p,  y,  pour  les  Planètes  T',  T",.... 

Comme  cette  fonction  îî  n'entre  dans  l'expression  de  dl  que  sous  la 
forme  linéaire,  et  qu'elle  est  composée  d'autant  de  formules  semblables 
qu'il  y  a  de  Planètes  perturbatrices,  il  est  clair  que  la  valeur  totale  de  dl 
pour  plusieurs  Planètes  perturbatrices  sera  toujours  la  somme  des  va- 
leurs particulières  et  semblables,  dues  à  chacune  de  ces  Planètes;  de 
sorte  qu'il  suffira  de  n'avoir  égard  d'abord  qu'à  l'action  d'une  seule 
Planète. 

De  plus,  si  l'on  représente  par  r(i  -ha)  et  p-h ^  les  valeurs  de  p  et 
de  q  données  dans  le  numéro  précédent,  les  quantités  a  et  |3  seront  de 
l'ordre  de  M  et  N,  et  comme  dans  les  substitutions  dont  il  s'agit  nous 
n'avons  besoin  que  d'avoir  égard  aux  secondes  dimensions  de  M,  N,  il 
est  clair  que  ces  substitutions  se  réduiront  a  changer  d'abord  dans  12,  p 
en  r,  q  en/?,  et  à  y  faire  croître  ensuite  r  de  ra,  p  de  (3,  en  poussant  la 
série  jusqu'aux  secondes  dimensions  de  a,  |3. 

8.  On  fera  donc  simplement 


£2 


^ p frcos ip—p'^ }_ 1 

L  '*'  v^r»~—  2  rr'  cos(p  ~  >'  )  l^~r'''\ 


les  quantités  r,  r  étant  les  demi-axes  ou  les  distances  moyennes,  et  p, 
p'  les  angles  du  mouvement  moyen;  et  l'on  aura,  pour  la  fonction  il  dont 
il  s'agit,  cette  transformée 

^        dQ  ,dQ    ,      dQ^      dil  ^, 

^^'Tr^'^'^dP^^dp^-^df'^ 


,       r''  d'Q    „       I  rf^li  ^,       1  rf^li  ^, 


H  d'Q 

1    dr^  **    '     2    dr'^  **    ^   2  rfp*  ^  ^  2  dp 

drdr'  drdp    ^         drdp'    ^ 

,    d'il      ,^        ,    d'U,      ,^,        d'il    ^^, 
^  '  df^dp  ^^-^''  dFd^  ^^^d^'  f^P'- 


;^^v  ^     _j^  .^JUjUriOMS  SÉCULAIRES 

i.  Je  ^  et  ^  »  il  n'y  aura  qu'à  changer, 

...^.  *^*wlltneûen^,^. 

^.a^M^twrs  dans  la  formule  du  numéro  précédent,  et  né- 
,i.^  ;i5»KH«!i>»  de  M,  N,  a,  ]3,  a',  j3'  au-dessus  du  second  degré. 


V    - 


.•^  «» 


■^  .  »  ,     — siap-i cos/>— MNsin2/»  + cosi>.p-\ 1 

.    Wil         ,  d'il     ,       d'Q  ^       d'il    -A/        3M   .  3N  \ 

(     tPil    ,       „    d'il    _,,        d'Q   „,        (fQ    -„ 
■^'''V'-dF''^'-'^FTr-'''^dr-dP^'^didiP'^ 

,    d'Q        ,  d'Q      .  d'Q      ., 

^''"'WdF''*^^^''dFTp''^^^'di^p''^ 

,     d'Q       ,a  ,      d'il        ,-,  d'Q.      „,\ 

^^'lFJFd^'^^^^''dFdFTp'^^-^'d-Fdfip^^} 

rfû  r  5  5  1 

-h  r^  j  Nsin'/y  —  Mcos/»  -h  j  (M*  —  NMsin2/i  -h  -  MNcosa/?  j 


-f-r  (  r 


Or  on  a  par  le  n**  6 

M'  —  N'                                       M^  -4-  N^ 
a  rrM  sin/>  -i-  N  cosp  H cosoLp  —  MN  sin?./;  -h  ^^ 


5MN                   5<  M^—  N') 
P  =  2(Mcos/i  —  N  sinp) —  cosx/i — y — --'-  sin2/>, 

et,  marquant  toutes  les  lettres  d'un  trait,  on  aura  la  valeur  de  a\  p. 
De  plus,  si  Ton  développe  la  fraction  irrationnelle 

_  1^ 
en  une  série  de  cosinus  de  multiples  de  p  — /?',  et  qu'on  représente  cette 
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série  comme  dans  le  Mémoire  précédent  par 

la  fonction  il  deviendra 

-TT[r,r']  4-  ([r,r'l-  ^j  cos(p— /?')  -f- [r,  r'],  cos2(/i  — /i' ) -h . . . 

Ainsi  il  faudra  encore  faire  ces  substitutions  dans  la  valeur  précédente 

de  -T—'i  mais  comme  nous  ne  cherchons  que  les  termes  exempts  de  sinus 

et  cosinus,  nous  observerons  que  les  différences  de  12,  qui  se  trouvent 
dans  la  valeur  dont  il  s'agit,  ne  peuvent  donner  de  ces  sortes  de  termes 
qu'autant  que  leurs  multiplicateurs  contiendront  des  termes  de  la  forme 
de  ceux  qui  entrent  dans  les  expressions  de  ces  différences. 

Par  cette  considération  on  pourra  donc,  en  substituant  les  valeurs  de  a, 

/3,  a',  |3',  réduire  d'abord  la  valeur  de  ^  à  celle-ci 


dp  ~       dr 


r'  -.-[-^-^  —--)  -^''-d?^  (^'  -^  N') 


r^r'  Sj-,  (M"  -h  N'V  -f-  r'/"  ^^^  (M'sin/i'-+-  N'cos/i')' 


3r'r'     d'il         ^^^^ 
7.      drdr' 


'  ,  a^'?)  (Msin/i-f  Ncos/>)(M'sin;?'-i-N'cos/i') 
^  (3r'^^^-f-4r'^^|;7)(Msin/i^Ncos/>)(M'cosp'--N'sin/i') 
^  1^''''''  TrWTp'  ''^'dFdJi)  (Mcos/;-Nsin/>)(M'sinp-4-N'cos|^') 
^  (^'•'  dJ^id^  "  '^^)  (Mcos,.-Nsinp)(M'cos/-N'sin,.'). 
Donc  enfin,  substituant  la  valeur  ci-dessus  de  11,  développant  les  pro- 


mt  SCI  LE5  TAftiATlOSS  StClTLAIIES 

hue»  4^  «iM»  <rt  <:»ïsni»,  t%  ut  Ktaaai  «fse  le»  iciti.  tout  constants. 


I 


îr^  d-'r^r  ^  r.r'     IF  —  > 


^.^    ^-^-*^» 


drdr  érdr 


•» 


mr-t-NTs' 


-  L'^' Tr <^ rfrî ^  J  — T— 


[B^=^^^^^^^-(>.^l-;^Ok 


NN' 


4 

9.  Dans  cette  équation  les  ternies  qui  ne  contiennent  point  les  fonc- 
tions [r,r',,  Tr,  r'j,  se  détruisent  mutuellement;  effaçant  donc  ces 
t^^rmes,  et  changeant  les  lettres  M,  N  en  x,  v,  comme  on  en  a  usé  dans 
la  Théorie  des  variations  séculaires,  on  -aura  une  équation  de  cette  forme 

dl 
dans  laquelle 

(  O  ;  =  ~  T    2  r^  —^-7 ^  1 

ar 


DES  MOUVEMENTS  MOYENS  DES  PLANÈTES.  393 

^""^^       *    y   "^     drdr'    ^     2       drdr'^)' 

■^''        dr'      "^      8"     drdr'  2       dr'dr'J' 

Cette  équation  donnera  la  variation  séculaire  2  du  mouvement  moyen 
d'une  Planète  T  troublée  par  l'action  d'une  autre  Planète  quelconque  T', 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  l'unité  des  masses  des  Planètes. 

S'il  y  avait  une  seconde  Planète  perturbatrice  T",  il  n'y  aurait  qu'à 

ajouter  à  la  valeur  de  t-  une  autre  partie  composée  des  mêmes  termes 

que  ceux  qui  répondent  à  la  Planète  T,  mais  dans  lesquels  les  lettres 
affectées  d'un  accent  le  seraient  de  deux,  et  ainsi  de  suite  (7), 

10.  Pour  faire  usage  de  l'équation  précédente,  il  n'y  aura  qu'à  substi- 
tuer pour  X,  j,  x',  j',...  les  valeurs  déterminées  dans  la  Théorie  des  va- 

/// 
nations  séculaires,  et  comme  é^  =  —  (3),  on  aura,  en  multipliant  par  dt, 

r' 
une  équation  intégrable,  puisque  les  distances  moyennes  r,  r',...  sont 
des  quantités  constantes. 

Or  nous  avons  vu  dans  la  Théorie  citée  que  les  expressions  de  x,  r, 
x\y\.,.  sont,  en  général,  de  la  forme 


A  sin(«/-i-a)-f-  B  sin(6/.-f- (3)  H-  Csin(c/H-y) 
A  cos(«/-+-a)H-  Bcos(6/-l-  (3)  -i-  CcoscZ-i-y) 
A'sinfa/  -+-  a)  -h  B' sin(6/  -h  (3)  H-  C'sin(c/  -4-  y)  -h . . . 
A'ros(a^  -f- a)  H-  B'cos(6/ 4- (3)  H- C'cos(c/ -I- y) -h. . . 


le  nombre  des  termes  étant  toujours  égal  à  celui  des  Planètes  qui  agissent 
les  unes  sur  les  autres. 
Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  la  valeur  de  ^^  il  en  résultera  : 

V.  5o 
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I®  des  termes  sans  sinus  ni  cosinus;  a®  des  termes  proportionnels  aux 
cosinus  des  angles 

(fl  — 6)/-f-«— P,    (a  — c)/-ha  — y,     (4  —  c)/-f- p  — y,-. ., 

et  qui  étant  multipliés  par  dt  seront  tous  intégrables. 

Il  js'ensuitde  là  que  la  valeur  de  2  se  trouvera  composée  de  deux  sortes 
de  termes,  les  uns  rigoureusement  proportionnels  à/?,  et  qui  se  confon- 
dront par  conséquent  avec  le  mouvement  moyen  et  uniforme  de  la  Pla- 
nète; les  autres  proportionnels  aux  sinus  des  angles  (a  —  ^)  <  +  a  — 13, 
(a  — c)r  +  a  — 7,...,  et  dont  les  coefficients  seront  beaucoup  plus 
grands  que  ceux  des  cosinus  correspondants  dans  Féqualion  différen- 
tielle, puisque  Tintégration  les  aura  augmentés  dans  la  raison  de  a  —  6, 
a  — c,...  k  I.  Ces  termes  donneront  donc  de  véritables  équations  sécu- 
laires dans  le  mouvement  moyen  de  la  Planète;  et  il  ne  s'agira  que  de 
voir  si  elles  sont  assez  sensibles  pour  être  aperçues  par  les  observations. 

f  1.  Nous  avons  fait  abstraction  jusqu'ici  de  Finclinaison  des  orbites, 
de  sorte  que  la  formule  trouvée  n*a  lieu  que  pour  le  cas  où  la  Planète 
troublée  et  les  Planètes  perturbatrices  seraient  mues  dans  un  même  plan 
fixe.  Il  faut  donc,  pour  ne  rien  laisser  k  désirer,  voir  encore  ce  qui  peut 
résulter  de  Tinclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  surtout  de  la  variation 
de  cette  inclinaison.  On  pourrait  pour  cela  employer  la.valeur  complète 
de  ¥{q)  donnée  dans  le  Mémoire  précédent,  et  avoir  égard  dans  le  calcul 

P   O 
aux  quantités  -o  ^  ^  ^t  à  leurs  variations  déterminées  dans  la  Théorie  des 

varicuions  séculaires;  mais  il  sera  beaucoup  plus  simple  de  considérer 
immédiatement  Torbite  réelle  de  la  Planète,  et  de  chercher  la  variation 
du  mouvement  moyen  d'après  celles  des  éléments  de  cette  orbite.  Pour 
cela  il  faut  commencer  par  déterminer  ces  variations;  c'est  à  quoi  on 
peut  parvenir  directement  et  facilement  par  tes  principes  donnés  à  la  fin 
de  la  première  Section  de  la  Théorie  citée. 

12.  Soit  p  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  réelle  de  la  Planète,  q  la  longi- 
tude vraie  dans  cette  orbite^  9  la  longitude  de  l'aphélie  prise  aussi  sur 
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rorbite,^  Texcentricité  et  x  le  demi-paramètre;  on  aura,  comme  on  sait, 
pour  l'équation  de  Torbite  elliptique 

-=:i  —  Xcos(ç  — 9), 

r 

laquelle»  en  faisant 
devient 

(a)  -  =  I  —  msin^  —  ncos^. 

De  plus,  cette  orbite  étant  décrite  par  une  force  centrale  —>  comme 

le  sont  celles  des  Planètes  en  prenant  la  somme  des  masses  du  Soleil  et 
de  la  Planète  pour  Tunité,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  aires, 

(6)  p^dq  =  dt^. 

La  valeur  de  dp  doit  être  la  même,  soit  que  l'orbite  varie  ou  non  ; 
ainsi,  en  différentiant  l'équation  (a),  on  aura  d'un  côté 

(c)  — ^  =(mcosj  — nsin^)rf^, 

r 

et  de  l'autre 

(d)  — :=^— sïn  a  dm -^  cosgdn. 

9 

En  substituant  dans  l'équation  (c)  la  valeur  de  <i^  tirée  de  l'équation  (6), 
elle  devient 

(e)  //     ^  '^  ^^^9  "~  '*  sm^. 

m 

13.  Pour  que  cette  équation  appartienne  à  l'orbite  troublée,  en  y  re- 
gardant les  éléments  x,  m,  n  comme  variables,  il  faudra  que  sa  différen- 
tielle satisfasse  aux  équations  différentio-diffërentielles  de  cette  orbite, 

5o. 
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lesquelles  sont,  par  rapport  aux  coordonnées  rectangles  x^  y^  s, 

X,  Y,  Z  étant  les  forces  perturbatrices. 
Ainsi,  comme 

p  =  ^ÏM- /*  -f-  J', 

et  par  conséquent 

j       xdx-^YdY-hzds 
apz= ^^—^ f 

9 

il  n'y  aura  qu'à  substituer  dans  la  différentielle  de  Téquation  {e)  pour 

d*x    (Pjr    d^z 
dt'  '  IF*  10 

les  valeurs 

-^-X,     ~^-%     ---Z. 
9  9  9 

Mais,  puisque  la  variabilité  des  éléments  ne  vient  que  des  forces  pertur- 
batrices, il  s'ensuit  que  les  termes  affectés  de  d%,  dm^  dn  et  de  X,  Y,  Z 
doivent  former  une  équation  à  part,  celle  composée  des  autres  termes 
devant  subsister  d'elle-même,  parce  que  l'équation  dont  il  s'agit  satisfait 
par  l'hypothèse  aux  équations  de  l'orbite  invariable. 

Il  n'y  aura  donc  qu'à  faire  varier  dans  l'équation  [e)  les  éléments  x, 
m,  n  et  les  différences  dx^  dy^  dz,  et  substituer  simplement  —X,  —Y, 

—  Z  à  la  place.de  -t^>  -^9  -^\  ce  qui  donnera  sur-le-champ  celle-ci 

^(X^  -h  Yr-f-Z«)  H ^—=i  =^cosqdm  —  sinadriy 

OU  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

et  substituant  pour  dty/xsai  valeur  p^dq  de  l'équation  (6), 

cosq  dm  —  sinq  dn  =:  -—^ ^pdq. 
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Et  cette  équation  combinée  avec  l'équation  {d)  donnera  les  valeurs  de 
dm  et  dn;  on  aura  ainsi 

dm=^^sïnq^  (J^  -  <S>p  dq^  cos,, 
dn  =  -^  cosq  -  (^  -cDprf,)  sin^. 

14.  Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  dk;  on  la  tirera  de  Téqua- 
tion  (6),  en  y  appliquant  le  même  raisonnement  que  nous  venons  de  faire 
sur  l'équation  {e).  Ainsi,  comme 

*■"    dt'  ' 
et  que 

p^dq^  -h  rfp»  =  dx^  -+■  dy^  -h  rfz% 

puisque  ces  deux  quantités  expriment  également  le  carré  de  l'élément 
de  l'espace  parcouru,  que  par  conséquent 

p*dq^  =  p^[dx^  4-  dy^  -f-  dz^)  —  (pdpY, 

il  s'ensuit  qu'on  aura  la  valeur  de  du,  en  faisant  varier  dans 

p*{dx^  -f-  dy^  -h  dz^)       (xdx  -¥■  ydy  H-  zdz  Y 
dï^  do 

m 
é 

les  différences  dx^  dy^  dz  seulement  et  substituant  ensuite  —X,  —Y, 

r,  d^x    d^r    d^z 

-Zpour-^,^,;^- 

Donc,  faisant,  pour  abréger, 


\dx  H-  Ydy  -f-  Zdz  =  (rfû). 


on  aura  sur-le-champ 


[g)  dx  =  2<l>p  dp  —  2p»(rfû), 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  les  deux  équations  (/)  ci-dessus. 
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Cherchoiis  maioteimnt  les  valeurs  de  0  et  de  {dU).  Ed  ne  supposant 
qu'une  seule  Planète  perturbatrice  1%  on  a 

(7'  exprimant  la  distance  rectiligne  d'une  Planète  à  l'autre,  et  a/fy\  z\  p' 
étant  pour  la  Planète  T  ce  que  x^  y^  z,  p  sont  pour  la  Planète  troublée  T. 
S'il  y  avait  plusieurs  Planètes  perturbatrices  T',  T"",  •  •  «  »  chacune  donne- 
rait des  formules  semblables  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z. 
On  aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs, 

15.  Maintenant,  puisque  ^  est  la  distance  rectiligne  entre  la  Planète  T 
et  la  Planète  T,  on  aura,  par  les  coordonnées  rectangles, 

D'un  autre  côté,  si  l'on  nomme  £  l'angle  intercepté  entre  les  deux  rayons 
p  et  p',  en  considérant  le  triangle  rectiligne  dont  p,  p',  q'  sont  les  trois 
côtés  et  où  6  est  l'angle  opposé  au  côté  or",  on  aura  aussi 

a'*  =  p'-4-p"—  app'cose; 

de  sorte  qu'en  comparant  cette  expression  de  (t'*  k  la  précédente,  on  aura 

xa/ -^yjr'  -4-  zz'  =  pp'  cose; 

et  comme  cette  équation  est  indépendante  d'aucune  relation  entre  la  po- 
sition des  deux  Planètes,  elle  aura  lieu  aussi  en  supposant  que  la  Pla- 
nète T  avance  infiniment  peu  dans  son  orbite,  auquel  casa?,  j,  z,  p  de- 
viennent   • 

X  -♦-  dXf    y-hdy,    z-k-dz,    p  -4-  rfp, 

et  cos  €  deviendra 

cose  -f-dcosc; 
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ainsi  Ton  aura  par  là 

x^dx-^y'dy  -f-  z^dz  =  p'cose  dp  -h  pp' 4  cose; 

mais  il  faut  encore  déterminer  la  valeur  de  coss  et  de  i  cose. 

Pour  cela,  si  Ton  imagine  que  du  centre  des  rayons  vecteurs  p,  p'  on 
mène  au  point  d'intersection  des  deux  orbites  un  troisième  rayon,  et 
qu^ensuite  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite  du  même  centre  on  trace 
trois  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  les  trois  rayons  dont  il  s'agit,  il 
est  visible  que  l'un  de  ces  arcs  sera  £,  que  les  deux  autres  seront  les  dis- 
tances des  deux  Planètes  au  nœud  commun  de  leurs  orbites,  et  dans  le 
triangle  sphérique  formé  par  ces  trois  arcs,  l'angle  opposé  au  côté  s  sera 
l'inclinaison  mutuelle  des  orbites. 

Par  conséquent,  si  Ton  nomme  iq  cette  inclinaison  et  ^  la  longitude  du 
nœud  commun,  en  sorte  que  ^  —  ij^  et  q'—  ^  soient  les  distances  des  Pla- 
nètes a  ce  nœud,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  triangles  sphé- 
riques, 

cose  =  cos(fl  -r-  v^)cos(ç'--  'D  -K  cosn  sin{g  —  vj^)sîn(fl'—  ^); 

or,  tandis  que  la  Planète  T  se  meut  infiniment  peu  dans  son  orbite,  il  n'y 
a  que  l'angle  q  qui  varie,  les  autres  quantités  ^,  iq,  9'  demeurant  con- 
stantes; d'où  il  suit  que  la  variation  de  cose,  que  nous  avons  désignée 

ci-dessus  par  dcoss,  devra  être  exprimée  par  -^ —  dq. 

16.  Substituons  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  expres- 
sions de  $  et  de  (rfîî)  du  n^  14;  on  aura,  en  retenant  le  cose  pour  plus 
de  simplicité. 


V         ^'  P'W 


,         /  .  ,rfcose   ,  ,    .     rfcose   , 

pdp  —  p  coscap  — pp  — 1 —  dq       coseap  -f-  p— t —  aq 

(rfû)  =  T'\ ^^ «2 -. pj-^ï— 


Si  donc  on  fait 
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on  aura,  à  causé  de 

0^=  ^p*—  2  pp' cos  e -4- p'* 

et  de  cos€  fonction  de  q  sans  p, 

.        dSL      ,,^^      rfû  .       dQ  , 
*  =  Pdp'     (^û)=dp-^P-^rf^^«- 

Donc  Téquation  (g)  du  n^  14  donnera  par  ces  substitutions 

et  enfin,  substituant  cette  valeur  de  du  ainsi  que  celle  de  $  dans  les  équa- 
tions (/)  du  même  numéro,  on  aura 

,  dQ  ,       (     dQ    .  dû         \    , 

dm=—^  cosqdp  -4-  ^2p^  sin^  - P*^  cos^j  dq, 

expressions  qu'on  voit  être  die  la  même  forme  que  celles  de  rfM  et  rfN  du 
n°5. 

Et  a  l'égard  de  la  fonction  12,  on  voit  qu'elle  est  aussi  de  la  même 
forme  que  celle  du  n®  7,  si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  l'angle  y  —  y'  il  y  a 
l'angle  £;  mais  ces  deux  angles  sont  d'ailleurs  analogues  entre  eux,  puis- 
qu'ils expriment  également  dans  les  deux  hypothèses  la  distance  d'une 
Planète  a  l'autre. 

17.  Prenant  r  pour  représenter  le  demi-grand  axe,  comme  dans  les 
calculs  ci-dessus,  on  a,  par  les  propriétés  de  l'ellipse,  le  demi-paramètre 

x  =  r(i  —  y?)  =  r{\  —  m*—  n^). 

Ainsi  l'équation  (a)  du  n^  12  donnera 

r(i  —  m}  —  n}) 

P   = ; • 

^       I  —  msmç  — /icosg 
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et,  cette  valeur  substituée  dans  l'équation  (b)  du  même  numéro,  on  aura 

ce  sont  les  formules  connues  entre  le  rayon  vecteur  p,  la  longitude 
vraie  q  dans  Torbite  et  la  longitude  moyenne  p. 

La  dernière  équation  étant  intégrée  en  regardant  m  et  n  comme  con- 
stantes donnera  la  valeur  de  la  fonction  ¥{q)  (2),  et  cette  valeur  expri- 
mée en  série  sera  de  la  même  forme  que  celle  du  u?  5,  m  et  n  étant  ici  à 
la  place  de  M  et  N;  de  la  l'expression  de  àF{q)  ou  de  dl  sera  encore  de 
la  même  forme  que  dans  ce  numéro,  et  cela  aura  lieu  aussi  après  la  sub- 
stitution des  valeurs  de  dm  et  dn,  que  nous  avons  vu  être  semblables  a 
celles  de  dM  et  dN. 

De  plus  les  valeurs  de  p  et  9  en  p,  tirées  des  équations  précédentes, 
seront  aussi  de  la  même  forme  que  celles  qu'on  a  employées  dans  le  n®  6, 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident  par  la  comparaison  de  ces  équations  et  de 

celles  d'où  ces  valeurs  ont  été  déduites.  Donc  la  valeur  de  -7-  sera  en- 

dp 

core  de  la  même  forme  que  celle  qui  se  trouve  a  la  fin  du  même  numéro, 
mein  étant  toujours  à  la  place  de  M  et  N;  mais  la  substitution  de  la  va- 
leur de  12  y  produira  une  différence,  à  cause  que  l'angle  £  tient  la  place 
de  q  —  q';  et  c'est  uniquement  de  là  que  peut  venir  la  différence  des  ré- 
sultats dans  les  deux  cas. 

18.  Pour  déterminer  cette  différence,  nous  remarquerons  d'abord 

qu'en  mettant,  dans  l'expression  de  coss  du  n®  15,  i  — 2sin^-  au  lieu 
de  cos>3,  elle  devient 

cos{q  —  7')  —  2sin'-sin(ç  —  vj;)sin(fl'—  ^); 

de  sorte  que  tout  se  réduit  à  augmenter,  dans  l'expression  de  il  du  n^  7, 
cos(y  —  q')  de  la  quantité 

—  1  sin'-  sin(7  —  ij^)sin(ç'—  ^), 
V.  5i 
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Or,  comme  ^  représente  rinclinaison  réciproque  des  orbites  que  nous 
supposons  du  même  ordre  que  Texcentricité  X  et  par  conséquent  que  les 
quantités  m  et  n,  il  est  clair  que  la  quantité  dont  il  s'agit  est  déjà  très- 
petite  du  second  ordre,  et  qu'ainsi  l'accroissement  de  (2  sera  au  qua- 
trième ordre  près 


aVsin^-  sin(7  —  ^)  sin(ç'—  ij/), 


en  faisant 


Y         [p^-2pp'cos(a-«')  +  p'»]U 

Donc,  puisque  dans  l'expression  de  ^  nous  avons  négligé  ^es  trot^ 

sièmes  dimensions  de  M  et  N,  il  s'ensuit  qu'en  négligeant  pareillement 
les  troisièmes  dimensions  de  m,  n,  iq,  il  n'y  aura  que  le  premier  terme 

2r*  ^  de  cette  expression  dans  lequel  on  doive  avoir  égard  à  l'accroisse- 
ment de  (2,  et  qu'ainsi  la  valeur  de  ^  se  trouvera  par  la  simplement 
augmentée  de  la  quantité 

Par  la  même  raison,  puisque  cette  quantité  est  du  second  ordre,  on 
pourra  d'abord  y  substituer  r,  r',  p^p  à  la  place  de  p,  p',  y,  q\  ce  qui  la 
réduira  à 

V    éunt    =  — 


Y         [r^  —  'f.rr'cosip  -  p')  -h  r"]' J 


Développons  en  série  le  radical  irrationnel 

et  supposons,  comme  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires,  cette  série 
représentée  par 

{r,r')-h(r,r' ),  cos(/i  —  /i'  )  -h  ( r,  r' ),  cosa (/>  —  />' )  -4- . . .  ; 
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on  aura  pour  la  valeur  de  -j- 

Substituant  cette  valeur  dans  la  quantité  dont  il  s'agit,  développant 
les  produits  des  sinus  et  cosinus,  et  ne  retenant  que  les  termes  sans  sinus 
ni  cosinus,  on  aura  enfin 

T,,.^[rr'(r,r').]^.^,>, 
ar  2 

0 

pour  la  quantité  à  ajouter  à  la  valeur  de  j-- 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  ce  nouveau  terme  au  second  membre  de 
la  dernière  équation  du  n^  8,  en  y  changeant  en  même  temps  les  quan- 
tités M  et  N  en  m  et  n. 

19.  Nous  remarquerons  maintenant  que  les  quantités  m,  n  sont  au 
troisième  ordre  près  égales  à  M,  N;  car  ces  quantités,  étant  exprimées 
par  Xsin^,  Xcos^,  où  9  est  la  longitude  de  l'aphélie  dans  l'orbite  (12), 
ont  par  conséquent  la  même  valeur  que  les  quantités  Xsin$,  Xcos$  du 
n^  18  du  Mémoire  précédent;  et  il  est  aisé  de  voir  que  celles-ci  se  ré- 
duisent à  M,  N  en  négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre,  puisque 


£2=1  cosie/o)  =  w /  i*rf&). 


Ainsi,  comme  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  nous  avons  nommé 
or,  y  les  quantités  M,  N,  on  pourra  également,  dans  l'équation,  précé- 
dente, changer  m,  n  en  x,y. 

De  plus,  on  a  aussi  au  troisième  ordre  près 

sin  -  =  -  =  — 2— . 

22  2 

mais  nous  avons  démontré,  dans  le  n^  18  de  la  seconde  Partie  de  la  Théo- 

5i. 
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rie  citée,  que,  pour  des  orbites  peu  inclinées,  on  a  au  troisième  ordre  près 

B-  sinû  =  5  —  5',    B-  cosi2  =  a  —  w', 

S  étant  la  même  chose  que  tangYj.  Donc  à  la  place  de  sin^-  on  pourra 
substituer  la  quantité 

4 

D'où  l'on  doit  conclure  que  la  considération  de  l'inclinaison  des  or- 
bites  ne  fera  qu'augmenter  l'expression  de  -r-  du  n°  9  du  terme 

(4)X[(i-i' )'-!-(«-«')'] 

en  supposant 

r«  d[rr'{r,r'),]  fr'rVjr^       r*r'  d(r,r'),-\ 

^^'=^4 — Tr — =^L — 4 — '^~j~  "nr-y 

Et  s'il  y  a  plusieurs  Planètes  perturbatrices,  chacune  d'elles  fournira' 

ly 

un  pareil  terme  dans  la  valeur  de  t-- 

Les  valeurs  des  quantités  s^  s\...f  u,  u\...  ont  aussi  été  données  dans 
la  Théorie  des  variations  séculaires  pour  toutes  les  Planètes,  et  comme 
elles  sont  d'une  forme  semblable  à  celle  de  a?,  a?',...,  j,  j',...,  il  en  ré- 
sultera des  termes  analogues  dans  l'expression  de  la  variation  séculaire  1 
du  mouvement  moven. 

20.  Pour  appliquer  aux  Planètes  les  formules  que  nous  venons  de 
trouver,  il  faudra  commencer  par  déterminer  les  valeurs  des  coefficients 
(o),  (i),...;  et  Ton  peut  employer  pour  cela  les  méthodes  et  les  données 
de  la  Théorie  citée;  mais,  comme  ces  coefficients  contiennent  les  diffé- 
rences des  fonctions  [nr'],  [r,r']t  relativement  aux  deux  quantités 
r,  r\  il  sera  k  propos  de  réduire  d'abord  toutes  les  difTérences  à  la  seule 
quantité  r,  comme  nous  en  avons  usé  dans  la  même  Théorie. 

Or,  par  la  propriété  des  fonctions  homogènes,  telles  que  sont  néces- 
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sairement  les  quantités  [r,  r'],  [r,  r']|,  on  a 


donc 


'^       rfr       ^'^       dr*       -4-[r,rj.-o, 


dr'       "  r'  r'       dr      ' 


et,  difTérentiant  successivement  par  r,  r', 

^[HSll  —  —  1  </[/->/-']  __  £  rf^[r,  r^] 
drdr^  r'       </r  r'       c?r^ 

d*[r,r']  _  _  3^  rf'[r,r^]  _  _r  d^[r,  r'] 
drUlr'    ~"       r'       rfr'  r'       rfr'      ' 

OU  bien,  en  substituant  dans  cette  dernière  formule  les  valeurs  données 
par  les  deux  précédentes, 

d'[r,  r']  _  ^  d[r,r']        6r  d'[r,  r']        r^  d}[r,r'] 
drdr'^    ""  r'^       dr       "^  r'»      dr^      "^  r"      c?r» 

On  aura  de  pareilles  expressions  pour  les  différences  de  [r,  r']<;  et, 
faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  des  coeilîcients  (2)  et  (3)  don- 
nées dans  le  n^  9,  on  aura 


.,.  j.\,.d[r.'"]       ^^,d^[r,r']       r^d^[r,r'] 


(3) 


__  T'  r_  ^'[^^^'l'  ^  £!  ^[^>^1-  _  i^  d'[r  r'\  _  r^  rf»[r,r^]n 
L  4  4         6/r  8     ~~fi?;^^  2        dr»      J 


21 .  Les  quantités  [r,  r' j ,  [r,  r' j ,  sont  évidemment  les  mêmes  que  nous 
avions  d'abord  désignées  par  A',  B'  dans  le  n^  43  de  la  première  Partie 
de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  et  dont  nous  avons  ensuite,  dans 
le  n*^  45,  donné  les  valeurs  exprimées  par  les  quantités  {nr')^  {^^^')\y 
ainsi  que  celles  de  leurs  différences  premières  et  secondes.  On  aura  donc 


n   ^ 
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par  les  formules  de  œ  dernier  numéro 

[r,  r']    =  (  r» -I-  r")  ( r,  r' )  -  rr'( r,  r' )„ 
[r,  r'].  =4rr'(r,  r')  -  (r'-i-  r'»)  (r,  r').. 


^t5jPi  =  -:»r'{r,r')+Ç"(r.r').. 
_^=2(r,r')--(r,r)., 

-J^— i-=_{r,r')-  — (r,r')., 

les  quantités  (r,  r'),  (r.  r'),  étant  les  mêmes  que  nous  avons  déjà  em- 
ployées ci-dessus. 

Différentiant  les  deux  dernières  équations  par  r,  on  aura 

d'[r,r']  _d(r,r')         r'   ,     _,.  _  £1  ^(1.^1)., 
rfr»       ""         dr      ^ar»^'     '■       2r       </r     ' 

d>[r,  r'],  6r'  6r'   djr.r")        4r"  ar"  d(r.r'). 

3 

Or,  si  dans  les  formules  générales  du  même  numéro  cité  on  fait  s=  -j 

les  quantités  A,  B  deviennent  {r^r'),  [r^r')^\  ainsi  Ton  aura  par  ces  for- 
mules 

dr  a(r*— r'^) 


%r'),  6r'(r,r')+^2r--^^(r,  r'). 


d{r,         __  ^ 

rfr  r»  —  r'»  ' 

de  sorte  que  par  ces  substitutions  les  formules  précédentes  deviendront 


rfi 


'•.r']_(-^^-^)('-''-'>-Câ-S)(^''-')- 


dr*  r'—r" 


(        ,  ,       i8r"\  ,       ,^       /5r'>       6r"\  ,        , 


rfr»  r*  —  r'» 
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22.  On  pourra  donc  expriiher  tous  les  coefficients  (o),  (i),  (2),  (3). 
(4)  par  les  seules  quantités  (r,  r'),  (r,  r'),;  et  Ton  aura  ainsi 

(o)  =  T'[2r»(r,r')-r»r'(r,r'),], 

,.^_T,  iar'r"(r,  r')  +  (3rV-  r'f")(r,  r'), 
(,)_T  8(r>-r'>) ' 

^   '-~  4(r>-r")  ' 

.»^_>r>(3^V-l5r'r")(r,r')-(^'  +  6^'^"— Srr'M(r.r'). 
''''-*  4(r'-r")  ' 

(4)--T      4(  ;.._;.',) 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  (n^48, 
première  Partie),  la  manière  de  calculer  les  valeurs  des  quantités  (r,  r')^ 
(r»  '•')o  et  nous  y  avons  trouvé  des  expressions  de  cette  forme 


M  ...  6N 


('•»''')-  H(i-«M^'     ^'*'  '"'^'  ■"  r»{i-«»)» 


» 


dans  lesquelles  z  r=  ~,  r'  étant  supposée  la  plus  petite  des  deux  quan» 
tités  r,  r',  et  M,  N  représentent  les  séries 


I  -h  a'«*  H- . . . ,     az  —  a(3 «*  —  ... , 

comme  dans  le  n"^  3  de  la  seconde  Partie  de  la  même  Théorie. 

Nous  avons  de  plus  donné  dans  le  même  endroit  les  valeurs  numéri- 
ques de  z,  M,  N  pour  toutes  les  distances  moyennes  r,  r',...  des  Planètes 
principales  combinées  deux  à  deux;  ainsi  Ton  pourra  partir  immédiate- 
ment de  ces  valeurs  dans  le  calcul  des  coefficients  de  la  formule  trouvée 
pour  l'altération  du  mouvement  moyen  des  Planètes;  nous  allons  main- 
tenant appliquer  cette  formule  à  Saturne  et  k  Jupiter»  et  voir  les  consé- 
quences qui  en  résultent  relativement  à  leurs  mouvements  moyens. 
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SECTION  SECONDE. 

VARIATION    SéCULAIRB    DU    MOUVEMENT    MOYEN    DE    SATURNE    PRODUITE 

PAR    l'action    de    JUPITER. 

23.  Nous  supposerons  ici,  comme  nous  Tavons  fait  dans  la  Théorie 
générale  des  variations  séculaires,  que  les  lettres  sans  trait  se  rapportent 
à  Saturne,  qu*avec  un  trait  elles  se  rapportent  à  Jupiter,  et  ainsi  de  suite; 
de  cette  manière  T  sera  la  masse  de  Saturne,  T'  celle  de  Jupiter,  ces 
masses  étant  exprimées  en  parties  de  celle  du  Soleil;  il  en  sera  de  même 
des  distances  moyennes  r,  r'  et  des  mouvements  moyens/?, p'. 

Ainsi  l'altération  2  du  mouvement  moyen  de  Saturne  due  à  l'action  de 
Jupiter  sera  déterminée  par  Téquation  différentielle 

^  =(o) -I- (i)(x'-(-^') +  (2)(a:"-i-;-")  +  (3)(x«'+xr' )  + (4)  [(«-*' )'-t-(«-«')'l. 

dont  les  coefficients  seront  exprimés  par  les  quantités  z  =  — »  M,  N,  de 
la  manière  suivante 

^'^=^ — w=^^^ — ' 

ri.      ^,,3(z-5^*)M-6(I-^-6z'-5z^N 


^,.  _3z^M-h3ijN 

^^  2    I  —  Z*)* 


Ces  formules,  en  y  changeant  les  traits  des  lettres  T,  r,...,  serviront 
aussi  pour  toute  autre  Planète  en  tant  qu'elle  sera  troublée  par  une  Pla- 
nète inférieure,  la  quantité  z  devant  toujours  être  une  fraction  moindre 
que  l'unité  pour  l'exactitude  des  expressions  de  M  et  N. 
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24.  L'action  de  Jupiter  sur  Saturne  étant,  à  raison  des  masses  et  des 
distances,  infiniment  plus  considérable  que  celle  des  autres  Planètes,  il 
suffira  de  tenir  compte  de  cette  action,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
Théorie  des  variations  séculaires;  ainsi  la  formule  précédente  donnera 
l'altération  totale  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  en  y  substituant 
pour  x,yy  x\y\  5,  m,  s\  u'  les  valeurs  dues  à  la  même  action  et  qui  ont 
été  calculées  dans  les  n^50  et  53  de  la  deuxième  Partie  de  cette  Théorie. 

Par  ces  substitutions  on  aura  donc  en  premier  lieu 

^2  -H  j2  -_  ^2  _^  gï  _^  2AB  cos[{a— 6)/-4-a  — p], 
^i-x^  y.i2—  A/2_j_  B'2-4-2A'B'cos[(a  — 6)^4-a  — P], 
XX' -^-xj"' z=:  AA' ~-  BB' -+-  ( AB' -4-  A'B)  cos[(a  —  6)  /  H-  a  —  |3]. 

En  second  lieu  on  aura 

en  désignant  par  (B),  (B')  les  coefficients  B,  B'  des  expressions  de  s,  u, 
s\  w'  pour  les  distinguer  de  ceux  de  a?,  j,  a?',  y'  que  nous  avons  repré- 
sentés par  les  mêmes  lettres. 

Donc  enfin,  substituant  ces  valeurs  et  faisant,  pour  abréger, 

[o]r.:(o)^(i)(A'4-B')-^(2)(A'>-4-B'')4-(3)(AA'4-BB')  +  (4)[(B)-(B')]% 
[i]--:2(i)AH-4-!x(2)A'B'-+-(3)(AB'-hA'B), 

on  aura 

^  =  [o]  +  [i]  cos[(a  -  6 )  /  -h  «  ~  p]. 

Or  p  représente  l'angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  nous 
avons  exprimé  le  temps  /  en  années  Juliennes;  si  donc  on  nomme  n  le 

dp       360** 

nombre  d'années  Juliennes  de  la  révolution  de  Saturne,  on  aura  ~  =  —  ; 

at  n 

par  conséquent  la  formule  précédente  étant  multipliée  par  dp  et  intégrée 
donnera 

V.  52 
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c'est  Texpression  de  raltération  du  mouvement  moyen  et  qui  doit  être 
ajoutée  à  ce  mouvement. 

25.  Le  terme  [o]p  ne  fait  qu'augmenter  le  mouvement  moyen  pri- 
mitif dans  la  raison  de  i  à  i  +  [o]  ;  de  sorte  que  le  mouvement  moyen, 
tel  que  les  observations  doivent  le  donner,  sera  (i  -h  [o])/?,  et  répondra 

par  conséquent  à  une  distance  moyenne  égale  à  7;  ainsi,  par 

cette  distance  qui  est  celle  qui  résulte  de  la  comparaison  des  temps  pé- 
riodiques, on  pourra  déterminer  la  distance  primitive  /*,  qui  entre  comme 
élément  dans  le  calcul  des  perturbations;  mais  la  quantité  [o]  étant  une 
fraction  infiniment  petite,  puisqu'elle  est  de  l'ordre  des  masses  des  Pla- 
nètes rapportées  à  celle  du  Soleil,  il  ne  résultera  de  là  qu'une  correction 
insensible,  et  de  nulle  considération  dans  les  distances  moyennes.  On 
peut  donc  n'avoir  aucun  égard  à  l'effet  du  terme  dont  il  s'agit. 

26.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'autre  terme  qui  contient  le  sinus  de 
l'angle  (a  — ft)/ -f-a  — /3;  ce  terîne  donnera  une  véritable  équation  sé- 
culaire périodique,  dont  la  période  sera  extrêmement  longue.  En  effet, 
en  substituant  pour  a,  6,  a,  ^  les  valeurs  données  dans  le  n^  50  de  la 
deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  on  trouve  pour 
l'angle  dont  il  s'agit 

1 80°  -  83«  49/  -+- 1 8" ,  4o54  /  ; 

de  sorte  que  la  période  de  l'équation  séculaire  sera  déterminée  par  l'é- 
quation 

i8",4o54f  =  36o°, 

laquelle  donne 

/ z=  70414 

pour  le  nombre  d'années  de  cette  période.  Mais  il  faut  voir  si  la  valeur 
de  cette  équation  est  assez  forte  pour  pouvoir  être  aperçue  par  les  obser- 
vations. 

Pour  cela  il  faut  commencer  par  calculer  les  valeurs  des  coefficients 
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(i),  (2),  (3);  or,  par  le  n"*  4  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires^  on  a 

r' 
2  =  — =  0,545172,    M  =:  1,075800,    N  =  0,262042, 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n®  23,  il  vient 
(i)  =  2,21597 r,     (2)  =  i,5652oT',     (3)  =  -  3,26743T'. 
De  plus  on  a  par  le  n®  50  du  même  Ouvrage 

A  =1  0,04877,  B  rz^  o,o3532, 

A';^-  —  0,01715,  B'=  0,04321. 

Toutes  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  de  [ij,  on  aura 

[i]z=o,ooo4o8T', 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  multiplier  cette  quantité  par        _  .  ?  où 

a  —  b  =:  18", 4^54  par  le  même  numéro,  et  de  substituer  en  même  temps 

pour  T',  masse  de  Jupiter,  sa  valeur  —g — -^^  suivant  le  n®  15  de  l'Ou- 
vrage cité. 

Le  calcul  fait,  on  trouve 

—-^[l]=:0   ,02692, 

de  sorte  qu'en  divisant  encore  par  /i  =  3o  à  peu  près,  on  n'aura  qu'un 
millième  de  seconde  pour  la  plus  grande  valeur  de  l'équation  séculaire; 
quantité  absolument  imperceptible  et  inappréciable. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  le  mouvement  moyen  de  Saturne  est  inal- 
térable par  l'action  de  Jupiter;  et  qu'ainsi,  si  ce  mouvement  est  sujet  à 
des  variations,  on  en  doit  chercher  la  cause  ailleurs  que  dans  la  gravita- 
tion mutuelle  des  Planètes. 


5a. 
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SECTION  TROISIÈME. 

VARIATION  SÉCULAIRE  DU  MOUVEMENT  MOYEN  DE  JUPITER   PRODUITE  PAR  L'AGTION 

DE    SATURNE. 

27.  Calculons  de  la  même  manière  Taltération  du  mouvement  de  Ju- 
piter due  k  Saturne.  Suivant  les  dénominations  établies  dans  la  Section 
précédente,  il  faudra  affecter  d'un  trait  les  lettres  de  l'équation  différen- 
tielle qui  n'en  ont  aucun,  et  réciproquement  effacer  le  trait  aux  autres; 
(le  sorte  que  pour  l'altération  2'  du  mouvement  moyen  de  Jupiter»  on 
aura  cette  équation 

5-r-^(o)-h(i)(x''+7'»)-f-(2)(x'4-j^)-h(3)(^^'^^7')4-(4)[(*^ 

dont  les  coefficients  (o),  (i),...  seront  exprimés  de  la  même  manière 
que  dans  le  n®  22,  mais  en  y  changeant  T*  en  T,  r  en  r'  et  r'  en  r.  Or,  en 

r' 

faisant  toujours  z  -~  —  et  observant  que  les  valeurs  des  quantités  (r,  r'), 

(r,  r')i  ne  changent  point  en  y  changeant  ren  r\  puisque  l'expression 
dont  le  développement  engendre  ces  quantités  demeure  la  même  par 
les  changements  dont  il  s'agit,  on  trouvera  les  expressions  suivantes 
en  z,  M,  N 

,     ,         ^   22*M  —  62'N 

^    .       ^  —  62'M-h  3(2*—  32*:<N 

(")  =  T 4T,:r,9  -    --' 

^32»M-+-32'N 

(  2  )   —   _  X : --  -    ? 

2(1  —  22)^ 

..        „  3(5z'  — 2*}M  — 6(52  — (is^  — 2\'N 

Et  ces  formules,  en  y  changeant  les  traits  des  lettres  T,  r,...,  serviront 
aussi  pour  une  autre  Planète  quelconque,  en  tant  qu'elle  sera  troublée 
par  une  Planète  supérieure. 
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28.  On  fera  maintenant,  dans  Téquation  diflerentielle,  les  mêmes  sub- 
stitutions que  ci-dessus  pour  x,  y,  x\  j', . . .  ;  et,  intégrant  ensuite  de  la 
même  manière,  on  aura 

en  supposant 

[o]  =  (o) -f- (i)(A"  4- B'») -f- (2)i  A'-hB') -f- (3)  (AA'-h  BB') -f- (4)  [(B)  -  (B')]% 
[i]~2(i)A'B'-h2(2)AB-h(3)(AB'-hA'B), 

et  prenant  n!  pour  le  nombre  d'années  Juliennes  de  la  révolution  de  Ju- 
piter. 

L'expression  de  2',  étant  entièrement  analogue  à  celle  de  2  de  la  Sec- 
tion précédente,  donne  lieu  à  des  conséquences  semblables;  ainsi  le 
mouvemenl  moyen  de  Jupiter  sera  altéré  par  une  équation  de  la  même 
forme  que  celle  du  mouvement  de  Saturne,  mais  dont  la  quantité  est  dif- 
férente; nous  allons  en  déterminer  la  valeur  numérique. 

29.  En  conservant  les  données  du  n*^  26,  on  trouve 

(i)=  —  o,735o3T,     (2)==  — 1,08980  T,     (3)  =  1,31769  T, 

el  de  là 

[i]  =  — 0,000687  T. 

Or  T,  masse  de  Saturne,  est  égale  à  3355-7  î  substituant  cette  valeur  e! 

3gQO 
multipliant  par  —^-n  on  aura 

36o*»  ,  ,  //      // 

^— -j-[i]  =  -o  ,0144. 

Ce  nombre  divisé  par  n',  dont  la  valeur  est  à  peu  près  12,  sera  donc 
le  coefTjcient  de  l'équation  séculaire;  d'où  l'on  voit  que  ce  coelficieut  ne 
montera  guère  qu'à  un  millième  de  seconde,  à  peu  près  comme  celui  de 
l'équation  de  Saturne,  mais  avec  cette  différence  que  l'un  est  positif  et 
l'autre  négatif. 
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Donc  les  équations  séculaires  des  mouvements  moyens  de  Saturne  et 
de  Jupiter  sont  également  insensibles,  et  peuvent  être  réputées  absolu- 
ment nulles. 

Ce  résultat  nous  dispensera  maintenant  d'examiner  aussi  les  équations 
séculaires  du  mouvement  des  autres  Planètes,  comme  nous  nous  l'étions 
proposé;  car  il  est  facile  de  prévoir  que  les  valeurs  de  ces  équations  se- 
ront encore  moindres  que  celles  que  nous  venons  de  trouver.  Ainsi  Ton 
peut  désormais  regarder  comme  une  vérité  rigoureusement  démontrée 
que  l'attraction  mutuelle  des  Planètes  principales  ne  peut  produire  dans 
leurs  mouvements  moyens  aucune  altération  sensible. 
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(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

dt:  Berlin  y  année  1784.) 


Les  variations  périodiques  des  Planètes  ont  déjà  été  calculées  par  plu- 
sieurs Géomètres;  mais  leurs  calculs,  épars  dans  différents  Ouvrages,  et 
fondés  sur  des  formules  et  des  données  différentes,  ne  sauraient  former 
un  corps.  D'ailleurs  leurs  méthodes  mêmes  n'ont  peut-être  pas  toute  la 
précision  nécessaire  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  les  résultats;  car 
un  défaut  commun  à  toutes  ces  méthodes  est  de  donner,  dès  la  seconde 
approximation,  une  expression  inexacte  du  rayon  vecteur,  en  y  intro- 
duisant des  termes  proportionnels  au  temps,  qui  ne  doivent  point  s'y 
trouver  sous  cette  forme;  et  parmi  les  différents  moyens  qu'on  a  em- 
ployés pour  se  débarrasser  de  ces  sortes  de  termes  et  les  faire  servir  à  la 
détermination  des  variations  séculaires,  les  uns  sont  ou  trop  compliqués 
ou  trop  indirects,  et  les  autres  ne  sont  pas  assez  rigoureux. 

On  peut  donc  encore  désirer  un  Ouvrage  où  cette  partie  importante  do 
l'Astronomie  physique  soit  traitée  avec  autant  de  généralité  que  d'exac- 
titude, et  qui  réunisse  à  une  analyse  directe  et  uniforme  l'application 
V.  53 
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numérique  des  formules  algébriques  à  toutes  les  Planètes  principales. 
C'est  le  motif  qui  m'a  déterminé  à  entreprendre  ce  nouveau  travail, 
comme  une  suite  de  celui  que  j'ai  donné  sur  les  Variations  séculaires. 
En  les  réunissant  on.  aura  une  analyse  complète  des  perturbations  des 
Planètes  principales,  causées  par  leur  attraction  mutuelle;  et  les  Astro- 
nomes y  trouveront  tous  les  secours  que  la  Théorie  peut  fournir  pour  la 
perfection  des  Tables. 

Comme  nous  avons  déjà  donné  dans  la  première  Partie  de  la  Théorie 
des  variations  périodiques  les  formules  générales  de  ces  variations,  il  ne 
s'agit  plus  dans  cette  seconde  Partie  que  de  traduire  les  mêmes  formules 
en  nombres  pour  chacune  des  Planètes  principales.  Or,  parmi  les  diffé- 
rentes espèces  de  variations  périodiques  que  l'action  mutuelle  des  Pla- 
nètes peut  produire  dans  leurs  mouvements,  celles  qui  se  présentent  les 
premières  sont  les  variations  qui  dépendent  uniquement  de  la  distance 
ou  commutation  des  Planètes  entre  elles,  et  qui  auraient  lieu  également 
si  les  orbites  des  Planètes  étaient  sans  excentricité  et  sans  inclinaison. 
Nous  commencerons  donc  par  calculer  celles-ci,  pour  lesquelles  nous 
avons  trouvé  des  formules  très-simples,  qui  représentent  directement  les 
corrections  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur;  et  nous  pourrons  même 
négliger  entièrement  les  corrections  du  rayon  vecteur,  comme  inutiles 
pour  les  applications  astronomiques,  tant  à  cause  de  leur  petitesse,  que 
parce  que  les  observations  immédiates  des  longitudes  sont  les  seules 
dont  on  fasse  usage  et  sur  lesquelles  on  puisse  compter.  Nous  passerons 
ensuite  à  la  détermination  des  autres  variations  qui  dépendent  tout  à  la 
fois  des  distances  des  Planètes  et  de  leurs  excentricités  et  inclinaisons. 


SECTION  PREMIÈRE 

où  l'on  donne  les  variations  périodiques  du  mouvement  de  satubne 

DÉPENDANTES    DE    SA    DISTANCE    UÉLIOCENTR I  QUE    A    JUPITER. 

Quoique  l'attraction  soit  mutuelle  entre  toutes  les  Planètes,  on  peut 
néanmoins,  dans  le  calcul  du  mouvement  de  Saturne,  n'avoir  égard  qu'à 
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Taction  de  Jupiter,  les  autres  Planètes  étant  et  trop  petites  et  trop  éloi- 
gnées pour  pouvoir  produire  dans  Saturne  des  dérangements  sensibles; 
et  si  cette  action  se  trouve  insuffisante  pour  expliquer  tous  ceux  que  les 
Astronomes  y  ont  observés,  il  faudra  avoir  recours  à  d'autres  causes  pour 
en  rendre  raison.  Mais,  comme  les  preuves  que  l'on  a  déjà  de  la  gravita- 
tion universelle  ne  permettent  pas  de  douter  de  l'action  réciproque  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  il  est  important  de  déterminer  à  priori  les  irrégu- 
larités dues  à  celte  action,  pour  pouvoir  en  dépouiller  les  résultats  des 
observations,  et  séparer  d'abord  les  effets  de  cette  cause  générale  et  con- 
stante de  ceux  des  autres  causes  particulières  et  accidentelles.  Je  vais 
donner  dans  cette  Section  les  inégalités  de  la  longitude  de  Saturne,  dé- 
pendantes uniquement  de  sa  distance  ou  commutation  avec  Jupiter. 

1 .  Soit  p  l'angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  r  sa  distance 
moyenne  au  Soleil  due  au  mouvement  moyen  p  dans  une  orbite  inva- 
riable; soit  de  même  p'  l'angle  du  mouvement  moyen  de  Jupiter  décrit 
en  même  temps  que  l'angle  p  du  mouvement  de  Saturne,  et  r'  la  dis- 
tance moyenne  de  Jupiter  au  Soleil  due  à  ce  mouvement  moyen;  enfin 
soit  T' la  masse  de  Jupiter  en  parties  de  celle  du  Soleil. 

En  appliquant  à  ces  Planètes  les  jrésultats  donnés  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  variations  périodiques  (21),  on  aura  pour  les  iné- 
galités de  la  longitude  de  Saturne  produites  par  l'action  de  Jupiter  et 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  la  formule  suivante 


_T'r-_-i-.-,--  .r'%^  +      f^^f,,  r[r,  r'],]  sin^C;,  -  p') 
[2/1(1  — 4^*)  dr  2/1^1  —  4'*)  J 

[3/1(1  —  9/1*)  dr  3/i*(i  — g/i*)    *•        ^J  ^j-       r  / 

\^^n[i—  ion})  dr  4'*('--'^'*)  J 


) 
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dans  laquelle 

et  où  [r,r']^,  [r, r'jj,  [r, r'],,...  sont  les  coefficients  de  cosa,  cos:2ii, 
cos3i£,...  dans  la  série  résultante  du  développement  de  la  fonction  irra- 
tionnelle 

(H— 2rr'coSM-h  r'^)  \ 

Cette  formule  exprime  la  correction  à  faire  à  la  longitude  de  Saturne 
calculée  dans  son  orbite  elliptique.  Il  y  en  a  une  pareille  pour  la  cor- 
rection du  rayon  vecteur,  mais  que  nous  omettons  comme  inutile  pour 
les  usages  astronomiques,  ainsi  que  nous  Tavons  remarqué  plus  haut. 

2.  Pour  pouvoir  évaluer  la  formule  précédente,  il  faudra  donc  com- 
mencer par  déterminer  les  valeurs  des  fonctions  [r, r'],,  [r, r'j^, ...  et 
de  leurs  différences  premières  relativement  à  r;  c'est  à  quoi  on  peut  em- 
ployer les  formules  données  dans  le  n^  45  de  la  première  Partie  de  la 
Théorie  des  variations  séculaires. 

En  faisant  dans  ces  formules  5  =  ->  il  est  visible  que  les  coefficients 

A,  B,  C, ...  deviennent  [r,r'],  [r,r']t,  [r,  r'ja,...;  de  sorte  qu'on  aura 
d'abord 

et  l'on  trouvera  de  même 

[r,r'],=  ^^(^  +  Ç)[r,r'],-^^[r,r% 

9 

> 

d'où,  en  faisant  varier  r,  on  tirera  les  valeurs  des  différences  de  [r,  r']  a,. . .; 
par  conséquent  il  suffira  de  connaître  les  valeurs  des  deux  premières 
fonctions  [r,  r'],  [r,  r'],  et  celles  de  leurs  différences,  pour  avoir  les  va- 
leurs de  toutes  les  autres  à  l'infini. 
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3.  Dans  le  même  endroit,  nous  avons  fait  dépendre  ces  valeurs  de 
celles  des  fonctions  (r,  r')  et  (r,  r'],  résultantes  du  développement  de  \a 
quantité 


('•'- 


Kr")  % 


fonctions  qui  sont  plus  faciles  à  calculer,  et  pour  lesquelles  nous  avons 
donné  dans  le  n°  48  du  même  Ouvrage  des  séries  très-convergentes; 
nous  en  userons  de  même  ici,  d'autant  plus  que  nous  avons  aussi  déjà 
donné  dans  la  seconde  Partie  de  la  même  Théorie  les  valeurs  numériques 
de  ces  séries  pour  toutes  les  Planètes  principales;  et  même,  au  lieu  de 
faire  dépendre  les  fonctions  [r,r'],  [r,r']„  [r.r'],,...  et  leurs  diffé- 
rences les  unes  des  autres,  il  sera  plus  simple  de  les  faire  dépendre  sim- 
plement et  immédiatement  des  fonctions  correspondantes  (r,  r'j,  {r,r'),, 

(r.n 

Pour  cela  on  trouvera  d'abord,  en  faisant  dans  les  formules  citées 
3 

t  =  ~  et  changeant  a,  b,c,...  en  {r,r'),  {r,r'),,  (r,  r'),,.... 


(r,r'),=  ^(^^  +  i^j  (r,f').  -  6(/-,r'), 

On  trouvera  ensuite 

(,-,)-'l  =  (r'+r")(r,r')-n-'(r,r')„ 

[r,  r'),  = -^  (a(r,  r')  _  (r,  r'),]  =  4)T'(r,  r')  -  (r- +  r")  (r,  r')„ 


I'. 

''l. 

=  ^  (('-.'■') 

,- 

ir,'-'), 

.1  = 

-i^' 

i'.r') 

.-] 

il.'- 

+  '-'-)(r,r')., 

t'. 

f'I. 

=  ^Hr,r'}. 

.- 

('■,'■■), 

.1  = 

frr'i 

[r,r') 

■-, 

se- 

+  r")(r,r').. 

1 
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Entin  on  aura  par  les  mêmes  formules 


2r 


2r 


d[r,  r'] 
dr 

d[r,r'],_ 


-  [r,  r']  -  {r' -  r")  (r,  r' ), 


dr 


=  -[r,r'l-{r--r"){r,r')„ 


ar 


d[r,r'],_ 


dr 


=  -[r,r'],-(r'-r")(r,r')„ 


4-  Or,  en  faisant  s  =  -  et  prenant  pour  M  et  N  les  expressions  en  z 
du  n"  3  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  citée,  on  a 


M 


6N 


('••'•')=  r-'tï- zM'  '     ('■''•')'  =  ^7^r7ï)ï 


') 


( 


Si  donc  on  suppose 


et  ensuite 


on  aura 


(o)=  r.- 


M 


(i-z')» 


(0  = 


6N 


(  I  -  z'Y 


(2)=   2^Z-f-ij(l)-6(0), 

(3)  ^-|(z +  !)(.)- 


|(.). 


,4,^|(z-.i)(3)- 


liv, 


2(3. 


r[r,  r' 
r[r,  r' 

r[r,  r' 
r[r,  r' 


(1  -r-8')(o)~z(i), 
4z(o)  — (i-f-z»)(i), 


t2(l)-i(l-f-Z')(2), 


1(1-  2')(4), 


/ 
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tô3 


2r 


2r 


,d[r,r']  _ 


7.r 


ir 


dr 

.d\r,r% 
dr        ~ 

.d\r,r'\__ 

dr       "' 

.d\r,r'\ 

dr 

.d\r,r'\ 

-  m  —  /• 


~-  —  r 


=  —  r 


dr 


-  —  r 


r,r']-(i->z>)(o), 


-,  r'].-  (i-2»y(i), 


r,r'],-(i-z»)(2), 


r,r']3-(i-iJ^)(3), 


/•,/•'],- (1-3^(4), 


Par  ces  substitutions  la  formule  générale  du  n"  1  ne  contiendra  que 
les  quantités  connues  js,  T';  et  cette  formule  pourra  servir  pour  une  Pla- 
nète quelconque,  en  tant  qu'elle  sera  dérangée  par  une  Planète  infé- 
rieure T,  en  prenant  rpour  la  distance  moyenne  de  la  Planète  troublée 
et  r'  pour  celle  de  la  Planète  perturbatrice. 

5.  En  employant  les  données  du  n""  4  de  la  seconde  Partie  de  la 
Théorie  citée,  on  aura  d'abord 

z  =:  o, 5451 7?.,     M  -—  1 ,075800,     N  ^^-  0,9,62042  ; 

et  de  la  on  trouvera 


(0)  —  2,178132 

log.  0.3380841, 

il)  — 3,i8328o 

0,5028748, 

(2)   ?.,o8oi5o 

0,3180946, 

(3)_  1,294033 

0,1 1 19453, 

(4)  "-0,782704 

9,8935975, 

^5):^  0,464710 

9,6671820, 

(6)  — 0,271980 

9,4345370, 

(7)  _  0,156794 

9,1953295, 

(8)~  0,087960 

8,9442852, 
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onsuile 


enfin 
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log.  0,0374519, 
9,7926980,. 
9,4107629, 
9,0714723, 
8,7521669, 

8,4447^93» 
8,1457824, 
7,8552712, 
7,5786891, 


r[r,  r' 

]        1 ,090064 

r[r,  r'" 

],=  0,620438 

r[r,  r' 

, —  0,257492 

r[r^  r' 

1,-0,117889 

r[r^  r' 

«   o,o565i5 

r[r,r' 

]j —  0,027843 

r[r,r' 

].— 0,013989 

r[r,  r' 

],   0,007166 

r[r,r' 

1   0,003790 

2r 


9.r 


2r 


ir 


2r 


2r 


7.r 


.d[r,r'] 
dr 

,  d[r,  r'I 

dr 

,d[r,r']. 

dr 

,  d[r,  r']. 

dr 

,  d[r,  r']. 

dr 

,d[r,r'l 

dr 

,  d[r,  r']. 

dr 

,d[r,r'], 

=z  —  2,620828 


:—  —  2,857608 


=  -  ^7*9395^ 


=  —  1,027319 


=  —  0,606589 


=:  —  0,354435 


=  —  o,2o5i33 


2r 


dr       ~ 

,  d[r,r'\  ____ 
dr   "  ~ 


—  0,117359 


—  0,065607 


log.     o,4i84385, 


0,4560026, 


0,2353758, 


0,01 17053, 


9,7828946, 


9,5495366, 


9,3i2o356, 


9,0695164, 


8,8i6c)5o2, 
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6.  Maintenant,  puisque 


''  =  -(p)'  =  '-j 


on  aura 

n  =  — 1,484^76. 

Par  le  moyen  de  cette  valeur  et  des  précédentes  on  trouvera  celles  des 
coefficients  de  sin{p—p'),  sin2(/?— /?'),...  dans  la  formule  du  n**  1,  et 
elle  deviendra 

—  T'[  -f-o,oi835  sin   {p  —  p')  —  o,i625osin2(/>  —  p') 

—  o,o3388sin3(/>  — />')  —  o,oioi5sin4(p  —  p') 

—  o,oo36o  sin 5 (/>  —  />')  —  OyOoi4i  sin6(/>  —  p') 

—  o,ooo5gsin7(/>  —  p')  —  0,00026  sin  8  (p  —  />')  —  ...]. 

7.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  substituer  la  valeur  de  T',  masse  de  Ju- 
piter exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil,  et  de  réduire  les  coefficients 
en  arc,  en  les  multipliant  par  Tare  égal  au  rayon. 

Nous  prendrons  pour  T' la  valeur  que  nousavons  employée  dans  la  se- 
conde Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires  et  qui  est  —x =-  (8). 

Multipliant  cette  fraction  par  206264,8,  nombre  des  secondes  contenues 
dans  l'arc  égal  au  rayon,  on  a  le  nombre  i93",2775  pour  la  valeur  de  T 
en  secondes  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  précédente. 

Si  donc,  pour  plus  de  simplicité,  on  désigne  pour  l>  le  lieu  moyen  de 
Saturne  et  par  W  celui  de  Jupiter,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Saturne  due  à  l'action  de  Jupiter 
et  dépendante  de  la  distance  de  Saturne  à  Jupiter 

-  3",  547  sin  (  Ç>  -  ï*  )  -+.  3 1", 4o8  sin 2 (  Ç>  -  ï*  ) 
-h6^548sin3(ï)-2r)-^-  i",96i  sin4(Ç>-2r) 
-+-o%695sin5(ï)-2r)-+-  0^,272  sin 6(!)-2r) 
-ho",ii4sin7(5-2r)-h    o",o5osin8(!)-2r)-h.... 

V.  54 


Ct 


426  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQDES 

8.  Cette  formule,  quoique  composée  de  plusieurs  termes»  ne  constitue 
cependant  qu'une  seule  équation  dépendante  de  la  distance»  ou  angle  au 
Soleil»  entre  Saturne  et  Jupiter,  et  peut  par  conséquent  être  renfermée 
dans  une  Table  unique»  qui  aura  cette  distance  pour  argument. 

On  voit  que  cette  équation  sera  nulle  dans  les  conjonctions  et  les  op- 
positions de  Jupiter  et  Saturne»  que  dans  les  quadratures  de  ces  Planètes 
elle  sera  ±19",  5 m»  et  que  dans  les  octants  elle  montera  k  ±32''p686 
ou  db  SS^'y^So»  et  sera  à  peu  près  à  son  maximum.  D'où  il  s'ensuit  que 
cette  équation  sera  toujours  beaucoup  au-dessous  des  erreurs  auxquelles 
les  meilleures  Tables  connues  de  Saturne  sont  encore  sujettes»  et  qui 
montent  à  près  de  20  minutes;  elle  ne  pourra  par  conséquent  contribuer 
que  trës-peu  à  la  perfection  de  ces  Tables. 

11  était  cependant  important  de  voir  ce  que  la  Théorie  peut  donner  à 
cet  égard»  et  quoique  la  même  équation  ait  déjà  été  calculée  dans  les 
deux  Pièces  sur  les  inégalités  de  Saturne  et  Jupiter  qui  ont  remporté  le 
Prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1748  et  1753;  cependant» 
comme  les  résultats  sont  fort  différents  relativement  au  premier  terme» 
qui  dans  la  Pièce  de  1748  a  4""  pour  coefficient  et  dans  celle  de  lySa 
a  —12*'»  j'ai  cru  qu'il  était  nécessaire  de  revenir  sur  ces  calculs  pour 
dissiper  les  doutes  que  cette  différence  pourrait  faire  naître  sur  leur 
exactitude»  et  fixer  ce  point  de  la  Théorie  de  Saturne  d'une  manière  in- 
contestable. 

Par  cette  raison  j'ai  aussi  calculé  deux  fois  plus  de  termes  que  M.  Euler 
n'avait  fait»  afin  qu'on  puisse  être  d'autant  mieux  assuré  de  la  conver- 
gence de  la  série  et  du  degré  de  précision  sur  lequel  on  pourra  compter. 
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SECTION  DEUXIÈME 

OÙ  l'on  donne  les  variations  périodiques  du  mouvement  de  JUPITER, 
DÉPENDANTES  DE  SA  DISTANCE  H  ÉLIOCENTRIQUE  A  SATURNE,  AVEC  LES 
INÉGALITÉS  QUI   EN   RÉSULTENT    DANS    LES    ÉCLIPSES    DE    SES    SATELLITES. 

Comme  dans  le  calcul  des  variations  de  Saturne  nous  n'avons  eu  égard 
qu'à  TeiTet  de  l'attraction  de  Jupiter,  nous  pouvons  ainsi  et  par  la  mémo 
raison  ne  tenir  compte  que  de  l'action  de  Saturne  dans  la  détermination 
des  variations  de  Jupiter;  car  ces  deux  Planètes  forment  par  la  grandeur 
de  leurs  masses,  et  par  leur  éloignement  du  Soleil,  comme  un  système  à 
part  et  indépendant  des  autres  Planètes. 

Les  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  sont  d'autant  plus  impor- 
tantes à  connaître  qu'elles  influent  sur  le  temps  des  éclipses  de  ses  satel- 
lites, et  par  conséquent  sur  la  détermination  des  longitudes,  un  des  prin- 
cipaux objets  de  l'Astronomie  et  un  des  avantages  les  plus  sensibles  qui 
résultent  de  cette  science.  Par  cette  raison  il  est  nécessaire  de  calculer 
ces  inégalités  avec  une  précision  et  une  étendue  qui  ne  laissent  rien  à  dé- 
sirer; je  vais  remplir  une  partie  de  cet  objet  dans  la  Section  présente, 
qui  est  uniquement  destinée  à  la  recherche  des  inégalités  dépendantes 
de  la  distance  ou  commutation  entre  Jupiter  et  Saturne. 

1.  Soient,  comme  dans  la  Section  précédente,/?  l'angle  du  mouvement 
moyen  de  Saturne,  r  sa  distance  moyenne,  p'  l'angle  contemporain  du 
mouvement  moyen  de  Jupiter,  r'  sa  distance  moyenne,  et  soit  de  plus  T  la 
masse  de  Saturne  exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil;  on  aura  pour 
les  inégalités  de  la  longitude  de  Jupiter  dues  à  l'action  de  Saturne,  et  in- 
dépendantes des  excentricités  et  des  inclinaisons,  une  formule  semblable 
k  celle  du  n^  1  de  la  même  Section,  en  changeant  seulement  dans  celle-ci 
les  lettres  y?',  r',  T'  en/i,  r,  T,  et  vice  versa;  ce  qui  est  évident,  puisque 
dans  le  cas  présent  ce  sont  les  lettres  affectées  d'un  trait  qui  appartien- 
nent à  la  Planète  troublée,  tandis  que  celles  sans  trait  se  rapportent  à  la 

Planète  perturbatrice. 

54. 
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Or  on  sait  que  les  fonctions  [r,  r'],  [r,  r']i,...  demeurent  les  mêmes  en 

y  changeant  r  en  r'  et  r'  en  r,  puisque  le  radical  (r*— arr'cosu+r'*)"*, 
d*où  elles  dérivent,  ne  subit  aucune  altération  par  ce  changement;  ainsi 
la  formule  des  inégalités  dont  il  s'agit  sera  de  cette  forme 

L2ii(i  — 4ii*)  or'  2n*(i  — 4»*)  J 

_  T  r,        '       .,  ar'.^^Hî  +  =47^12^,  r'[r,  r'].!  sin3(/,'-^) 
L3ii(i  — 9»*)  dr'  3n»(i  — gn*)  J         ^      ^ 

_Tr^= L^.r'.%::i+;rlftî^r'[r,r'],lsln4(/»'-/») 

L4'H«  — ï6'»)  or'  4'»(ï— »6'»)  J 


«étant  =i-^  =  i-(^)'. 

Quant  aux  inégalités  du  rayon  vecteur,  on  peut  les  négliger,  comme 
on  Ta  fait  pour  Saturne  et  par  les  mêmes  raisons. 

2.  Les  valeurs  des  fonctions  [r,  r'],  [r,  r'],,  [r,  r'J,,...  sont  les  mêmes 
ici  que  dans  la  Section  précédente. 

A  regard  des  différences  y  ,^  S  "rfî^'"'  '"  '^'y  ^"^^  ^"'^  chan- 
ger dans  les  formules  du  n^  3  de  la  même  Section  r  en  r'  et  r'  en  r,  en 
observant  que  les  fonctions  {rfr'),  (r,  r' ),,...  demeurent  aussi  les  mêmes 
dans  ces  changements.  De  sorte  qu'on  aura 

ar'  ^^^jp^  =  -  [r,  r']  -  {r'^-r^)  (r,  r')» 


Ainsi,  en  faisant,  comme  dans  le  n®  4  de  la  Section  citée,   3  =  —?  et 

r 
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conservant  les  mêmes  valeurs  des  quantités  (o),  (i),  (a),...,  on  aura 
dans  le  cas  présent 

r'[r,r']  =  z[{i  + z'){o)- z{i)l  ' 
r'[r,r'],  =  5[4î(o)-(n-8»)(i)], 
r'[r,r'],=  2l|2(i)-i{n-2')(2)], 
r'[r,r'],  =  z[|«(2)-i(i  +  z')(3)], 


^r"^i^p.  =  -r'[r,r']  +z{i-z')(o), 
2r"^i^P^  =  -  r'[r,  r'].  +  z{i  -  z')(i). 


Mais,  comme  on  a  déjà  calculé  dans  la  Section  précédente  les  valeurs 

des  quantités 

'•['",»•'].     r[r,r']„     r[r,  r'],,..., 

ainsi  que  celles  de 

,  d[r,  r']  ,d[r,r'l  Ak^lL]' 

ar  dr  ar 

un  pourra  déduire  immédiatement  de  ces  valeurs  celles  des  quantités  ci- 
dessus,  en  faisant 

r'[r,r']  =  zr[r,r'], 
r'[r,r'],=  zr[r,r']„ 
r'[r,r'],=  zr[r,r']„ 


a.'«%;ll  =  -ar'[r.r'].-.Xar.%i, 


h30  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

Telles  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  géné- 
rale du  numéro  précédent;  et  cette  formule  servira»  en  général»  pour 
une  Planète  quelconque,  en  tant  qu'elle  sera  dérangée  par  une  Planète 
supérieure  T,  en  prenant  r'  pour  la  distance  moyenne  de  la  Planète  trou- 
blée et  r  pour  celle  de  la  Planète  perturbatrice. 

3.  De  cette  manière  on  trouvera 


ensuite 


r'[ryr']   —0,594272 

log.  9,7739854, 

r'[r,r'],  — 0,338245 

9,5292315, 

r'[r,  r'],=:ro,i4o377 

9,1472964, 

r^[r,r']i      0,064270 

8,8o8oo58, 

'■'[''»  '*']«  —  o,o3o8ii 

8,4887004, 

r'[r,  r']i  —  0,015179 

8,1812527, 

r'  [  r,  r'  ]«  =  0,007626 

7,8823159, 

r'  [r,  r'],  —  0,003907 

7,5918047, 

'•'[r,  r'],   0,002066 

7,3 152226, 

?.r 


„  d[r,  r' 


2r 


dr' 


i.r 


dr' 

,,d[r,r' 


dr' 


rnÛTlH 


2r 


dr' 


dr' 


,.d[r,r' 
X  r  '        .  . 


dr' 


-  =  0,240257 


0,881397 


=r:0,6566l2 


=  0,431526 


-  =  0,269074 


-  =0,162869 


►r'' ^1^^-0,096580 


log.    9,3806766, 


9,9451715, 


9,8173089, 


9,6350069, 


9,4298726, 


9,2118399, 


8,9848869, 
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2r"^I^pI=o,o56i67  log.    8,7494844, 

^r'^ÛLlJÛl  =  o,o3i635  8,5ooi636, 

dr 


4.  Or,  n  étant  ici  égal  à 

on  trouve 

n  =  0,597468, 

et  la  formule  du  n*^  1  deviendra  par  ces  substitutions 

—  T[  -h  1,34704   sin{p'  —  p)  —  3,31904  sin2(/>'  —  p) 

—  0,27731  s'in3(p'  —  p)  —  o, 06379  sin  4  (/?'  —  />) 

—  0,0 1 968  sin  5  (/?'  —  /;)  —  0,00704  sin  6  (/?'  —  />) 

—  o,  002  76  si  n  7  (/?'  —  /?)  —  0,00  II 6  sin  8  (/>'  —  />)  —...]. 

5.  Dans  la  première  Section  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires,  je  suis  entré  dans  une  discussion  assez  étendue  sur  les 
valeurs  des  masses  des  Planètes,  et  j'ai  trouvé  pour  la  masse  de  Saturne 
une  valeur  moindre  que  celle  qu'on  avait  adoptée  jusqu'ici  d'après  New- 
ton. Cette  valeur  est  de  ôogg-r-î  de  sorte  qu'en  l'employant  ici  pour  T, 

après  l'avoir  multipliée  par  2o6264,8,  nombre  de  secondes  de  l'arc  égal 
au  rayon,  on  aura  61 4".  1 756  pour  la  valeur  de  T  en  secondes,  qu'il  fau- 
dra substituer  dans  la  formule  précédente. 

On  aura  ainsi,  en  dénotant  toujours  par  ï)  le  lieu  moyen  de  Saturne 
et  par  ??*  celui  de  Jupiter, 

Correction  de  la  longitude  de  Jupiter  due  à  V action  de  Saturne 
et  dépendante  de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne 

-82^732  sin(2r-i))-h2o3",847sin2(ar  — ï)) 
-hi7",o32sin3(Zr-i))-i-  3^9I8sin4(ar— i)) 
-4-  i-',209sin5(2r  — ï)(-i-  o^432sin6(ar  — i)) 
-h  o",i69sin7(2r-ï))4-     o",o7i  sin8(ar- 5)  4-. . . . 
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6.  Cette  formule  est,  comme  on  voit,  analogue  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  pour  Saturne,  et  peut  de  même  être  représentée  par  une  seule 
Table,  dont  l'argument  sera  la  distance  ou  angle  au  Soleil  entre  ces  deux 
Planètes. 

Elle  est  pareillement  nulle  dans  leurs  conjonctions  et  oppositions; 
dans  les  quadratures  elle  sera  de  ±  98",  724,  et  dans  les  octants  elle 
montera  à  1 56",  691  ou  —  25o",  iSq,  et  cette  dernière  valeur  sera  très- 
près  du  maximum.  D'où  Ton  voit  que  l'équation  de  Jupiter  est  presque 
huit  fois  plus  grande  que  celle  de  Saturne,  quoique  la  masse  de  Saturne 
qui  la  produit  ne  soit  qu'environ  le  tiers  de  celle  de  Jupiter  qui  produit 
l'équation  de  Saturne;  ce  qui  vient  de  ce  que  l'action  d'une  Planète  per- 
turbatrice est  encore  plus  augmentée  par  la  lenteur  de  son  mouvement 
que  par  la  grandeur  de  sa  masse. 

Dans  la  seconde  Pièce  déjà  citée,  sur  les  irrégularités  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  l'équation  dont  il  s'agit  n'est  calculée  que  jusqu'au  quatrième 
terme,  et  les  coefficients  s'accordent  à  très-peu  près  avec  ceux  de  la  for- 
mule précédente,  en  ayant  égard  à  la  différence  de  la  masse  de  Saturne, 

qui  y  est  supposée,  d'après  Newton,  de  5 — -,  de  sorte  qu'ils  s'y  trouvent 

augmentés  tous  dans  la  raison  de  3558  à  3o2i  ou  de  1,1117  à  i.  Cet 
accord  peut  servir  de  confirmation  à  la  bonté  de  nos  calculs,  et  augmen- 
ter encore  la  confiance  qu'on  y  doit  avoir.  Au  reste  notre  formule,  con- 
tenant deux  fois  plus  de  termes,  est  aussi  à  cet  égard  plus  exacte  et 
montre  en  même  temps  combien  la  série  est  convergente. 

7.  Les  inégalités,  qui  altèrent  le  mouvement  de  Jupiter  autour  du  So- 
leil, doivent  affecter  aussi  les  retours  des  satellites  de  cette  Planète  à 
leurs  conjonctions  et  les  intervalles  des  éclipses;  et  il  n'est  pas  difficile 
de  voir  que  chaque  équation  du  mouvement  de  Jupiter  produira  une 
équation  semblable  pour  le  temps  des  éclipses  de  chacun  de  ses  satel- 
lites, et  dont  la  quantité  en  temps  sera  à  la  quantité  de  l'équation  de 
Jupiter  en  arc  comme  le  temps  de  la  révolution  synodique  du  satellite 
sera  à  l'arc  de  36o  degrés. 
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Or,  pour  le  premier  satellite,  la  durée  de  la  révolution  synodique,  ou 
de  ses  retours  aux  conjonctions  avec  Jupiter,  est  de  iJi8''28™35*,948 
ou  1 5291 5*,  948.  Divisant  ce  nombre  par  1296000,  nombre  de  secondes 
du  cercle  entier,  on  aura  le  nombre  0,1 1799,  par  lequel  il  faudra  multi- 
plier les  équations  de  Jupiter  en  secondes  de  degrés,  pour  avoir  les  équa- 
tions correspondantes  du  premier  satellite  en  secondes  de  temps.  Appli- 
quant donc  cette  réduction  à  la  correction  de  la  longitude  de  Jupiter 
donnée  ci-dessus  (5),  on  aura 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  premier  satellite  de  Jupiter^ 
dépendante  de  la  distance  de  cette  Planète  à  Saturne 

—  9% 762  810(2*— ï)) -h  24%o52sin2(î'— ï)) 
-i-2%oiosin3(ar— ï))-f-  o%462sin4(ar— I)) 
-+-oSi43sin5(Zr  — 1))-+-  o%o5i  sin6(2r  — i)) 
o%o2osin7(ar  — !))-h    o%oo8sin8(ar  — !)). 


Pour  le  second  satellite,  la  durée  de  la  révolution  synodique  est  de 
3*1 3**  17™  53%  749,  ou  de  307073%  749»  et  ce  nombre  divisé  par  1296000 
donne  le  nombre  0,23694»  par  lequel  il  faudra  multiplier  les  coefficients 
de  la  correction  de  Jupiter  pour  avoir  celle  du  second  satellite  en  temps. 
Donc 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  second  satellite,  dépendante 

de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne 

-i9%6o3  sin(Zr— !))-+- 48% 3oosin2(2r-!)) 
4%o36sin3(Zr-!))-h  o%928sin4(Zr- i)) 
o%286sin5(Zr-ï))-4-  o%  io2sin6(Zr  — !))^ 

+  o%o4osin7(iF— ï)) -+-  o%oi7sin8(Zr— !)). 

Pour  le  troisième  satellite,  la  durée  de  la  révolution  synodique  est  de 
7J3^59"*35%868,  ou  de  619175%  868,  et  ce  nombre  divisé  par  1296000 
V.  55 
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donne  le  nombre  0,47776»  par  lequel  il  faudra  multiplier  la  correction 
de  Jupiter  pour  avoir  celle  du  troisième  satellite.  Ainsi  l'on  aura 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  troisième  satellite,  dépendante 

de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne, 

-39»,526  sin(r— !))-h97%39osin2(ar  — 5) 
-h  8%i37sin3(Zr-!))-f-  i%872sin4(ar  — 5) 
o%577sin5(ï'  — I))  -h  o»,207  sin6(2'  — 5) 
o%o8isin7(Zr-i))4-   o%o34sin8(Zr- ï)). 


Enfin,  pour  le  quatrième  satellite,  la  durée  de  la  révolution  synadique 
étant  de  i6Ji8**5'"7%o93,  ou  de  i4475o7%o92,  on  aura,  en  divisant  ce 
nombre  par  1296000,  le  nombre  1,11690,  par  lequel  la  correction  de 
Jupiter  devra  être  multipliée  pour  obtenir  celle  des  éclipses  du  quatrième 
satellite.  Donc 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  quatrième  satellite,  dépendante 

de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne 

-92S4o4  sin(ar— !))-*- 227%678sin2(ar~!)) 
-hi9%o23sin3(Zr-i))-f-  4%376sin4(ar— ï)) 
H-  i%35osin5(r-i))-h  o%483sin6(Zr- !)) 
-h   oM89sin7(r-ï))4-     o%o8osin8(r- ï)). 

Au  reste  ces  différentes  corrections  étant  simplement  proportionnelles 
à  celle  de  la  longitude  de  Jupiter,  lorsqu'on  aura  réduit  celle-ci  en  Table, 
on  n'aura  plus  qu'à  multiplier  tous  les  nombres  de  la  Table  par  les  mul- 
tiplicateurs donnés  pour  construire  les  Tables  des  corrections  des  éclipses. 

8.  Parmi  les  Tables  des  satellites  de  Jupiter  dressées  par  feu  M.  War- 
gentin,  on  en  trouve  pour  chaque  satellite  une  qui  a  pour  titre  :  Somme 
des  équations  dépendantes  de  V action  de  Saturne  sur  Jupiter,  et  qui  est 
proprement  composée  de  différentes  Tables,  fondées  sur  diverses  équa- 
tions de  Jupiter  produites  par  Saturne.  M.  de  Lalande  a  donné  dans  la 
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Connaissance  des  mouvements  célestes  pour  1 763  les  Tables  de  ces  équa- 
tions pour  Jupiter,  et  je  me  suis  assuré  que  celles  des  satellites  en  dépen- 
dent uniquement.  M.  de  Lalande  dit  qu'elles  sont  de  feu  M.  Mayer,  qui 
les  avait  déduites  de  la  Théorie;  mais  il  ne  donne  point  les  formules  d'où 
elles  résultent,  et  je  ne  sache  pas  que  le  travail  de  Mayer  sur  celte  ma- 
tière ait  jamais  été  publié. 

Cependant,  comme  il  n'est  pas  difficile  de  retrouver  ces  formules 
d'après  les  Tables  mêmes,  les  voici 

Equations  de  Mayer  pour  la  correction  de  la  longitude  de  Jupiter 

due  à  l'action  de  Saturne. 

-  SS-'sinlZr— ï))-4-  224"sin2{Zr— i))-hi4"sin3(2r— I)) 

-hi43"sin[2(2r— I))  — anom.  moy.  T] 
4-  47"sin[3(2r— ï>)-~anom.  moy.  ï*] 
-I-  5(>"sin(ï'— ^  — anom.  moy.  ï)) 
-+-  9o"sin[2(ï'— ï))  —  anom.  moy.  ï)]. 

9.  Il  est  visible  que  les  trois  premières  équations  dépendantes  sim- 
plement de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne  répondent  à  celles  que  nous 
venons  de  calculer  dans  cette  Section,  et  en  particulier  aux  trois  pre- 
miers termes  de  la  formule  trouvée  dans  le  n^  5.  Aussi  le  coefficient  de 
ûn{W  —  ^)  est,  aux  dixièmes  de  seconde  près,  le  même  dans  cette  for- 
mule et  dans  la  précédente;  mais  le  coefficient  du  sin2(?f—  ï))  est  dans 
notre  formule  moindre  d'un  dixième  que  dans  celle  de  Mayer,  et  le  coef- 
ficient du  sin3(2J'—  ï))  est  au  contraire  plus  grand  dans  celle-là  que 
dans  celle-ci  d'environ  un  cinquième.  Or,  comme  le  rapport  des  coeffi- 
cients est  indépendant  de  la  masse  de  Saturne  et  n'est  donné  que  par  les 
rapports  des  distances  et  des  temps  périodiques  de  Saturne  et  de  Jupiter, 
ainsi  qu'on  le  voit  par  la  formule  générale  du  n®  1,  il  s'ensuit  que  les 
équations  de  Mayer  ne  sont  pas  exactement  conformes  à  la  Théorie  de  la 
gravitation  ;  puisque  d'un  côté  les  distances  et  les  temps  périodiques  des 

Planètes  ne  sont  susceptibles  d'aucune  correction  qui  puisse  avoir  un  effet 

55. 
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sensible  sur  les  coefficients  dont  il  s*agit,  et  que  de  Tautre  on  peut  comp- 
ter entièrement  sur  l'exactitude  de  nos  calculs»  laquelle  se  trouve  d'ail- 
leurs confirmée  par  l'accord  de  nos  résultats  avec  ceux  de  la  Pièce  citée 
de  1752. 

'  Cependant  le  grand  mérite  de  l'Auteur  et  la  précision  singulière  qui 
distingue  tous  ses  Ouvrages  ne  permettent  pas  de  douter  de  la  justesse 
de  ses  calculs  sur  les  inégalités  de  Jupiter;  on  peut  donc  présumer  qu'il 
en  aura  usé  k  l'égard  de  ces  inégalités  comme  il  l'a  fait  pour  les  inégalités 
de  la  Lune»  et  qu'après  avoir  déterminé  les  coefficients  par  la  Théorie»  il 
aura  cherché  k  les  corriger  d'après  les  observations;  mais  les  équations 
trouvées  de  la  sorte  ne  peuvent  être  regardées  que  comme  des  équations 
empiriques»  du  moins  en  tant  qu'elles  s'écartent  de  celles  qui  résultent 
de  la  Théorie»  et  si  ces  équations  peuvent  rapprocher  les  Tables  des  ob- 
servations pendant  un  certain  espace  de  temps»  on  doit  toujours  craindre 
qu'elles  ne  les  en  éloignent  dans  la  suite  de  plus  en  plus»  comme  il  arrive 
déjk  aux  équations  empiriques  que  feu  M.  Lambert  avait  données  pour 
détruire  les  erreurs  des  Tables  de  Halley  dans  les  oppositions  de  Saturne 
et  de  Jupiter. 

Nous  croyons  donc  qu'il  est  beaucoup  plus  sûr  de  s'en  tenir  unique- 
ment a  la  Théorie»  du  moins  pour  les  équations  que  celle-ci  peut  fournir» 
et  qu'il  conviendrait  par  conséquent  d'employer  dans  les  Tables  des  sa- 
tellites les  corrections  que  nous  venons  de  donner»  à  la  place  de  celles 
qui  résultent  de  la  Table  de  Mayer  pour  les  inégalités  de  Jupiter  dépen- 
dantes de  sa  distance  à  Saturne. 

Quant  aux  autres  Tables  de  Mayer  qui  dépendent  a  la  fois  de  la  distance 
de  Jupiter  a  Saturne  et  des  anomalies  de  ces  deux  Planètes»  nous  nous 
réservons  de  les  apprécier  lorsque  nous  aurons  calculé  la  partie  des  iné- 
galités de  Jupiter  qui  dépend  des  excentricités. 
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SECTION  TROISIÈME 

où  l'on  donne  les  variations  périodiques  du  mouvement  de  mars,  dépendantes 

DE  SES  distances  HÉLIOCBNTRIQUES  AUX  AUTRES   PLANETES. 

Après  avoir  déterminé  les  variations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  nous 
allons  entreprendre  le  calcul  de  celles  des  autres  Planètes.  Ce  calcul  ne 
sera  pas  plus  difficile,  mais  beaucoup  plus  long;  car  il  faudra  y  avoir 
égard  pour  chaque  Planète  à  l'action  de  toutes  les  autres.  En  effet  les  or- 
bites de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure  sont  assez  proches  les 
unes  des  autres  pour  qu'elles  puissent  être  sensiblement  dérangées  par 
l'attraction  mutuelle  de  ces  Planètes;  et  en  même  temps  elles  doivent 
l'être  aussi  par  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  l'éloignement  se 
trouve  compensé  par  la  grandeur  dps  masses.  Cette  Section  contiendra 
les  variations  périodiques  de  Mars  dues  aux  actions  de  Saturne,  Jupiter, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  et  dépendantes  simplement  de  sa  distance 
héliocentrique  à  chacune  de  ces  Planètes. 

§  I.  —  Calcul  des  variations  de  Mars  dues  a  V action  de  Saturrw. 

1 .  La  formule  générale  des  inégalités  de  la  longitude  de  Mars,  prove- 
nantes de  l'action  de  Saturne,  sera  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n®  1  de  la  Section  précédente  pour  les  inégalités  de  Ju- 
piter dues  à  la  même  action»  en  y  changeant  simplement  les  quantités 
relatives  à  Jupiter  en  quantités  analogues  pour  Mars. 

Ayant  désigné  jusqu'ici  par  T,  r,  p  la  masse,  la  distance  moyenne  et 
l'angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  par  T',  r\  p  les  mêmes  quan- 
tités pour  Jupiter,  nous  désignerons  pareillement  par  T"  la  masse  de  Mars, 
par  r"  sa  distance  moyenne  et  par/?"  l'angle  de  son  mouvement  moyen  dû 
à  cette  distance  supposée  constante. 

Et,  en  général,  les  mêmes  lettres  marquées  de  trois,  de  quatre,  de  cinq 
traits  se  rapporteront  successivement  à  la  Terre,  à  Vénus,  à  Mercure,  ainsi 
que  nous  en  avons  usé  dans  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations 
séculaires. 
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Il  n'y  aura  donc  qu*à  changer  dans  la  formule  citée  r'  et/^'  en  r"  ei/^"; 
et  Ton  aura,  pour  les  inégalités  de  la  longitude  de  Mars  dépendantes  de 
sa  distance  à  Saturne»  la  formule  suivante 


dans  laquelle 


r'' 


2.  On  fera  maintenant  z  =  --9  et,  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs 

correspondantes  données  dans  le  n^  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
des  variations  séculaires,  on  aura  comme  dans  le  n^  4  de  la  première 
Section 


M 


V",'  ■ 

(i-a»; 

r 

(»)^ 

6N 

r 

(2): 

2  (z  -f- 

i)<- 

-6(0), 

(3): 

=  l('- 

i)u)- 

-f(.). 

(4)  = 

4h 

i)<3,- 

-^(.-), 

,5,  =  5(,.l),4)-2,3, 
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et  de  là,  par  les  formules  du  n"  2  de  la  Section  précédente. 


r"[r,r'']: 
r''[r, /•"],: 
/•"[r.r"],: 
'•"[r,r"], 


z[{i  +  z'){o)-z{i)], 
z[iz{o)-(i  +  z'){t)], 
z[|z(i)-i(i-+-z')(2)], 
2[iz(2)-i(i-t-a')(3)], 
z[\z(3)-\{i  +  z'){/i)], 


ir 


„  rf[r,  r'] 


2r 


rfr" 


=  — r''[r,  r"]  H-3(i  — z^Uo), 


2r 


2r 


dr" 
dr" 


=:_r''[r,r"],^-3(i-z')(i), 


=  —  r" [r,  r"],-f-  z  (i  -  z» j  ( 2  i, 


=  -r''[r,r''],-l-z(i-zM(3), 


rfr"      ~ 


r"[r,r"],-^z(i-z»)(4), 


439 


Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  calculer  ces  différentes  valeurs  et  les  substituer 
ensuite  dans  la  formule  du  numéro  précèdent. 

3.  On  a  d'abord,  par  l'endroit  cité  de  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires. 

z  =  o,  1 597 1 5,     M  =  1 ,006387  »     N  =  0,079602  ; 

et  ces  valeurs  donnent 


(0)  —  1,059765 

log. 

0,0252095, 

{ I  )  _  0,502944 

9,7015197, 

(  2  )   0,1  ooo85 

9,0003689, 

(3)   o,oi86o3 

8,2695830, 

(4)   o,oo32i8 

7,5075860, 

• 

440 
ensuite 
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enfin 


r'[r,r-']»: 


0,160748 
0,025767 
0,003089 
0,0004 12 


log.  9,2061467, 
8,4108933, 
7,4897829, 
6,6147187, 


r'^'    ^J  ^  ^  =  0,004195  log.     7,6227320, 

r''»  ^i^.^^'  =  o,o52522  8,7203396, 

r"^  ^ty/]»  =  0,012489  8,0965140, 

;r*»  ^^^^^""l*  =  0,002484  7,3950816, 


4.  Maintenant,  puisque 


on  trouvera 


n  =  i  —  jf*, 


n==  0,936181  ; 


et  la  formule  du  n^  1  deviendra  par  ces  substitutions 

—  T[o,o2i878sin(/;''—/>)  — 0,007237  sin2(p"—p)  — 0,000376 sin3(p"— />)  —  ...], 

dans  laquelle  il  ne  s*agira  plus  que  de  substituer  pour  T  sa  valeur  en  se- 
condes 193'',  2775,  comme  dans  le  n^  7  de  la  première  Section. 

5.  Désignant  donc  les  lieux  moyens  de  Saturne  et  de  Mars  par  les  ca- 
ractères de  ces  Planètes,  ainsi  que  nous  en  userons  toujours  dans  la  suite 
par  rapport  aux  autres  Planètes,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  Saturne  et  dépendante 

uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  Saturne* 


— 1",3437  sin(cf  —  5 ) -h  o%4445  sin2(cr  - 1) )  4- o\o23i  sin3( cf  -  !)  ) -h . . . 
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On  voit  que  cette  correction,  lorsqu'elle  est  la  plus  grande,  ce  qui 
n'arrive  que  près  des  quadratures,  ne  va  qu'un  peu  au  delà  d'une  se- 
conde; ce  qui  étant  fort  au-dessous  de  l'incertitude  qui  peut  rester  dans 
les  lieux  de  Mars  déduits  des  observations,  il  s'ensuit  qu'elle  peut  être 
absolument  négligée;  mais  il  était  nécessaire  de  la  calculer  pour  pouvoir 
s'assurer  de  sa  quantité,  et,  comme  personne  n'avait  jusqu'ici  rempli  cet 
objet,  j'ai  cru  devoir,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  la  Théorie  de 
l'attraction  des  Planètes,  donner  aussi  la  formule  numérique  de  la  cor- 
rection dont  il  s'agit. 

§  IL  —  Calcul  des  variations  de  Mars  dues  à  l'action 

4 

de  Jupiter. 

6.  Pour  appliquer  à  l'action  de  Jupiter  les  formules  données  dans  les 
deux  premiers  numéros  pour  l'action  de  Saturne,  il  n'y  aura  qu'à  changer 
dans  ces  formules  les  quantités  r,  />,  T  en  r',  />',  T',  puisque  ces  deux 
Planètes  sont  l'une  et  l'autre  supérieures  par  rapport  à  Mars. 

Faisant  donc  js  =  -7  et  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  correspondantes 

du  n®  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  on 

aura  ici 

z  =  0,292962,    M  =  1,021574,   •N  =  0,144^93, 

et  de  là,  par  les  formules  du  n**  2  ci-dessus,  on  trouvera 

(o)==r  1,222899  log.    0,0872130, 

(  I  )=  1 ,040260  0,0171419, 

(2)  =:  0,376780  9,5760878, 

(3)  =  0,128217  9,1079455, 

■ 

(4)  =  0,042773  8,63i  1697, 

(5)  =  o,oi633o  8,2129862, 

(^6)  =  0,014982  8,1755698, 

> 

V.  56 


ensuite 
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enfin 


0,299570 

0,088745 

0,0195694 

0,004778 

0,001200 

0,000289 


^  il  " —  ^  0,027810 


"'^^^= 0,189855 


2r 


2r'"?^i^;p-'=  0,081339 
»r'"^I^pî  =  0.02956. 


2r^'   -^  J  „'  '    =  0,010255 


8,9481444. 
8>3^ï5777, 

7,6792282, 

7,0798117, 

6,3776848, 


log.    8,444^010, 


9,2784220, 


8,9102988, 


8,4707191, 


8,0109357, 


7,6i6465o, 


7.  Or,  n  étant  comme  dans  le  n®  4  égal  à 


on  aura 


i-À 


n  r=  0,841432; 


et,  faisant  ces  substitutions  dans  la  formule  du  n^  1  après  y  avoir  changé 
r,  /?,  T  en  r\  p\  T',  il  viendra 

— T'[o,  126279 sin (/?"—/>')— 0,070377  sin2(/>"—/;')— 0,0061  o4sin 3 (/?'—/i': 

—o, 000883  sin  4  (/?''^-p')— 0*000142  sin5(/?"—/i' '—...]. 
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où  il  ne  faudra  plus  que  substituer  la  valeur  de T"  en  secondes  6i4''> 1 7^6, 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n^  5  de  la  seconde  Section. 

8.  De  sorte  qu'on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  Jupiter  et  dépendante 

uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  Jupiter 

-^a4",4o69sin  (cf-JT)  4- i3",6o23sin2(cf  —  JT) 
i",i798sin3(cf-ï')-f-  o\i707  sin4(cf-2r) 
o",o275sin5(cf  —  ZT)  4- 


Cette  correction,  quoique  beaucoup  plus  sensible  que  celle  qui  vient 
de  l'action  de  Saturne,  est  encore  assez  petite,  puisque  dans  les  quadra- 

* 

tures  où  elle  est  à  peu  près  à  son  maximum  elle  ne  monte  qu'à  26'';  ce- 
pendant, comme  les  Tables  de  Halley  dans  les  oppositions  de  Mars  au 
Soleil  s'écartent  rarement  des  observations  au  delà  d'une  demi-minute, 
on  pourrait  peut-être  par  le  moyen  de  la  correction  précédente  diminuer 
encore  l'erreur  de  ces  Tables  et  ajouter  à  l'exactitude  des  éléments  sur 
lesquels  elles  sont  fondées.  Mais  cet  objet  demande  qu'on  ait  égard  aussi 
aux  corrections  qui  dépendent  en  même  temps  de  la  commutation  des 
deux  Planètes  et  de  leurs  anomalies,  et  dont  nous  donnerons  le  calcul 
dans  la  suite. 

9.  M.  de  Lalande  avait  déjà  calculé  les  inégalités  du  mouvement  de 
Mars  dues  à  Jupiter,  dans  le  volume  de  l'Académie  de  Paris  pour  1761; 
mais  je  n'ai  pas  cru  que  son  travail  dut  me  dispenser  de  les  déterminer 
de  nouveau  par  mes  formules,  soit  parce  que  celles-ci  sont  différentes  de 
celles  qu'il  a  employées  d'après  la  méthode  de  Clairaut,  soit  parce  que 
je  ne  pouvais  pas  répondre  de  ses  calculs  comme  je  crois  pouvoir  le  faire 
des  miens.  D'ailleurs  il  n'a  calculé  que  les  deux  premiers  termes  pro- 
portionnels au  sinus  de  la  distance  simple  et  double  de  Mars  à  Saturne; 
et  Ton  pouvait  désirer  de  voir  ce  que  donneraient  les  autres  termes  de  la 
série,  ne  fût-ce  que  pour  s'assurer  qu'on  n'a  aucune  erreur  sensible  à 

craindre  de  leur  omission. 

56. 
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Les  termes  que  M.  de  Lalande  a  trouvés  sont 

-25%74sin(cf-ïr)-+-ia%aisin2(cf-ïr), 

dont  les  coefBcients  diffërent  de  ceux  de  notre  formule  d'environ  une  se- 
conde en  plus  ou  en  moins.  Cette  différence  est  très-petite  en  elle-même; 
cependant*  comme  nos  calculs  sont  fondés  sur  les  mêmes  éléments»  elle 
aurait  dû  être  sinon  tout  à  fait  nulle*  du  moins  beaucoup  moindre;  mais 
je  n'ai  pas  cru  qu'il  valût  la  peine  d'en  chercher  la  raison  dans  les  pro- 
cédés du  calcul  de  M.  de  Lalande. 

§  IIL  —  Calcul  des  variations  de  Mars  dues  à  Vax:tion 

de  la  Terre. 

10.  Gomme  l'orbite  de  Mars  est  au-dessus  de  celle  de  la  Terre*  il  fau- 
dra employer  dans  ce  calcul  des  formules  analogues  à  celles  que  nous 
avons  données  dans  la  première  Section  pour  les  inégalités  de  Saturne 
dues  à  Jupiter*  et  que  nous  avons  vu  être  générales  pour  toute  Planète 
troublée  par  une  Planète  inférieure  par  rapport  à  elle. 

Changeant  donc  dans  ces  formules  les  lettres  r*  j9*  T  qui  se  rapportent 
k  Saturne  en  r",  />",  Y  pour  Mars*  et  les  lettres  r'*  p\  T  qui  répondent 
a  Jupiter  en  r*,  />*',  T*'  pour  la  Terre,  on  aura  pour  les  inégalités  de  la 
longitude  de  Mars  dépendantes  de  sa  distance  à  la  Terre 

—^\  ~7 T^^^        J „      +  -k tJ  V\^\\ t; T^isk   sm y— D*' 

L/i(i— n*)  rfr"  n'i— /i»)     ^         ^       /i'(i  — /i*)  r''^\        '^      ^ 


n  étant  égal  à  i  —  ^  =  i  —  (^  j 
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1  \ .  Soit  maintenant  z=  -^t  et  qu  on  prenne  pour  M  et  N  les  valeurs 

correspondantes  parmi  celles  du  n°  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
citée,  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  (o),  (i),'(3),... 
par  les  mêmes  formules  que  ci-dessus  (2);  mais  ensuite  il  faudra  faire, 
comme  dans  le  n"  4  de  la  Section  première, 

r''[r",r-]  =  (i -i- z')(o)  -  z(i), 
r''[r',r-].=4z(o)-    (i-l-z')(i), 
r''[r',r-],=  |z(i)-i(n-î')(2), 
r''[r",r-],  =  iz(2)-i(i-HZ')(3), 
r"[r»,r%=|z(3)-|(i  +  3')(4), 


d\r"   r*l 

2r"  ^^^"^^^^'  =  -  r'[r",r'],-(i  -  z')(i), 
2r"'^^^^^^  =  -r"[r'',r'],-(i-z')(a}. 

2'-"  ^^''^r^'  =  -  *•"['•".  '•"]3-  (I  -  z')  (3), 
ar'"  ^i^^jp-*  =  -  r"[r",  r-].  -  (  I  -  z')  (4), 


12.  On  aura  donc  de  cette  manière 


et  de  là 


2  =  o,6563oi,  M  =  i,iio96i,  N=:o,3o9374; 

(o)  =  3,428182       log.  0,5350639, 

(  I  )  =  5,727963  0,7580002, 

(  2  )  =  494^474^  0,6439203, 

(3)  =  3,256463  0,5127461, 

(4)  =  2,352245  0,3714825, 


r^ 


kkê 
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ensuite 


en  tin 


ir 


(5)  =  1,673548 

log.  o,2a36382r, 

(6)  =  1,178726 

0,0714129, 

(7)  =  0,825384 

9,9166560, 

(8)  =0,577671 

9,7616805, 

(9)  =  0,407838 

9,6104877, 

(10)  =  0,295751 

9,4709262, 

(11)  =20,227900 

9,3577443. 

(12)  =0,196564 

9,2935039, 

• 

r[r'\r'']  =  1,145540 

••■••••••, 

log.  0,0590103, 

r"[r",  r''],  —  o,8o45o2 

9,9055269, 

r''[r",r'"],=  o,4o55i2 

9,6080037, 

r''[r'\  r'^],=  o,2245io 

9,3512348, 

r''[r%r'']4  =  0,1 29859 

9,1134706, 

r''[r",r"'],— 0,077018 

8,8865936, 

r''[r%  r'"]«—o,o46388 

8,6664007, 

r''[r'',  r'^],^:  0,028177 

8,4498881, 

r"[r%r"'],— 0,017127 

8,233688i, 

r''[r*',  r'"  ,   0,010279 

8,0119568, 

r"  \r" y  i'"'\^      0,006905 

7i77>'957» 

098     log.  0,4909550, 

ir 


.,  d[r\  r-].  _ 


rfr' 


=  --  4>o65254 


2r 


r,  ^[^^-  r'"]^    ^ 


dr" 


=  -2,912994 


2r 


n.d[r\r-],  _ 


dr' 


=  —  2,078313 


0,6090876, 


0,4643397, 


0,3177109, 
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^,.rfl^^^_  ,^^^68919  log.    0.1669979, 

'      ~dP~^  ~  ~  •»o297i7  0,0127178, 

'  r'"  ^^y^'  =  -  0,7 1 7400  i,85576i4, 

2  '•'"     ''j^^        =  -  0,498042  9,6972659, 

,  r"  ^^^y^'  =  -  0,243449  i,3864o8o, 

^^  '       rfr^   ^'*  — -0,174267  9,24i2i5i, 


13.  Or,  n  étant  égal  à  i  — \  (10  et  11  ),  on  aura 


z^ 


n=  —  0,880812; 

la  formule  du  n^  10  deviendra  par  ces  substitutions 

—  T^[ -h II,  166933    sin(/i"— /?*')- 1,544523 sin 2 {/?'--/>*') 

—  0,2924^5  sin  3  (/i"—//')  —  0,093040  sin  4  (/>*'—/»*')  —  •  • .], 

faudra  encore  substituer  la  valeur  de  T**,  masse  de  la  Terre,  et  rô- 
les coefficients  en  secondes. 

Nous  ferons,  comme  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires 

me  Partie,  n°  14), 

I 


'pw 


365361 ' 


S  multiplié  par  celui  des  secondes  de  Tare  égal  au  rayon,  donne 
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o",  564549  pour  la  valeur  de  T""  en  secondes  qu'il  faudra  substituer  dans 
la  formule  précédente.  Ainsi  Ton  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  la  Terre  et  dépendante 

uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  la  Terre 

—  6",  3o43    sin (  cf  —  ô  )  -+-  o",  8720  sin 2  (  cT—  ô  ) 
-f-  o",  i65i  sin 3  (  cT-  ô  )  -f-  o",  o525  sin4 (  cf-  ô  ) 


où  l'on  se  souviendra  que  le  lieu  moyen  Ô  de  la  Terre  est  à  180  degrés 
de  celui  du  Soleil. 

Cette  correction  ne  monte,  comme  on  voit,  qu'à  environ  6''  dans  les 
quadratures  de  Mars  et  de  la  Terre,  où  elle  est  à  très-peu  près  la  plus 
grande;  elle  est  donc  peu  importante  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie, 

* 

mais  elle  peut  le  devenir  davantage  lorsque  la  précision  des  observations, 
qui  parait  augmenter  de  jour  en  jour,  mettra  en  état  de  tenir  compte  des 
secondes  dans  les  lieux  des  Planètes. 

15.  M.  de  Lalande  avant  aussi  calculé  l'efiFet  de  l'attraction  de  la  Terre 
sur  Mars  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris^  année 
1761,  a  trouvé  pour  la  partie  dépendante  de  la  distance  ou  commutation 
de  Mars  à  la  Terre  les  termes 

—  i3", 3  sin(  cT—  ô  )  —  1^,9 sin2(  cf  —  ô), 

dont  les  coefHcients  sont  plus  que  doubles  de  ceux  que  nous  venons  de 
trouver  pour  les  termes  semblables. 

Cette  différence  vient  uniquement  de  ce  que  M.  de  Lalande  a  employé 
pour  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  à  la  masse  du  Soleil  celui  que 
Newton  avait  donné  d'après  la  parallaxe  du  Soleil  supposée  de  10"^; 
mais  cette  parallaxe  ayant  été  rabaissée  à  8"^  par  les  observations  des 
derniers  passages  de  Vénus,  le  rapport  dont  il  s'agit  a  dû  être  diminué 
dans  la  raison  des  cubes  des  parallaxes;  ce  rapport  étant  suivant  Newton 
de  I  a  169282,  et  suivant  nos  déterminations  de  i  a  36536i,  il  s'en- 
suit que  les  coefficients  de  la  formule  de  M.  de  Lalande  doivent  être 
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diminués  dans  le  rapport  de  36536i  à  169282,  ou  de  2,1 583  à  i;  ce 
qui  les  réduira  à  —  6",  16  et  o",88,  lesquels  s'accordent  à  très-peu  près 
avec  ceux  de  notre  formule. 

M.  de  Lalande  rapporte  dans  le  même  endroit  (page  288)  une  formule 
que  feu  M.  Mayer  lui  avait  communiquée  pour  le  même  objet,  et  dans 
laquelle  les  termes  dépendants  de  la  distance  de  Mars  à  la  Terre  sont 

—  I o'\ 9  sin(  cf—  ô  )  4- 1",6  sin2  (  cf  —  ô  )  H-  o",  3  sin 3 ( cf—  ô  ;. 

Les  lieux  de  Mars  et  de  la  Terre  sont,  suivant  les  suppositions  de  Mayer, 
des  lieux  vrais;  mais,  en  exprimant  ces  lieux  par  les  lieux  moyens,  il  ne 
peut  résulter  aucune  différence  dans  les  termes  indépendants  des  excen- 
tricités. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  nôtre,  on  trouve  que  pour  que  les 
premiers  termes  deviennent  les  mêmes,  il  faut  diminuer  celui  de  la  for- 
mule de  Mayer  dans  la  raison  de  1,729  à  i;  diminuant  ensuite  dans  la 
même  proportion  les  coefficients  des  deux  autres  termes  de  celle-ci,  ils 
deviennent  0^,93,  o",i7,  lesquels  s'accordent  à  peu  près  avec  ceux  des 
termes  correspondants  de  notre  formule;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
Mayer  avait  employé  pour  la  masse  de  la  Terre  une  valeur  plus  grande 
que  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  la  même  raison  de  i  à  1,729,  et 
par  conséquent  une  parallaxe  du  Soleil  plus  grande  que  8"-J  dans  la  rai- 
son de  I  à  1,2;  ce  qui  donne  environ  10".  J'ai  cru  ce  détail  nécessaire, 
moins  pour  la  justification  de  mes  calculs,  que  pour  la  satisfaction  des 
Astronomes  qui  voudront  faire  usage  de  la  correction  dont  il  s'agit  dans 
la  Théorie  de  Mars. 

§  IV.  —  Calcul  des  variatiotis  de  Mars  dites  à  l'action 

de  frémis. 

16.  Ce  calcul  dépend  des  mêmes  formules  que  celui  que  nous  venons 
de  donner  pour  l'action  de  la  Terre,  puisque  Vénus  est  aussi  inférieure  à 
Mars.  Seulement  il  faudra  changer  dans  ces  formules  (n*^*  10  et  11)  les 
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lettres  r",  p",  T,  qui  se  rapportent  à  la  Terre,  en  f" ,  fT,  V  pour 
Vénus  (1). 

Faisant  donc  z  =  -^^  et  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  correspon- 
dantes dans  la  Table  du  n*^  4  (deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  varia- 
lions  séculaires) 9  on  aura  d'abord 


2  =  0,47472^3,    M  =  1,057182,    N  =  0,230473, 


et  de  là  par  les  formules  du  n*^  2  ci-dessus 


(0) —  1,761782 

log.  0,2459522, 

(i)  =  2,3o4484 

0,3625737, 

(2)  =  1,326042 

0,1225573, 

(3)   0,722926 

9,8590938, 

(4)  =  0,382775 

9,5829436, 

(5)  — 0,199695 

9,3003672, 

(6)  —  0,104892 

9,0207424, 

i  7  )  _  0,059359 

8,7734866, 

i8)   0,043975 

8,6432o58, 

ensuite  par  les  formules  du  n°  i  i 


n'ir^r''^' 

i  ,064806 

log. 

0,0272705, 

r"[r\r'^' 

,   0,521607 

9,7173436, 

r"[r",  r^; 

a    0,187701 

9,2734656, 

/•''[r",r»^1 

3    0,074632 

8,8729244, 

r"[r\r'''' 

4   o,o3io49 

8,4920437, 

r"[r\r^''] 

s    0,013192 

8,i2o3oi I, 

r''[r\r^'] 

6   o,oo5552 

7,7444270, 

enfin 
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'^^"^"dP —   "^  ""  '^'^'^^^^  '^^-    «3855257, 

'•    /,, — -  =  —  2,306748  o,363oooi , 


2r"» 


Jr" 


2r"'^     e/r^^       =  —  i»2 149^4  0,0845419, 

2  r"»  ^^^^r''-*'  =  -  0,634638  9,8025260, 

^''  '       rf)./^        ==  ■"  0327561  9,5152922, 

2 r"*  ^l^^yf'^'  =  -  o,  167883  9,225oo68, 

2  r'^a  ^^,7^'  =  -  o,o868o5  8,9385447, 


17.  L'expression  de  n  étant  comme  dans  le  paragraphe  précédent 


dt 


on  aura  ici 

n=^  —  2,o573io; 

et,  ces  substitutions  faites  dans  la  formule  du  n^  10  appliquée  au  cas 
présent,  on  aura  celle-ci 

—  T»^[o,3886iosin(/'  — /?'*)  — 0,046276  sin2(/?''  —  /?'^)—...]. 

Prenons  pour  T'^,  masse  de  Vénus,  la  valeur  — g-      adoptée  dans  la 

Théorie  des  variations  séculaires;  ce  nombre,  multiplié  par  celui  des  se- 
condes de  Tare  égal  au  rayon,  donnera  en  secondes 

T-  =  o",  73989. 

57. 
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Ainsi  en  substituant  cette  valeur,  et  dénotant  toujours  les  lieux  moyens 
de  Mars  et  de  Vénus  par  les  caractères  de  ces  Planètes,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  f^énus,  et  dépendante 

uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  Fénus 

—  o",  2876  sin  (  cT—  9  )  -+-  o",  0342  sin 2 (  cf—  9  )  -+- 

On  voit  que  cette  correction  est  insensible,  et  que,  pour  qu'elle  put 
monter  à  une  seconde,  il  faudrait  que  la  masse  de  Vénus  fût  plus  que 
triple  de  celle  que  nous  avons  adoptée,  ce  qui  ne  se  peut;  ainsi  Ton 
pourra  toujours  négliger  cette  correction  en  toute  sûreté. 

§  V.  —  Calcul  des  "variations  de  Mars  dues  à  V action 

de  Mercure. 

18.  Nous  pourrions  k  la  rigueur  nous  dispenser  de  calculer  ces  varia- 
tions; car  Mercure  étant  plus  éloigné  de  Mars  que  Vénus,  et  ayant  en 
même  temps  une  masse  moindre  que  cette  Planète,  on  en  peut  d'abord 
conclure  que  Teffet  de  son  action  sur  Mars  sera  nécessairement  encore 
moindre  que  celui  de  l'action  de  Vénus,  que  nous  avons  vu  être  insen- 
sible. Nous  donnerons  cependant  encore  ce  calcul,  ne  fût-ce  que  pour 
ne  laisser  aucun  vide  dans  la  Théorie  des  perturbations  des  Planètes 
principales. 

On  y  suivra  le  même  procédé  que  dans  le  calcul  précédent,  mais  en 
prenant,  à  la  place  des  quantités  r*^,/?'"",  T*^  relatives  à  Vénus,  les  quan- 
tités r^,/>^,  T^  qui  répondent  à  Mercure. 

Ainsi  Ton  fera  z  =  -7r»  et  l'on  aura 

r 
z  =  0,254054,  M  =  1,016202,  N  =  0,125994, 

d'où  l'on  tirera 

(o)  =  1,161267     log.  0,0649321, 

'.i)  =  o,86388o         9,9364534, 

(2)  —  0,272098         9,4347254, 


\ 
t 
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ensuite 


enfin 


(3)  =  o,o8o4o2 

(4)  =  0,023346 


log.  8,9052669, 
8,3682125, 


r"[r",r-]3 


1,016747 

0,260461 

0,049762 

o,oio533- 

0,002286 


2r 


ff2 


d[r",  r-\   _ 


2r 


2r 


dr" 

,„rf[r",r-],_ 


=  —  2,io3o63 


=  -  1, 068583 


2r 


2r 


dr'' 
dr" 
dr" 


=  —  0,304298 


=  —  0,085746 


=  —  0,024125 


log.  0,0072129, 
9,4157422, 
8,6968923, 
8,0225428, 
7,3590238, 


log.  0,3228523, 


0,0288080, 


9,4832991, 


8,9332139, 


8,3824673, 


# 


19.  Or,  n  étant  égal  à  i j->  on  aura 


n  =  —  6,809280  ; 

et  ces  substitutions  donneront  la  formule 

—  T^  [0,247740  sin(p"—  p")  —  0,0222788102(7?"  —  /;*  —...]. 

La  masse  T^  de  Mercure  a  été  déterminée  dans  la  Théorie  des  variations 
séculaires  Ae  — gg —  (n^  14,  seconde  Partie);  en  la  multipliant  par 


454  THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 

206264",  8  pour  la  réduire  en  secondes,  on  aura 

T^=:0",10l8l8, 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  précédente.  On  aura  ainsi 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  Vaction  de  Mercure,  et  dépendante 

simplement  de  la  distance  de  Mars  à  Mercure 

—  o",o252sin(cf—  ?  )  -f-  o'',oo23  sin2(cr—  ?  )  -f-. . . . 

20.  Je  dois  remarquer,  au  reste,  que  les  valeurs  des  quantités  M  et  N, 
que  j'ai  employées  ci-dessus  (18),  ne  sont  pas  tout  k  fait  les  mêmes  qui 
se  trouvent  dans  la  Table  du  n**  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des 
variations  séculaires;  mais  aussi  sont-elles  plus  exactes  que  celles-là.  Les 
valeurs  des  quantités  M,  N,  P,  Q  de  cette  Table  sont  les  seules  que  je  n'ai 
pas  calculées  moi-même,  et  dont  par  conséquent  je  ne  suis  pas  respon- 
sable à  la  rigueur;  ayant  voulu  en  dernier  lieu  m'assurer  aussi  de  leur 
exactitude,  j'ai  trouvé  qu'il  s'était  glissé  une  légère  méprise  dans  le  cal- 
cul de  celles  dont  il  s'agit,  etqu'au  lieu  de  M  =  i,oi6565,  N=o, 125947» 

il  fallait  faire 

M—  1,016202,    N=:  0,125994. 

Ce  changement  dans  les  valeurs  de  M  et  N  en  produit  un  aussi  dans 
celles  de  P  et  Q  qui  en  dépendent;  et,  au  lieu  de  P  =  o,o5345i, 
Q=o,oi6523,  il  faudra  faire 

P  rrr  0,054868,       Q  =  0,017282. 

Ainsi  les  valeurs  des  quantités  (2,  5),  (5,  2)  qui  sont  proportionnelles 
à  P  devront  être  augmentées  dans  la  raison  de  5345i  k  54868,  et  celles 
de  [2,  5j,  [5,  2J  qui  sont  proportionnelles  à  Q  devront  l'être  aussi  dans 
la  raison  de  i6523  à  17282. 

Il  faudra  donc  réformer  ainsi  la  partie  correspondante  de  la  Table  citée 
dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  (*). 

(*)  Page  219  de  ce  volume. 
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r^ 


Pour  z  =  -^  =  o,254o54» 


r 


M  =  1 ,016202,  N  =  o,  1 25994» 

P  =1  0,054868,  0  =  0,017282, 

(a,  5)  =  o,o29i73T''  [a,  5]  =  0,009189 T' 

8,4649745,  7,9632491, 

(5,  a)  =  o,o57878T"         [5,  2]  =  o,oi823oT" 
8,7625115,  8,2607861. 

Par  conséquent  il  faudra  corriger  comme  il  suit  les  valeurs  de  (2,  5), 
[2,5],  (5,2),  [5,2]  dans  la  Table  du  n*^  16  (•)  : 

(2, 5)  =  ©",0187 m^  [2,  5]  =:o'',oo59m^ 

8,2709734,  7,7692480, 

(5,2)=:o''.o4o6w"  [5,2]=::p",OI28m'' 

8,6088577,  8, I 071 323. 

Mais,  comme  ces  corrections  ne  tombent  que  sur  les  dernières  déci- 
males des  valeurs  dont  il  s'agit,  elles  ne  sauraient  avoir  une  influence 
sensible  sur  les  résultats  que  nous  avons  déduits  pour  les  variations  sé- 
culaires; d'autant  que  les  dernières  décimales  demeurent  toujours  plus 
ou  moins  incertaines,  et  que  les  deux  premières  sont  plus  que  suffisantes 
pour  la  détermination  de  ces  variations.  Il  n'y  aura  donc  rien  k  changer 
à  cet  égard,  et  j'aurais  même  pu  me  dispenser  de  donner  Ferrata  précé- 
dent, si  je  ne  croyais  que  la  précision  la  plus  scrupuleuse  est  indispen- 
sable dans  ces  sortes  de  calculs. 


SECTION  QUATRIEME 

où  l'on  donne  lbs  variations  périodiques  du  mouvement  de  la  terre 

DÉPENDANTES   DE    SA    DISTANCE    AUX    AUTRES    PLANÈTES. 

Parmi  les  inégalités  dont  la  recherche  est  l'objet  du  travail  qui  nous 
occupe,  il  n'y  en  a  pas  de  plus  importantes  à  connaître  que  celles  du 

(*)  Pages  238  et  289  de  ce  volume. 


^, 
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mouvement  de  la  Terre;  car  elles  affectent  également  le  mouvement  ap- 
parent du  Soleil,  et  Ton  sait  que  la  détermination  de  ce  mouvement  est 
comme  la  base  de  toutes  les  autres  déterminations  astronomiques.  Aussi 
les  Astronomes  s'y  sont-ils  tous  appliqués  particulièrement,  et  ils  sont 
déjà  venus  à  bout  de  donner  aux  Tables  du  Soleil  une  précision  bien  su- 
périeure à  celle  des  Tables  des  autres  Planètes;  mais  pour  pouvoir  les 
perfectionner  encore,  il  est  nécessaire  d'avoir  une  Théorie  exacte  et  com- 
plète de  tous  les  dérangements  que  la  Terre  peut  éprouver  de  la  part  des 
Planètes.  Nous  allons  donner,  en  suivant  notre  plan,  la  partie  de  cette 
Théorie  qui  concerne  les  variations  périodiques,  dépendantes  unique- 
ment des  distances  ou  commutations  entre  la  Terre  et  les  autres  Planètes 
principales. 


§  I.  —  Calcul  des  variations  de  la  Terre  dues  a  l  action 

de  Saturne. 

1.  Il  est  visible  que  la  formule  de  ces  variations*  sera  la  même  que 
celle  des  variations  de  Mars  dues  à  la  même  action  de  Saturne,  en  ne  fai- 
sant qu'y  substituer  a  la  place  des  quantités  relatives  à  Mars,  les  quan- 
tités analogues  pour  la  Terre  ;  ce  qui  revient  à  marquer  simplement  de 
trois  traits  les  lettres  marquées  de  deux  dans  la  formule  du  n*^  1  de  la 
Section  précédente. 

Ainsi  les  variations  qu'il  s'agit  de  calculer  seront  contenues  dans  la 
formule  suivante 

[3/t(i— .9/1^  (fr"'  3/i'(i -— 9/t' 1  J  r        r 

\^^n[i  —  ibn')  dr'  ^n\ï  —  \bn^)       ^         '  \        ^  '        ^ 
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dans  laquelle 

dp  /r'\' 

r*^  étant  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil,  et  réelle  de  Saturne 
au  Soleil. 

2.  On  fera  z  =  —j  et,  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  correspon- 
dantes données  dans  le  n®  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  varia- 
tions séculaires,  on  déterminera  les  valeurs  des  quantités 

comme  dans  le  n^  2  de  la  Section  précédente,  en  changeant  simplement  r" 
en  r**  dans  les  formules  de  ce  numéro. 
On  aura  donc  d'abord 

z  =  o,i  0482 1 ,    M  =  1 ,002749,     N  =  o,o52338, 

et  de  là  on  trouvera 

(0)=  i,o25i52  log.    0,0107882, 

(i)c=o,32io44  9,5o65644> 

(2)  =  0,041960  8,6227320, 

(3)  =  0,004397  7,643i565, 


ensuite 


r*^[r,  r*']  =o,io5i  II  log.  9,0216465, 

r^ [ r,  r^],  =  0,0 II o33  8,0427070, 

r'^[r^  r*'],:^  0,000870  6,93941 16, 

r'^[r,  r%  =  0,000091  5,9698912, 

* •••  • » 
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entin 

^r'*      // ^   =o,oon66  log.  7,0666986, 

^r"'     ^j^  ^'  =  0,022249  8,3473105, 

^^"      Jt^      ~  o»oo3479  7,5414669, 

2  r"'    ^l  ^   i*  =  o,ooo365  6,5618762, 


3. 

3.  Or,  n  étant  égal  à  i  —  a*,  on  aura 

n  =  0,966063, 

et  par  ces  substitutions  la  formule  du  n"*  1  devi  endra 

—  T[o,oo7i5i  sin(//^—/i)— 0,001807  sin2(/?'''—/?)— 0,000067  sin3(/i*'—p)  —  ...] . 

Mettant  donc  pour  T  sa  valeur  en  secondes  61",  4176  (n®  4,  Section 
précédente),  on  aura  enfin 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  de  Saturne 
et  dépendante  uniquement  de  la  distance  de  la  Terre  à  Saturne 


—  0^,4392 sin(Ô  —  ï>)  H-  o",ii  iosin2(Ô  —  ï>)  -K  o",oo4i  sin3{ô—  î)) 


•  •  •  » 


le  lieu  moyen  6  de  la  Terre  étant,  comme  Ton  sait,  à  180  degrés  de 
celui  du  Soleil. 

4.  Les  inégîalités  du  mouvement  du  Soleil  dues  à  l'action  des  Planètes 
principales  sur  la  Terre  ont  été  calculées  d'abord  par  feu  M.  Euler  dans 
la  Pièce  qui  a  remporté  le  Prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1756.  Il  n'y  a  que  la  partie  de  ce  calcul  qui  concerne  les  inégalités 
de  la  longitude,  qu'on  puisse  regarder  comme  exacte,  celle  qui  concerne 
les  variations  des  aphélies  et  des  excentricités  étant  fondée  sur  une  ana- 
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lyse  insuffisante,  comme  on  peut  s'en  convaincre  par  notre  Théorie  des 
variations  séculaires. 

Pour  les  inégalités  qui  dépendent  de  Saturne,  on  ne  trouve  dans  cette 

Pièce  que  le  terme sin(  6  —  ï)  );  et  comme  la  masse  de  Saturne  y 

est  supposée  de  « — ?  tandis  que  nous  l'avons  réduite  à  ôôrg»  i'  faudra, 

pour  comparer  ce  terme  au  terme  correspondant  —  o",4392  sin(  6  —  ï)  ) 

de  notre  formule,  diminuer  le  coefficient  —  dans  le  rapport  de  3358  à 

3o3i  ou  de  I  à  1,1117,  ^^  fl^'  '^  réduira  à  o",4498,  lequel  diffère  très- 
peu  de  celui  que  nous  avons  trouvé. 

Au  reste  on  voit,  par  les  autres  termes  que  nous  avons  encore  calculés, 
qu'en  effet  ce  premier  terme,  quelque  peu  considérable  qu'il  soit,  est 
néanmoins  le  seul  dont  l'effet  puisse  être  sensible. 

§  II.  —  Calcul  des  variatlofis  de  la  Terre  dues  à  l'action 

de  Jupiter. 

5.  Ce  calcul  est  entièrement  semblable  à  celui  que  nous  venons  d'expo- 
ser, et  dépend  des  mêmes  formules,  en  changeant  seulement  les  lettres 
T,  r,/?,  relatives  à  Saturne,  en  T',  r\  p  pour  Jupiter. 

On  fera  donc  ^  =  —  ?  et  l'on  aura  (n^  4,  seconde  Partie  des  Variations 

séculaires) 

z  =  o,  19227 1 ,     M  =  1 ,009263,     N  =  0,095689, 

fl'où  l'on  tirera 

(0)=  1,088236  log.    0,0367229, 

(I)  =  0,619059  9.791 7319, 

( 2  )  =  o,  148080  *  9, 1 704964, 

(  3  )  =  o,o33o8 1  8,5 1 95786, 

i  4  ;  =  0,0067856  7,83 1 5883, 
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r-'[r',r-'].: 


0,194086 
0,037493 
o,oo54i6 
0,00087 I 
0,000265 


log.  9,2879938, 
8,5739495, 
7,7336483, 
6,9398001, 
6,4^33208, 


enfin 


2/^»     '•^^^^      =  0,007415 

^  dr"      =Q>Q77'34 

ar^'^K'r^'^o,o^oo33 

2r*'*     '^  ,  ^  •*  =■  o,oo5255 
dr"     ,        ' 


log.     7,8701287, 


8,8872459, 


8,3017547, 


7,7205579, 


6,9962445, 


6.  Maintenant 


ce  qui  donnera 


n  =  0,91 5692; 


et  la  formule  des  inégalités  de  la  Terre  dues  à  Jupiter  deviendra 

-  T'[-h  o,o36497  sin    ip^-p'}  —  0,01 3364  sin2(/'—  p') 

—  o,ooo85osin 3 (/>*—/>')  —  0,000126 sin 4 (/>*'— />')  —  . .  •]. 

Il  ne  s'agira  donc  plus  que  d'y  substituer  pour  T' sa  valeur  en  seconde 
193",  2775  (Section  précédente,  n**7),  ce  qui  donnera 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  de  Jupite 
et  dépendante  simplement  de  la  distance  de  la  Terre  à  Jupiter 

-  7",  o54o  sin   (  ô  -  Zr  )  4-  2",  5829  sin  2  ô  -  ZT  ) 

-f-  o",  1642  sin 3 (  ô  —  Zr  )  -4-  o", 0243  sin 4(  ô  —  ZT )  -h . . . . 
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7.  Dans  la  Pièce  citée  (4)  les  inégalités  de  la  longitude  du  Soleil  dues 
à  l'action  de  Jupiter  sont  représentées  par  ces  deux  termes 

—  7",o6sin(ô  — ^r)4-2^67sin2(Ô  — ar), 

lesquels  s'accordent  assez  bien  avec  les  deux  premiers  termes  de  la  for- 
mule précédente,  la  valeur  de  la  masse  de  Jupiter  étant  d'ailleurs  la  même 

de  part  et  d'autre,  c'est-à-dire  -rg-- 

Ces  mêmes  inégalités  ont  de  plus  été  calculées  par  Clairaut  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1764;  et  elles  y  sont 
exprimées  par  les  termes 

—  7",isin(ô-ar)-h2",7sin2(ô-ar) 

qui  s'accordent  aussi  à  très-peu  près  avec  les  deux  premiers  de  notre  for- 
mule, quoiqu'un  peu  moins  que  ceux  d'Euler. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  qu'ils  ne  sont 
presque  d'aucune  considération,  mais  il  était  nécessaire  de  les  connaître 
pour  être  assuré  de  leur  peu  de  valeur. 

^  III.  —  Calcul  des  variations  de  la  Terre  dues  à  V action 

de  Mars. 

8.  On  emploiera  encore  pour  ce  calcul  les  mêmes  formules  que  dans 
le  §1,  en  changeant  seulement  les  quantités  r,  p,  T,  relatives  à  Saturne, 
en  r",  p"y  T"  pour  Mars;  on  pourra  même  le  simplifier  beaucoup,  en  dé- 
duisant immédiatement  les  valeurs  des  quantités 


I 


de  celles  de 


dr"      '  rfr' 


déjà  données  dans  le  §  III  de  la  Section  troisième  pour  l'action  de  la  Terre 
sur  Mars;  nous  avons  donné  les  formules  nécessaires  pour  cela  dans  le 
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n^  2  de  la  Section  deuxième;  il  suffira  pour  les  appliquer  au  cas  prés 

d'y  changer  r  en  r"  et  r'  en  r*" . 

pif 
Faisant  donc  z  =^  -77  =  o,6563oi ,  on  aura 


el  ensuite 


9.  Or 


r  [r  fP  Js- 


0,751819 
0,527995 
0,2661 38 
0,147346 
0,085226 
o,o5o547 
o,o3o443 


2r 


2r 


Ml 


d{r\  r"], 


./ff 


2r 


rfr' 


=:  1, 612040 


nr  1,379525 


=  1,069307 


^  \7^  =0,79360 


2r 


,,  rf[r".  r"']^  _ 


dr 


m 


dr'' 


-  0,574695 


=  0,409944 


n  =  i  —  z 


log.  9,8761134, 
9,7226300, 
9,4251068, 
9,1683379, 
8,9305737, 
8,7036967, 
8,4835o38, 


log.     9,7234483, 


0,2073758, 


0,1397296, 


0,0291023, 


9,8996022, 


9,7594374, 


9,6127245, 


o,4683i5; 


et  de  la  on  aura  pour  les  inégalités  dues  à  Mars, 

-  T"[-h3,88i779sin    ip'  -  p"    -f- 31,170190  sin 2  (/>'"- />") 

—  i,925284sin3;/?'  —  y>''  )  —    0,420867  sin 4 (/>'"— /^")  — . . .] 
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La  valeur  de  T"  masse  de  Mars,  telle  que  nous  l'avons  déterminée  dans 

la  Théorie  des  variations  séculaires,  est  de    ^.^^^    en  parties  de  celle  du 

Soleil.  En  la  multipliant  par  Tare  égal  au  rayon  pour  la  réduire  en  se- 
condes, elle  devient  o",  i  nySi;  c'est  la  valeur  qu'il  faut  substituer  dans 
la  formule  précédente.  On  aura  donc 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  de  Mars 
et  dépendante  simplement  de  la  distance  de  la  Terre  à  Mars 

-  o",  4337  sin   (  Ô  -  cT  )  -  3",  4827  sin  2(  ô  -  cf) 

-h  o",2i5i  sin3(Ô  — cf)  -I-  o", 0470  sin 4(ô  —  cf)H- 

10.  Dans  la  même  Pièce  déjà  citée  (4),  on  trouve  pour  les  inégalités 
de  la  longitude  du  Soleil  dues  à  l'action  de  Mars  ces  deux  termes 

-  o%4o3  sin( ô  -  cT)  -  3",23i  sin2(ô  -  cf  ); 

mais  la  masse  de  Mars  y  est  supposée  de En  augmentant  donc 

*^*  2000000  ^ 

les  coefficients  o",4o3  et  3",23i  dans  le  rapport  de  1846083  à  2000000, 

ils  deviendront  o",437  et  3",5oo,  lesquels  s'accordent,  comme  on  voit, 

à  très-peu  près  avec  les  deux  premiers  de  notre  formule. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  qu'ils  peuvent 

être  entièrement  négligés,  ne  pouvant  jamais  monter  qu'à  des  décimalet^ 

de  seconde. 

§  IV.  —  Calcul  des  variations  de  la  Terre  dites  a  V action 

de  Vénus. 

1 1 .  La  formule  de  ces  variations  sera  encore  la  même  que  celle  du  §  I 
<in  y  changeant  seulement  les  quantités  T,  r,  p,  relatives  à  Saturne,  en 
T"",  r^"" ^p^^  pour  Vénus.  Mais  Vénus  étant  inférieure  à  la  Terre,  il  faudra, 
pour  la  détermination  des  valeurs  de 

r   \^r  ^  r     |,     /    L"  »'     ]!♦•••♦     ^•'    -       j^^m       '      ^'  ^^m        '       ' 
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employer  des  formules  semblables  a  celles  du  §  III  de  la  Section  précé- 
dente, en  y  changeant  respectivement  r"  en  r'^  et  r"  en  r*"",  pour  rappor- 
ter à  la  Terre  et  a  Vénus  ce  qui  dans  cet  endroit  est  relatif  k  Mars  et  à  la 
Terre. 

Faisant  donc  z  =  -7^'   ^^  prenant  les  valeurs  correspondantes  de  M 
et  N  dans  le  n^  4  de  la  seconde  Partie  des  Variations  séculaires,  on  aura 

45  =  0,723330,    M  =  1,135763,    N  =  o,336i3i; 


d*où  l'on  tire 

(0)  =  4,996046 

log.  0,6986264, 

(i)  — 8,871529 

0,9479985, 

(2) -7,387485 

0,8684966, 

(3)   5,956443 

o»774987o» 

(4)  — 4.709^97 

0,6729654, 

(5)  =  3,675619 

o,56533o5, 

(6)   2,844299 

0,4539753, 

(7)  — 2,190188 

0,340481 3, 

(8)  — i,685o46 

0,2266118, 

(9)  — 1,302760 

0,1148644, 

(10)   1,021472 

0,0092265, 

(11  )  =  0,824360 

9,9161169. 

(12)  — 0,699867 

9,84501 55, 

ensuite 

•••••••  '  •  » 

r'"[r'\r^^]        1,192961 

log.  0,0766261, 

r«'[r'%r-],_- 0,941995 

9,974o485, 

r"'[r*',r»^]j  — 0,527142 

9,7219282, 

r"'[r"',r'^]3- 0,322858 

9,5090115, 

r"'[r'",r''],  — 0,206224 

9,3i43386, 

r"'[r'%r''],  — 0,134908 

9,1300378, 
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r'^lr"",  r*^]6=:  0,089538  log.  8,9620073, 
r"[r'%  r«^],  =  0,069894  8,7778862, 
r'^[r'^,  r*^]g  =  o,o4oi  19         8,6o335o2, 


enfin 


2  ^«2 


^       ,\^ i    =   —   3,576045  log.         0,5532815, 


2 r-»  ^^^^^^^-  =  -  5, 1 7 1886  0,7 1 36489, 

2  r"'    '•  j^^    •*'  =  —  4»o4945o  0,6073961 , 

2 r'-^ ^^"'^^''^^  =  -  3, 162854  0,5000790, 


2r'"» 


^^y^-^^  2,45.637         0,3894561, 


^  ;.-.,  ^[^2r"^* = -  '  >88742 1  0,2758688, 

ar'^^î^i^Çl^li  ^  _  1.445683  0,1600731, 

2r«'«5^i^^l^  =  -  1,104162  ô,o43o328, 

^^"''^^''2-"'''  =  "  0,843539  i,9^6io5i, 


12.  La  valeur  de  n  est  ici  égale  à  i j»  ce  qui  donne 

n  =  —  0,62553 1 . 

Par  ces  substitutions  la  formule  des  inégalités  dues  à  Vénus  deviendra 

—  T'^[-f- 9,820869    sinlp"'  — />'^)— n,i68298sin2(p'''  — /?»') 

—  i,3797i6sin3(/— />''^)—  0,418198  sin4(/?*'  —  />»^) 

—  0,169076^8105  (/?'''  —  /?»')  —  0,079229  sin6(/?'^  — p»')  —  . . .]. 

V.  '     '  59 
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Et  mettant  pour  T*"",  masse  de  Vénus,  sa  valeur  en  secondes  o",  73989, 
comme  dans  le  n"  17  de  la  Section  précédente,  il  viendra 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil  due  à  V action  de  Fénus 
et  dépendante  uniquement  de  la  distancé  de  la  Terre  à  Fénus 

-  7^26()3  sin(  ô  —  9  )  -f-  8", ci634  sinai  ô  -  9  ) 
i",o9to8 sin3(  ô  —  9  )  4-  o% 3094  sin 4(0  —  9) 
o",  i9.5i  sin5(  ô  -  9  )  -+-  o'%o586 sin6(  Ô  —  9  ) 


13.  Les  inégalités  du  mouvement  du  Soleil  produites  par  l'action  de 
Vénus  sur  la  Terre  ont  déjà  été  calculées  plusieurs  fois;  nous  allons  rap- 
porter ici  les  résultats  de  ces  différents  calculs,  pour  les  comparer  à  ceux 
du  nôtre. 

On  trouve  d'abord  dans  la  Pièce  déjà  citée  (4)  la  formule 

-  5'',  75  sin (  ô  —  9  )  -f-  6", 02  sin 2 (  Ô  —  9  ). 

Mais  la  masse  de  Vénus' y  est  supposée  de  f  ,  ^^  en  parties  de  celle  du 

Soleil,  au  lieu  que  nous  l'avons  faite  de  —g Il  faudra  donc  augmen- 

ler  les  coefficients  5",  75  et  6", 02  dans  la  raison  de  ces  deux  valeurs, 
pour  pouvoir  comparer  la  formule  précédente  à  la  nôtre.  Par  là  ils  de- 
viennent 8", 348  et  8", 74'»  lesquels  sont,  comme  on  voit,  assez  diffé- 
rents de  ceux  des  deux  premiers  termes  de  notre  formule  pour  qu'on  ne 
puisse  attribuer  cette  différence  qu'à  quelque  erreur  dans  les  calculs.  Or 
j'ai  mis  dans  le  mien  assez  de  soin  et  de  précision  pour  pouvoir  répondre 
(le  son  exactitude. 

Ces  mêmes  inégalités  ont  ensuite  été  calculées  par  Clairaut  dans  les 
Mémoires  de  i Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1734.  H  y  donne  la 

formule 

- 10"  sinf  ô  —  9  )  -4- 1 1", 5  sin 2(  ô  —  9  ) 

-+-   r',4sin3(Ô-9^-ho",4sin4{ô-9s 

en  supposant  la  masse  d(*  Vénus  de  — ^ —  de  celle  du  Soleil.  Il  faudra 
'  '  '9^99' 
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donc  diminuer  les  coefficients  de  cette  formule  dans  le  rapport  des  nom- 
bres 278777  à  198991,  pour  pouvoir  la  comparer  avec  la  nôtre,  et  elle 
deviendra  alors 

-7%i4    sin(Ô-9)-i-8",2isin2(Ô-9) 
l^ 00  sin  3(  Ô  —  9  j  -h  o",  29  sin4(  Ô  --  9  ), 


laquelle  s'accorde,  à  quelques  centièmes  de  seconde  près,  avec  celle  que 
nous  avons  trouvée  ;  de  sorte  que  cet  accord  peut  servir  de  confirmation 
à  l'exactitude  de  toutes  les  deux. 

Au  reste  Clairaut  n'avait  adopté  pour  la  masse  de  Vénus  la  valeur  rap- 
portée que  pour  simplifier  sa  formule  en  réduisant  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  à  10'',  et  afin  d'en  faciliter  par  là  la  comparaison  avec  les  ob- 
servations. L'abbé  de  la  Caille  remarqua  bientôt  que  la  Table  construite 
sur  la  formule  de  Clairaut  donnait  des  résultats  trop  forts,  et  en  substitua 
dans  ses  Tables  du  Soleil  une  autre  qui  peut  se  réduire  a  cette  formule 

-8". 2    sin(ô-9)-4-9%5sin2(ô-9) 
H-  i%2sin3(Ô  — 9)-ho",3sin4(ô~9j, 

laquelle  ne  diffère  de  celle  de  Clairaut  qu'en  ce  que  tous  les  coefficients 
sont  diminués  dans  le  rapport  de  100  à  82. 

Mayer  a  conservé  la  même  Table  dans  son  Recueil  des  Tables  solaires, 
mais  en  réduisant  encore  les  valeurs  des  équations  aux  deux  cinquièmes; 
car  la  plus  grande  équation,  qui  dans  la  Table  de  la  Caille  est  de  i5'', 
n'est  plus  que  de  G"  dans  celle  de  Mayer. 

Ainsi,  suivant  la  Caille,  la  masse  de  Vénus  serait  de  —r-^—y  et  suivant 

242672 

Mayer  elle  ne  serait  que  de  ^rg^gr-  Celle  que  nous  avons  adoptée  esl 

entre  ces  deux-ci,  mais  beaucoup  plus  près  de  la  première  que  de  la  se- 
conde; et  l'on  peut  voir,  dans  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  varia- 
lions  séculaires,  comment  nous  avons  été  conduits  a  cette  détermination, 
qui  a  d'ailleurs  l'avantage  de  donner  des  résultats  conformes  aux  obser- 
vations relativement  à  un  des  principaux  points  de  la  Théorie  du  Soleil, 
le  mouvement  de  son  apogée. 

59. 
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14.  Depuis»  feu  M.  Euler  a  donné  dans  les  Commentaires  de  Piun- 
bourg  deux  Mémoires  dont  le  but  est  de  montrer  Tinsuffisance  de  la  mé- 
thode des  séries  dans  la  détermination  des  perturbations  de  la  Terre  cau- 
sées par  Faction  de  Vénus,  et  l'inexactitude  des  Tables  que  la  Caille  et 
Mayer  en  ont  données  d*aprës  les  formules  que  Clairaut  avait  trouvées 
par  cette  méthode.  {Voyez  le  tome  XVI  des  Novi  CommentarU  et  la  pre- 
mière Partie  des  Acta  pour  1778.)  L'Auteur  y  calcule  les  perturbations 
dont  il  s'agit  par  la  méthode  des  quadratures,  ou  sommations  arithmé- 
tiques»  et  il  parvient  à  une  Table  toute  différente  de  celles  dont  nous 
venons  de  parler,  non-seulement  pour  la  valeur  des  équations,  mais  aussi 
par  rapport  à  leur  marche.  Il  importait  non-seulement  a  l'Astronomie, 
mais  à  l'Analyse  même,  de  découvrir  la  cause  d'une  si  grande  différence 
entre  les  résultats  des  deux  méthodes,  surtout  parce  que  la  méthode  des 
séries  est  comme  la  base  de  toutes  les  recherches  sur  le  système  du 
monde,  et  que  si  Ton  était  obligé  d'abandonner  cette  méthode,  on  serait 
forcé  aussi  de  renoncer  à  toute  Théorie  générale  sur  l'effet  de  l'attraction 
mutuelle  des  Planètes. 

Heureusement  on  a  reconnu  que  cette  différence  ne  venait  que  de  la 
manière  d'appliquer  la  méthode  des  quadratures  à  la  question  dont  il 
s'agit,  et  feu  M.  Lexell  a  fait  voir  dans  la  seconde  Partie  des  Actes  de 
Pétersbourg  pour  1779  qu'en  faisant  entrer  dans  le  calcul  toutes  les  cir- 
constances nécessaires,  il  résultait  de  cette  méthode  une  Table  des  per- 
turbations de  la  Terre  assez  conforme  à  celle  que  donnent  les  formules 
déduites  de  l'autre  méthode. 

Enfin  M.  Fuss  a  calculé  de  nouveau  ces  perturbations  par  la  méthode 
des  séries  dans  la  première  Partie  des  Actes  pour  1780,  et  il  est  arrivé  à 
des  résultats  qui  s'accordent  avec  ceux  de  M.  Lexell,  ainsi  qu'avec  la 
Table  de  l'abbé  de  la  Caille  déduite  de  la  formule  de  Clairaut. 

La  conformité  que  nous  avons  trouvée  entre  celle-ci  et  la  nôtre  peut 
servir  de  confirmation  à  ces  conclusions,  et  a  assurer  davantage  la  légi- 
timité de  la  méthode  des  séries,  sur  laquelle  toute  la  Théorie  des  varia- 
tions du  mouvement  des  Planètes  est  fondée. 
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^'  V.  —  Calcul  des  variations  de  la  Terre  dites  a  V action 

de  Mercure. 

15.  Ce  calcul  dépend  des  mêmes  formules  que  celui  du  paragraphe 
précédent,  en  y  changeant  seulement  les  quantités  T'^,  r"^,  p^^ y  relatives 
à  Vénus,  dans  les  quantités  T^,  r^,  p^  relatives  à  Mercure. 

On  fera  donc  z  ==  -jj^»  et  Ton  aura  par  le  n®  4  de  la  seconde  Partie  des 
Variations  séculaires 

3  =  0,387100,    M  =  1,037828,    N=:  0,189854. 

De  là  on  tire  les  valeurs  suivantes 


ensuite 


t^nfin 


(0)— 1,435919     log 

.  o,i57i3oi, 

(l)—  1,576071 

0,1975757, 

(2)  — 0,747647 

9,8736965, 

(3)  —  0,334310 

9,5241494, 

(4)  _  0,144943 

9,1611973, 

/•^[^^^^]  —  1,040991 

log.  0,0174471, 

r''{r'^y  r'],   o,4iii37 

9,6139864, 

r'' [/•*',  r^]:   0,120172 

9,0798017, 

/•^[^^^']5 —  0,038885 

8,5897774, 

^^[^^  r']4  —  o,oi3i66 

8,1194463, 

-^-'^^^^;/^-  -^>^6i744 

log.  0,354443^» 

=z    -  i,75io4o 


=  —  0,755787 


0,2432960, 


9*8783995, 
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a r^    *  i'     ^'  =  —  o,323 1 oo  iog.    9,5093370» 

2 r"  '^t^;/'^  =  -  o, 1 36390  9, 1 347826, 


16.  La  valeur  de  n  est  exprimée  ici,  comme  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, par  I  — 79  de  sorte  qu'on  aura 


z' 


«==  —  3,152075. 
Et  de  là  on  aura  pour  les  inégalités  dues  à  Mercure  la  formule 
—  T^ [0,376404  sin(/i*—y>^)  —  0,009766 sin 2 (/j^  —  y>^)  —  . . .]. 

En  substituant  pour  T^,  masse  de  Mercure,  sa  valeur  en  secondes 
o",  ICI 8 18,  comme  dans  le  n^  19  de  la  Section  précédente,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  de  Mercure 

et  dépendante  de  la  distance  de  la  Terre  à  Mercure 

—  0*^,0383 sin  ( Ô  —  5  )  -h  o'',ooio sin2( Ô  —  5  )  -4- . . . . 

On  voit  que  cette  correction  est  insensible;  aussi  ne  Tai-je  calculée 
que  parce  qu'elle  ne  l'avait  pas  encore  été,  et  pour  ne  laisser  aucun  vide 
dans  la  Théorie  dont  il  s'agit. 


SECTION  CINQUIÈME 

où  l'on  donne  les  variations  périodiques  du  mouvement  de  venus 

DÉPENDANTES   DE    SA    DISTANCE    AUX    AUTRES    PLANÈTES. 

La  Théorie  de  Vénus  est  une  des  plus  importantes  après  celle  de  la 
Terre.  Car  cette  Planète  paraissant  très-souvent  et  avec  beaucoup  d'éclat» 
elle  peut  être  d*un  grand  usage  pour  y  comparer  la  Lune  dans  l'obser- 
vation des  longitudes  en  mer.  D'ailleurs  la  célébrité  de  ses  derniers 
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passages  sur  le  disque  du  Soleil,  et  les  recherches  nombreuses  que  les 
observations  de  ces  passages  ont  occasionnées  relativement  à  la  déter- 
mination de  la  parallaxe  du  Soleil,  ont  augmenté  encore  l'intérêt  que 
cette  partie  de  l'Astronomie  peut  inspirer  par  elle-même.  Elles  ont  sur- 
tout fait  souhaiter  de  connaître  parfaitement  les  inégalités  du  mouve- 
ment de  Vénus,  pour  être  en  état  de  mettre  dans  la  détermination  dont 
il  s'agit  toute  la  précision  dont  elle  peut  être  susceptible.  C'est  donc  une 
recherche  très-nécessaire  aux  progrès  de  l'Astronomie  que  celle  des  dé- 
rangements que  cette  Planète  peut  éprouver  de  la  part  des  autres  Pla- 
nètes en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle;  et  les  Astronomes  ne  pour- 
ront que  me  savoir  gré  du  travail  dont  je  vais  exposer  les  résultats  dans 
cette  Section. 

§  I.  —  Calcul  des  variations  de  Vénus  dues  a  V action 

de  Saturne. 

1.  Nous  pouvons  emprunter  des  Sections  précédentes  les  formules 
nécessaires  pour  ce  calcul.  Ainsi,  en  changeant  seulement,  dans  celle  du 
n"*  1  de  la  Section  quatrième,  les  quantités  r'",p'",  relatives  à  la  Terre, 
dans  les  quantités  analogues  r'^,  p^"",  relatives  à  Vénus,  on  aura  pour  les 
variations  dont  il  s'agit  la  formule  générale 

L2n(i  — 4»')  dr'"  2«'(i  — 4»')       ^         ^  J  ^'^        ^ 


dans  laquelle 

dp  /r"\^ 


I 


»â 
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r^"  étant  la  distance  moyenne  de  Vénus  au  Soleil,  et  r  celle  de  Saturne 
au  Soleil. 

2.  Pour  la  détermination  des  quantités 

on  aura  les  mêmes  formules  que  dans  le  n^  2  de  la  Section  troisième,  en 
changeant  r"  en  r^. 

m 

Faisant  donc  z  =  — j  on  aura  par  la  Table  du  n®  4  de  la  seconde  Partie 
des  Variations  séculaires 

z  =  0,075820,    M  =  1,001437,    N  =  0,037883, 

et  de  là  on  trouvera 


ensuite 


eiitin 


(0)=  i,oi3o5i6 

(  I  )  =:  0,229934 

(2)  =  0,0218246 

(3)  =  0,0027794 

log. 

o,oo563i6, 
9,3616037, 

8,3389464, 
7,4439510, 

r^^[r,r*^]  =0,0769293 
r^^[r^  r"],  —  0,005761 
i.itj^^^itj^   o,ooo327 

» 

log.  8,8804096, 
7,7604962, 
6,6138292, 

•  •  » 

log.  6,6421676, 

dr 


572 


r-'^^  =  o,oo^3v 


dr 


8,0634084, 


7,1201460, 
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3.  Or 


n=i  —  «' =  0,979123; 


ainsi  la  formule  ci-dessus  deviendra  par  ces  substitutions 

— -T[o,oo3o74sin(/?'^  —  |?)  — 0,000648  sin  2  (p''--/i)  —...]. 

De  sorte  qu*en  y  mettant  pour  T  sa  valeur  en  secondes  61",  4176»  on 
aura 

Correction  de  la  longitude  de  Fénus  due  à  l'action  de  Saturne  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

—  o^  i888sin(9  —  ï))  H- o%o398sin2(9  —  !>) -h . . . . 

Cette  correction  étant  fort  au-dessous  d'une  seconde  peut  être  négli- 
gée dans  tous  les  cas;  mais  il  était  nécessaire  de  s'assurer  par  le  calcul 
qu'elle  pouvait  toujours  l'être,  ce  que  personne  n'avait  encore  fait. 


§  II.  —  Calcul  des  variations  de  Vénus  dues  h  l'action 

de  Jupiter. 

4.  Pour  ce  calcul  il  n'y  a  qu'à  changer  dans  la  formule  du.n^  1  les 
quantités  r,  p  et  T,  relatives  à  Saturne,  en  r\p\  T  pour  Jupiter. 


.IT 


Faisant  donc  z  =  ^->  on  aura  par  la  Table  citée 


z  =  o,  1 39076,    M  =  1 ,004841 ,    N  =  0,069370, 


et  de  là  on  trouvera 


(0)=  1,044870 
(i)  =  0,432801 
(2)  =  0,075106 

(3)  =:  0,012641 

(4)  =  0,0060326 


log.    0,0190622, 

9,6362879, 
8,8756746, 

8,10178149 
7,7805045, 


V. 


60 


V7k 
ensuite 


enfin 
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0,139756 
0,019484 
0,002082 
0,000223 


2r 


.»  J[r;  r"]  _ 


dr 


I* 


r-^^i^^=  0,039544 

^.v,  1^^:^0,008212 

r'^»    '•  y  ,   ■''  =o,ooi5oi 


log.  9,1453697, 
8,2896697, 
7,3078605, 
6,3476703, 


0,002750  log.     7,4393327, 


8,5970850, 


7,9144331, 


7,1764906, 


5.  La  valeur  de  n  étant  toujours  exprimée  par  1  —  2^,  elle  sera  dans 

le  cas  présent 

/!  =  0,948135, 

et  la  formule  des  inégalités  dues  ^  Jupiter  deviendra 

—  T' [0,01 5067  sïnip'"'  —  p')  —  0,004474 sin 2 (p»^  —  /?') 

—  o,ooiioosin3(p'''  — /?')  —  ...]. 

Mettant  donc  pour  T'  sa  valeur  en  secondes  iqS",  2775,  il  viendra 

Correction  de  la  longitude  de  Fénus  due  à  l'action  de  Jupiter  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

-  2' ,9121  sin( 9  —  ZT) -h  o",8647  sin2(  9  —  Zr ) -h  o",2i26sin 3(  9  -  Zr  ) -h . . . . 

On  voit  qu'il  n'y  a  que  le  premier  terme,  qui  dépend  de  la  distance 
simple  de  Vénus  à  Jupiter,  qui  puisse  être  sensible;  encore,  étant  au- 
dessous  de  3  secondes,  il  pourra  être  négligé  tant  que  l'exactitude  des 
observations  ne  pourra  pas  atteindre  à  la  précision  des  secondes. 
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§  III.  —  Calcul  des  variations  de   Vénus  dues  a  l'action 

de  Mars. 

6.  On  changera  dans  la  même  formule  du  n^  1  les  quantités  r,  /i,  T, 
relatives  k  Saturne,  dans  les  quantités  r",  p'\  T"  relatives  a  Mars,  et  l'on 
suivra  du  reste  le  même  procédé  dans  le  calcul. 

Mais  on  pourra  abréger  ce  calcul  en  partant  des  quantités  que  nous 
avons  déjà  calculées  dans  le  §  IV  de  la  Section  troisième  pour  l'action  de 
Vénus  sur  Mars,  et  employant  les  formules  données  dans  le  n^  2  de  la 
Section  deuxième,  comme  nous  en  avons  usé  dans  le  §  III  de  la  Section 
précédente. 

Ainsi,  faisant 


on  aura 


ensuite 


./' 


^=  —  =0,139076, 


r'*[r%/'']  rzro,5o5488 
r'^lr",  r'*],  =  0,247619 
r^'^lr",  r"]j  =  0,089106 
r'^[r'%  r'^].,:==  0,035429 
r»-[r",r-],  =  0,014739 
r'^lr'^  r^'^]k=  0,006262 


2r 


,„  d[r'\  r-^]  .__ 


ar 


dr" 


dr 


IV 


=^  0,599828 


/■■"^^y^ =0,398531 


dr 


r''^'li!lLp^  ^o,^3o^,g 


ir 


7.r 


dr 


IV 


=r  0, 1 26023 


=  0,067174 


log.    9,7037108, 

9,3937839, 
8,9499^59, 
8,5493647, 

8, 1684840, 
7»79674i4> 


"-0,142387  log.     9,1534703, 


9,7780267, 
9,600462 1 , 


9, 3625 1 83, 


9,1004499, 


8,8272012, 


60. 
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7.  La  valeur  de  n  étant  encore  exprimée  par  i  —  z^^  elle  sera  ici 

111=0,672915, 

et  la  formule  des  inégalités  dues  à  Mars  deviendra 

—  T[o,7i5io4sin(;i*' -/i")  —  0,948534 8in2(p«^  —  /i') —.. .]. 

De  sorte  qu'en  y  substituant  pour  T\  masse  de  Mars,  sa  valeur  en  se- 
condes 0"",  1 1 17,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Fénus  due  à  l'action  de  Mars  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

—  o'',o799sin(9  — cf)-4-o',io6osln2(9  — cf)-l- 

Cette  correction  ne  montant  pas  même  à  une  seconde,  on  pourra  tou- 
jours la  regarder  comme  nulle. 

§  IV.   —   Calcul  des  variations  de  Vénus  dues  à  V action 

de  la  Terre. 

8.  On  suivra  encore  dans  ce  calcul  le  même  procédé  et  les  mêmes  for- 
mules que  dans  celui  du  paragraphe  précédent,  en  changeant  seulement 
les  quantités  r"^  />",  T,  relatives  à  Mars,  en  r*',  />*',  T*',  et  faisant  usage 
des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  §  IV  de  la  Section  précédente  pour 
l'action  de  Vénus  sur  la  Terre,  d'après  les  formules  données  dans  le  n**  2 
de  la  Section  deuxième. 

On  aura  donc 


2  =  -j^  =  0,723330; 


et  de  la  on  trouvera 


r'^[r*',r'^]  =0,862904  log.  9,9359626, 

,.,T[^«^  r''],  =  0,681373  9,833385o, 

ri^^r'^^  r'^]a  =  0,381298  9,5812645, 

r'''[r'",  r'*]3  =  0,233533  9,368348o, 
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kTJ 


ensuite 


9.  Or 


0,149168 
0,097583 
0,064765 
0,043323 
0,029019 


2r 


«▼s 


~î-^j:;^=:  2,166493 

2r-'^L^^  =  1,820720 

^  rfr'^    =0,916176 

^'^   -47717-^=  o»7»  2027 


rfr 


^  '^     ^r'^    ~  0,5521 19 


log.  9,1736751, 
8,9893743, 
8,811 3438, 
8,6367227, 
8,4626867, 


* 


0,3762546, 


0,3357567, 


0,2602432, 


0,1687938, 


0,0682088, 


9»96>979o» 


9,8524965, 


9,7420326, 


«  =  I  —  z'  =  0,384817; 


donc,  en  faisant  ces  différentes  substitutions,  la  formule  des  variations 
dues  k  la  Terre  deviendra 

—  T*'[-i-  8,009396    sin(/?''  — /i'")-+-i8,25ooo4sin?.(/>''^  — p*') 

—  Il, 584334 sin 3 (;?''- /T)—  i, 687239 sin 4 (;?'' -p*) 

—  o,55i945sin5(/i»*  — p'")—  o,23i833sin6(;i"  —  ;?*)  —  .. .]. 
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Ainsi,  en  mettant  pour  T"",  masse  de  la  Terre,  3a  valeur  en  seceùdes 
o",  5645,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Fénus  due  à  l'action  de  la  Terre  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrin-^  j^  ces  Planètes 


•  I» 


-4%5ai7    sin(9  — Ô)— io%3o3osin2(9~Ô)- 
-+-6%5399sin3(9  — Ô)H-  o^9525sin4(9  — Ô) 
o%3ii6sin5(9-Ô)-4-  o",i3o8sin6(9  — Ô) 


•  •  •  • 


10.  M.  de  Lalande  était  jusqu'à  présent  le  seul  qui  eût  cherché  à  dé- 
terminer les  inégalités  périodiques  de  Vénus;  encore  s*était-il  contenté 
de  calculer  celles  qui  dépendent  de  Taction  de  la  Terre,  comme  les  plus 
sensibles,  à  cause  de  la  proximité  des  orbites  de  ces  deux  Planètes. 

Son  calcul  se  trouve  parmi  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  1 760,  et  il  donne  pour  résultat  ces  deux  termes 

-9^6sin(9-6)-22^osin2(9-Ô), 

qui  répondent,  comme  on  voit,  aux  deux  premiers  termes  de  la  formule 
que  nous  venons  de  trouver,  mais  avec  des  coefficients  presque  deux  fois 
plus  grands. 

Cette  différence  dans  les  coefficients  vient  de  celle  dans  les  valeurs 
adoptées  pour  la  masse  de  la  Terre.  M.  de  Lalande  s'en  est  tenu  à  la  va- 
leur donnée  par  Newton,  laquelle  est  de  -^r-g-  en  parties  de  la  masse 

du  Soleil,  au  lieu  que  nous  l'avons  réduite  à  of^rôi^-  d'après  les  détermi- 
nations les  plus  exactes  des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la  Lune.  {Voyez  le 
n"*  6  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires.)  Il  faudra 
donc,  pour  comparer  les  deux  premiers  termes  de  notre  formule  à  ceux 
que  M.  de  Lalande  a  trouvés,  augmenter  les  coefficients  de  ceux-là  dans 
le  rapport  de  169282  à  36536 1 ,  ce  qui  les  réduira  à  ceux-ci 

-   9'S759sin(9  — Ô)  — 22^237sin2(9  — Ô), 

qui  s'accordent,  comme  on  voit,  aux  dixièmes  de  seconde  près,  avec  ceux 
de  la  formule  de  M.  de  Lalande. 
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Mais,  outre  les  deux  termes  dont  il  s'agit,  notre  formule  en  contient 
encore  un  dont  le  coefficient  est  assez  considérable  pour  ne  pouvoir  pas 
être  négligé,  comme  M.  de  Lalande  Ta  fait.  C'est  le  terme 

6'V5399«i»3(9-Ô), 

qui  doit  it^^aor  d'autant  plus  dans  la  valeur  de  la  formule,  qu*il  est  de 
signe  contraire  aux  deux  premiers.  Ainsi  la  Table,  que  M.  de  Lalande  a 
donnée  dans  les  Mémoires  cités  et  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1 762 
pour  les  inégalités  de  Vénus  dues  à  l'action  de  la  Terre,  doit  être  recal- 
culée d'après  la  formule  que  nous  venons  de  trouver. 

§  V.  —  Calcul  des  variations  de  Vénus  dues  a  V action 

de  Mercure. 

1 1 .  La  formule  du  n®  1  servira  encore  pour  Mercure,  en  y  changeant 
seulement  les  quantités  r,  />,  T  en  r^,  p",  T';  mais,  comme  cette  Planète 
est  inférieure  à  Vénus,  il  faudra  déterminer  les  valeurs  des  quantités     ' 


>IV 


[r-.r^],     r-[r-,r^  ].,...,     .r-Î^I^^,     ^^'"  "^^IV^^^'' '> 


rfr'^  rfr' 


par  des  formules  analogues  à  celles  du  §  III  de  la  Section  troisième,  après 
y  avoir  changé  les  quantités  r"  en  r'^  et  r'"  en  r^,  pour  les  rapporter  au 
cas  présent. 

On  fera  donc  z  =  -^»  et  l'on  aura  d'abord  par  la  Table  du  n**  4  de  la 
seconde  Partie  des  Variations  séculaires 

z  =r  0,535 164,     M  =  1 ,072986,     N  =  0,257625  ; 


d'où  l'on  trouvera 


(o)  =:  2,107096  log.  o,3236844> 
(  I  )  =  3,035496  0,4822297, 
(2)  =  1,950567         0,2901609, 
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ensuite 


enfin 


(3)  =  1,192407 

(4)  =  0,708704 

(5)  =  o,4i38i7 

(6)  =  0,289042 


r 


il* 


1,086081 
0,606705 
0,246589 
0,110767 
o,o52o84 


log.  0,0764244, 
9,85o4648, 

9,6168083, 

9,3784742, 

• » 

log.  o,o358622, 
9,7822615, 

9»39ï973i, 
9,0444097, 

8,7167062, 


2r 


.„  d[r'\  r-]  _ 


.IT 


=  —  2,589705 


2r 


ITl 


^k'%  ^1'  _ 


rfr'^ 


2r 


2r 


2r 


=  —  2,771835 


=  -  i,6385i4 


=  —  0,961669 


=  —  0,557815 


log.  o,4i325o3, 


0,4427674, 


0,2144^^9 


9,9830257, 


9,7464901, 


12.  La  valeur  de  n  sera  ici 


n=zï j=:  —  i  ,554288  ; 


et  la  formule  des  inégalités  dues  à  Mercure  deviendra 


—  T^[o,i36642sin(/>'  —  /?>^)  — 0,066733  sin2(/i^~/>'^)—...]. 
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Vénus,  dans  les  quantités  analogues  r^,  /i^  relatives  à  Mercure.  Cette  for- 
mule sera  donc 

_t[  --.  '     —  .r"%i:i  +      ^,-^^?'   ,  r^lr.r'].!  sina(/,'-^) 

|3»(i  — gn')  ar'  3»'(i  — gn')  J  ^r        r 

L4'»(i  — ï6»')  rfr''  4'*^*  — »^'*)  J 


dans  laquelle 

r"^  étant  la  distance  moyenne  de  Mercure  au  Soleil,  et  r  celle  de  Saturne 
au  Soleil. 

2.  On  déterminera  toujours  les  quantités 

par  des  formules  semblables  à  celles  du  n^  2  de  la  Section  troisième,  en 
y  changeant  r"  en  r". 
Ainsi,  en  faisant  z  =  -",  on  aura  d'abord  par  la  Table  du  n^  4  de  la 

seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires 

z  =  0,040576,     M  =  1 ,0004 II,     N  =  0,020284, 
de  la  on  trouvera 

:o)  =^  1,008714  log.    0,0016099, 

i  I  )  =  o,  1 22 1 06  9,0867864, 

2)  =  0,006252  7>79599i3i, 

(3)  =  0,002257  7,35353i6, 


ensuite 


enfin 
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r^[ry  r*]  =  0,040598 
r^lr^  r^],  =  0,001647 
r^lry  r^]2=  0,000049 


2r^'  — 5^7-; — -  =  0,000107 


2r 


d[n  r^].  _ 


dr 


^  =  0,008299 


2r^^—^ — ^  =0,000204 


log.  8,6084480, 
7,2167936, 
5,6931140, 


log.    6,2224563, 


7,5i83862, 


6,3094172, 
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3.  Or 


/i  =  i  — 2^  =  0,991827; 


donc,  faisant  ces  substitutions  dans  la  formule  précédente,  elle  deviendra 
—  T [0,000625 sin(/?'  —  p)  —  0,000094 si n 2 (p*  —  p)  — . . .]; 

de  sorte  qu'en  mettant  pour  T  sa  valeur  en  secondes  61  ",4176,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l* action  de  Saturne  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

—  o%o384 sin(  ?  —  !> )  4-  o%oo58 sin2(  ?  -  !>  )  + . . . . 


§  II.  —  Calcul  des  variations  de  Mercure  dues  h  Jupiter. 

4.  On  changera  dans  la  formule  du  n^  1  les  quantités  r,  p,  T,  rela- 
tives à  Saturne,  dans  les  quantités  r\  p\  T  relatives  à  Jupiter,  et  Ton 
suivra  du  reste  le  même  procédé. 

Faisant  donc  z  =  -7,  on  aura  par  la  Table  citée 


2  =  0,074428,    M  =  i,ooi385,     N  =  0,037188, 


61. 
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et  de  là  on  trouvera 

(0)=  1,012673  log.  0,0054263, 

(  I  )  =  o,aa562i  9,3533794» 

(2)  =  0,020948  8,3211426, 

(3)=:o,ooi3i5  7,1189588, 


ensuite 


r'[r',  r']  =  0,074531  log.     8,8723395, 

r^lr'^  r''],  =  0,00555 1  7,744383i, 

r'[r',  !»'],=  o,ooo3i  I  6,4922547, 


enfin 


r'*     *•  ,\ — ^  =  o,ooo4i5  iog.    6,6179434, 

r'*    '•^^^^  ^'  =  0,01 1 148  8,0471970, 

r**       w\    ■  =^0,001240  7,0933516, 


5.  La  valeur  de  n  étant 


n  =  i  —  z' =  0,979695, 
on  trouvera  pour  la  formule  des  variations  dont  il  s'agit 
—  T' [ 0,002944  si  n  (/>'  —  /?')  —  0,00061 3  sin  9.  (/>''  —  p' 


•    ■      • 


En  mettant  pourT',  masse  de  Jupiter,  sa  valeur  en  secondes  19V' 
on  aura  enfin 

Correction  de  la  longitude  de  Mercut^  due  à  l'action  de  Jupiter  t-t  déf 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

-  0% 5690 sin .  ?  -  Zr )  -f-  o",  1 184  sin 2 (  ?  - Zr  ) 


•   •   •    • 
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§  III.  —  Calcul  des  variations  de  Mercure  dues  à  Mars. 

6.  On  emploiera  toujours  les  mêmes  formules  que  dans  le  §  I,  en  y 
changeant  simplement  r,  p,  T  en  r",  p'\  T\  pour  substituer  aux  quantités 
relatives  à  Saturne  les  quantités  analogues  relatives  à  Mars;  et,  comme 
les  valeurs  de 

ont  déjà  été  calculées  dans  le  §  Y  de  la  Section  troisième,  on  en  pourra 
déduire  immédiatement  celles  de 


r 


[r\r],     r'[r%r^].,...,     2r-^l^,      2r-»  ^^^^f  K. .. 


par  les  formules  données  dans  le  n^  2  de  la  Section  deuxième 
Ainsi  faisant 


z  =  ^  =  o,254o54, 


on  aura  d'abord 


r^[r",  r']  =  o,2583o9  log.     9,4121389, 

r^[r'\  r^],— 0,066171  8,8206682, 

r{r"y  r\=  0,012642  8,ioi8i83, 


ensuite 


d\r"  rM 
2r'*     '-  ,\    ^  =  0,017675  log.     8,2473594, 

2r-'^^y^'^o,i39i36  9.^34395, 


2  r'*  •■     j\     "  =  o,o52024  8,7 162037, 
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7.  Or 

»  =  i  — s' =0,871947; 

doue,  faisant  ces  différentes  substitutions  dans  la  formule  générale»  elle 
deviendra 

—  T[o,o8i663sin(/>^  —  />'')  —  0,039223  sin2(/i^  —  /i^)  —  . . .]; 

par  conséquent,  en  mettant  pour  T\  masse  de  Mars,  sa  valeur  en  se- 
condes o'',  1 1 17,  il  viendra  pour  la 

Coi'fection  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l'action  de  Mart  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

« 

—  o'^yOogisinCS  —  cf  )h- o'',oo44sin2(  5  —  cf)  H- 

§  IV .  —  Calcul  des  varicUioris  de  Mercwx  dues  à  la  Terre. 

8.  Ce  calcul  dépend  encore  des  mêmes  formules  que  celui  du  para- 
graphe précédent,  en  changeant  seulement  les  quantités  r^^p".  T'en  r", 
p"^  T'^,  et  faisant  usage  des  valeurs  déjà  calcjjilées  dans  le  §  Y  de  la  Sec- 
tion quatrième. 

On  fera  donc,  comme  dans  cet  endroit, 


et  Ton  aura 


r" 
z  =  -7^  =  0,387 100, 


r^[r*',  r'']  =10,402968  log.   .9,6052703, 

r''[r"',  r''],  =  0,1 591 5i  9,2018096, 

r^lr",  r'],=  o,o465i8  8,6676249, 

r''\r''y  /•''],=:  o,oi5o52  8,1776006, 


ensuite 


2r'alL^L!:Il  =  0,069585  log.    8,8425i56, 

dW"  r^l, 

A        =  0,359525  .      9,5557291 , 


2r^2 


dr' 
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et  l*on  trouvera  d'abord 


ensuite 


o,58i23i 
0,324152 
Oyi3ig65 
0,059278 
0,027873 


r«    ^     ;    ^  =  0,612944 


dr 


r^»    ^^^^    ^  =  0,396095 
r-  ^tyJ^  =  0,242776 


'og.    9,7643490. 
9,5107483, 

9,1204599, 

8,7728965, 

8,4451930, 


r«  ^[L^Il:::!  =  0,223454  log.    9.349«882, 

r-' ^t^^y ^]' 3=  o,835o79 


9,9217276, 


9,7874209, 


9'5977994. 


9,385i95o, 


11.  Or 


»  =:  1  —  z  '  :=  o,6o85o2  ; 


donc  la  formule  des  variations  dont  il  s*agit  deviendra 

—  T'^[-f-  i,339359sin(p^—/>*^)  — 2,706669 sin2(p^  —  p«') 

—  0,237901  sin3(p*  —  p'^j  —  ...]. 

De  sorte  qu'en  substituant  pour  T'^,  masse  de  yénus,  sa  valeur  en  se- 
condes o",  73989a,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l'action  de  Fénut  et  dépendante 

de  la  distance  héliocentrique  entre  ces  Planètes 

—  0^,9910 sin(  ?f  —  9)  -h  2",oo26sin2(  ?  —  9  1  -f-  o",  i76osin3(  $  —9   - 


•   •    • 
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12.  Les  inégalités  de  Mercure  dont  nous  venons  de  donner  le  calcul 
sont,  comme  Ton  voit,  trop  petites  pour  qu'on  y  puisse  avoir  égard  dans 
Tétat  d'imperfection  où  les  Tables  de  cette  Planète  se  trouvent  encore. 
Mais  ce  calcul  était  nécessaire  pour  s'assurer  de  la  véritable  valeur  de  ces 
inégalités,  et  il  sert  d'ailleurs  à  compléter  la  Théorie  que  nous  nous 
sommes  engagé  de  donner  sur  les  variations  périodiques  des  Planètes 
dépendantes  uniquement  de  leurs  distances  héliocentriques. 


Dans  plusieurs  passages  du  Mémoire  qui  précède,  Lagrange  laisse  entrevoir  le  projet  qu'il 
avait  formé  de  compléter  son  travail  par  le  calcul  des  inégalités  périodiques  des  Planètes,  qui 
dépendent  des  excentricités;  et  des  inclinaisons.  L'illustre  Auteur  n'a  pas  donné  suite  à  ce  projet, 
et  il  en  fait  comprendre  la  raison  dans  la  seconde  des  deux  Notes  suivantes  qu'il  a  publiées  dans 
le  Recueil  de  l'Académie  de  Berlin,  et  que  nous  croyons  devoir  reproduire  ici. 

(  Note  de  r Éditeur.  ) 


AVERTISSEMENT  DE  M.  DE  LAGRANGE  SUR  UN  MÉMOIRE 

DE  M.  DU  VAL  LE  ROI. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  1787.) 


Ce  Mémoire  doit  êire  regardé  comme  un  Supplément  à  ceux  que  j'ai  donnés 
en  1782  el  1784,  ei  qui  coniienneni  Tapplication  de  la  Théorie  des  variations 
séculaires  et  périodiques  aux  anciennes  Planètes  principales.  J'avais  entrepris 
depuis  d'étendre  celte  application  à  la  nouvelle  Planète  découverte  par  M.  Her- 
schel;  mais,  pendant  que  je  m'occupais  de  ce  travail,  M.  du  Val  le  Roi  me  fit 
l'honneur  de  m'envoyer  celui  qu'il  venait  de  faire  sur  le  même  objet;  et  je  vis 
avec  plaisir  que  son  Ouvrage  remplissait  le  but  que  je  m'étais  proposé  et  ren- 
dait le  mien  inutile.  C'est  par  cette  raison  que  je  prends  la  liberté  de  le  pré- 
senter à  l'Académie;  je  désire  qu'elle  le  trouve  assez  intéressant  pour  mériter 
d'avoir  place  dans  le  Recueil  qu'elle  publie. 
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AVBRTISSBMBNT  SUR  UN  SECOND  MÉMOIRE  DE  M.  DU  VAL  LE  ROI. 


(Nouveaux  Mémoires  de  l*Acatlémie  royale  des  Sciences  et  Beites-Leitres 

de  BerlîH,  années  179a  et  1793.) 


Dans  la  première  Partie  de  la  Théorie  des  variations  périodiques  des  Plor 
nètes,  imprimée  dans  le  volume  de  1783,  je  me  suis  contenté  de  donner  le  dé- 
veloppement de  mes  formules  générales  pour  les  variations  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  et  dans  la  seconde  Partie,  imprimée  dans  le 
volume  de  1784,  j'enti  fait  l'application  aux  six  anciennes  Planètes  principales. 
La  découverte  d'une  septième  Planète  exigeait  une  Addition  à  ce  travail,  ainsi 
qu'à  celui  sur  les  équations  séculaires.  Cet  objet  se  trouve  rempli  dans  le  Mé- 
moire de  M.  du  Val  le  Roi  imprimé  dans  le  volume  de  1787.  Dans  le  suivant, 
le  même  Auteur  donne  d'abord  un  développement  complet  de  mes  formules 
pour  les  variations  périodiques,  et  il  en  fait  ensuite  l'application  à  la  nouvelle 
Planète;  de  sorte  que  ce  Mémoire  contient  en  même  temps  une  Addition  à  son 
premier  Mémoire  et  un  Supplément  à  mon  Mémoire  de  1784;  c'est  a  ce  double 
titre  que  je  l'offre  à  l'Académie,  et  que  je  désire  qu'il  puisse  aussi  avoir  place 
dans  son  Recueil. 
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POUR  lIintêgration 


DES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES. 


(  'Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  BelleS'Lettres 

de  Berlin,  année  1783.) 


La  détermination  du  mouvement  des  Planètes  est  non-seulement  le 
Problème  le  plus  grand  par  son  objet,  mais  encore  celui  auquel  le  calcul 
s'applique  avec  le  plus  de  succès;  parce  que  les  Planètes  sont  si  éloignées 
les  unes  des  autres  qu'on  peut  faire  abstraction  de  leurs  qualités  physi- 
ques, et  ne  les  regarder  que  comme  des  points  qui  s'attirent  dans  la  simple 
raison  du  carré  inverse  de  la  distance. 

Newton,  auteur  de  ce  Problème,  Ta  résolu  complètement  pour  le  cas 
où  l'on  ne  considère  que  l'attraction  de  deux  Planètes;  il  a  trouvé  qu'elles 
décrivent  alors  l'une  autour  de  l'autre  une  ellipse  dont  les  aires  sont  pro- 
portionnelles au  temps.  La  masse  du  Soleil  est  si  grande  relativement  à 
celle  des  Planètes  principales,  que  l'attraction  mutuelle  de  celles-ci  ne 
peut  avoir  qu'un  effet  très-petit  en  comparaison  de  celui  de  l'action  du 
Soleil.  Aussi  le  mouvement  de  ces  Planètes  autour  du  Soleil  est-il  sensi- 
blement le  même  que  si  elles  n'éprouvaient  que  l'attraction  de  cet  astre. 
Mais  la  comparaison  des  observations  anciennes  avec  les  modernes,  et 
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surtout  la  précision  qu'on  a  mise  dans  les  dernières  ont  fait  apercevoir 
dans  ce  mouvement  des  inégalités  qu'il  est  naturel  de  rapporter  aux  at- 
tractions particulières  des  Planètes;  et  la  détermination  de  ces  inégalités 
est  devenue  dans  ces  derniers  temps  Tobjet  principal  des  recherches  des 
Géomètres. 

Si  le  Problème  de  deax  corps  qui  s'attirent  en  raison  inverse  au  ctrré 
de  la  distance  est  susceptible  d'une  solution  rigoureuse,  celui  de  trois 
corps  qui  s'attirent  de  la  même  manière  s'y  refuse  entièrement.  Mais  les 
orbites  des  Planètes  sont  non-seulement  à  très-peu  près  elliptiques,  elles 
approchent  encore  beaucoup  de  la  figure  circulaire;  et  cette  circonstai^ce 
fournit  le  moyen  de  les  calculer  par  approximation  ;  car  la  supposition 
de  l'orbite  circulaire  et  du  mouvement  uniforme  donne  les  premiers 
termes  des  séries,  et  les  suivants  se  déduisent  successivement  4es  uns  des 
autres,  en  employant  à  chaque  correction  les  valeurs  trouvées  par  les 
corrections  précédentes^ 

Cependant  il  se  rencontre,  dans  l'application  de  cette  méthode  aux 
Planètes,  une  difficulté  qui  peut  en  rendre  l'usage  inexact;  c'est  qu'elle 
introduit  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  de  l'orbite  des  termes  qui 
ne  renferment  pas  seulement  des  sinus  ou  cosinus  de  l'angle  parcouru, 
ou  de  l'angle  proportionnel  au  temps,  mais  encore  des  puissances  entières 
de  ces  angles.  Or,  si  ces  termes  devaient  entrer  dans  la  valeur  du  rayon 
vecteur,  il  s'ensuivrait  que  ce  rayon  serait  susceptible  d'augmenter  à 
l'infini ,  ce  qui  étant  contraire  aux  observations  jetterait  des  doutes  sur 
la  Théorie  de  la  gravitation.  D'ailleurs  le  même  inconvénient  a  lieu  dans 
des  cas  plus  simples  que  celui  de  l'orbite  des  Planètes,  et  dans  lesquels 
on  peut  démontrer  rigoureusement  que  la  valeur  de  la  quantité  cherchée 
est  resserrée  entre  des  limites.  Cette  expression  du  rayon  vecteur  est 
donc  fautive  en  général,  et  ne  pourrait  servir  tout  au  plus  que  pour  un 
temps  plus  ou  moins  long,  au  bout  duquel  les  termes  qui  renferment  des 
arcs  de  cercle  seraient  encore  assez  petits  pour  que  la  série  ne  cessât  pas 
d'être  convergente. 

La  difficulté  dont  il  s'agit  se  présente  aussi  dans  la  Théorie  de  la  Lune; 
mais  les  Géomètres,  qui  ont  travaillé  les  premiers  après  Newton  à  cette 
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Théorie,  reconnurent  d'abord  qu'elle  ne  venait  que  du  mouvemenlde 
l'apogée  de  cette  Planète,  et  parvinrent  facilement,  d'après  cette  consi- 
dération, à  se  débarrasser  des  arcs  de  cercle  par  le  secours  de  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Dans  la  Théorie  des  Planètes  principales,  les  arcs  de  cercle  du  rayon 
vecteur  dérivent  encore  de  la  même  cause,  c'est-à-dire  des  mouvements 
de  leurs  aphélies;  mais  ces  mouvements  n'étant  pas  uniformes,  comme 
celui  de  l'apogée  de  la  Lune,  sont  bien  plus  difficiles  à  déterminer,  sur- 
tout parce  qu'ils  se  trouvent  combinés  avec  la  variation  des  excentricités, 
et  qu'il  y  a  entre  tous  ces  éléments  une  dépendance  mutuelle  qui  em- 
pêche qu'on  ne  puisse  les  calculer  séparément  pour  chaque  Planète.  Feu 
M.  Euler,  dans  la  Pièce  de  1 748  sur  la  Théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne^  a 
regardé  les  arcs  de  cercle  qu'il  avait  trouvés  dans  le  rayon  de  l'orbite  de 
Saturne  comme  dus  à  une  équation  séculaire;  dans  celle  de  1752  sur  le 
même  sujet,  mais  qui  n'a  paru  qu'en  1769,  ayant  eu  égard  à  la  fois  aux 
mouvements  des  aphélies  de  Saturne  et  de  Jupiter,  il  n'a  plus  rencontré 
d'arcs  de  cercle,  mais  l'analyse  par  laquelle  il  cherche  à  déterminer  ces 
mouvements  est  néanmoins  incomplète  et  insuffisante. 

Lorsque  je  travaillais  en  1766  à  la  Théorie  des  satellites  de  Jupiter,  je 
fus  arrêté  par  la  même  difficulté;  et  j'imaginai,  pour  la  résoudre,  une 
méthode  particulière  d'intégrer  par  approximation  les  équations  diffé- 
rentielles, laquelle  me  donna  directement  les  rayons  vecteurs  des  orbites 
sans  arcs  de  cercle.  Je  découvris  ainsi  les  vraies  lois  du  mouvement  des 
aphélies  et  des  variations  des  excentricités,  pour  un  nombre  quelconque 
de  Planètes  qui  agissent  les  unes  sur  les  autres;  et  je  trouvai  de  la  même 
manière  celles  du  mouvement  des  nœuds  et  des  variations  des  incli- 
naisons. J'en  fis  ensuite  l'application  à  Jupiter  et  à  Saturne.  Enfin  je 
cherchai  à  déterminer  directement  les  variations  de  ces  éléments;  et  j'ai 
rempli  cet  objet  dans  toute  son  étendue  dans  la  Théorie  des  variations 
séculaires  des  éléments  des  Planètes,  que  je  viens  de  donner. 

Cependant,  comme  la  méthode  ordinaire  d'approximation  a  l'avantage 
de  la  simplicité  et  de  la  facilité  du  calcul  dans  la  recherche  des  inégalités 
périodiques  des  Planètes,  il  était  à  désirer  qu'on  pût  la  délivrer  de  l'in- 


i 


a 
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convénient  de  donner  des  arcs  de  cercle  dans  les  intégrales  qui  ne  doivent 
point  en  avoir,  ou  du  moins  qu'on  trouvât  moyen  de  chasser  les  termes 
qui  contiendraient  ces  arcs,  et  de  les  faire  servir  à  la  détermination  des 
variations  séculaires  des  éléments  de  l'orbite. 

M.  de  Laplace  s'est  occupé  de  cet  objet,  et  il  a  donné  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  une  méthode  ingénieuse  pour  faire 
disparaître,  par  la  variation  des  constantes  arbitraires,  les  arcs  de  cercle 
qui  paraissent  dans  les  intégrales  approchées  des  équations  différen- 
tielles, et  qui  ne  se  trouvent  point  dans  ces  équations.  Mais  cette  mé- 
thode est  fondée  sur  une  métaphysique  qui  ne  me  parait  pas  porter  dans 
l'esprit  toute  la  satisfaction  qu'on  pourrait  désirer;  et  elle  se  trouve 
d'ailleurs  en  défaut  lorsque  dans  l'intégrale  une  des  constantes  arbitraires 
multiplie  l'arc  sous  les  signes  de  sinus,  de  cosinus  ou  d'exponentielles; 
ce  qui  est  lé  cas  des  équations  du  mouvement  des  Planètes,  considérées 
dans  toute  leur  généralité. 

J'ai  reconnu  néanmoins  qu'on  pouvait  toujours  éliminer  rigoureuse- 
ment les  arcs  de  cercle  des  équations  dont  il  s'agit,  en  faisant  varier  les 
.  constantes  arbitraires  suivant  les  principes  que  j'ai  employés  dans  la 
Théorie  des  intégrales  particulières  ;  et,  comme  la  méthode  que  j'ai  trouvée 
pour  ce  Problème  peut  s'étendre  à  d*autres  questions  du  même  genre  et 
servir,  en  général,  à  l'avancement  de  l'Analyse,  j'ai  cru  devoir  la  déve- 
lopper à  part  et  indépendamment  de  son  application  aux  orbites  des  Pla- 
nètes. C'est  à  quoi  est  destiné  ce  Mémoire. 

1.  Soit  proposée  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n 
entre  deux  variables  jet  x,  dans  laquelle  la  variable  x^  dont  la  différence 
est  constante,  n'entre  point  sous  une  forme  algébrique;  et  supposons 
que  son  intégrale  complète  soit 

X,  Y,  Z,...  étant  des  fonctions  de  x  en  sinus,  cosinus  et  exponentielles, 
et  de  n  constantes  arbitraires  a,  6,  c,...;  en  sorte  que  les  différences  de 
ces  fonctions  relativement  à  a?  ne  contiennent  jamais  cette  variable  sous 
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une  forme  algébrique,  soit  d'ailleurs  que  cette  intégrale  soit  rigoureuse, 
ou  seulement  approchée,  pouiTu  que  dans  ce  dernier  cas  elle  satisfasse 
à  l'équation  différentielle,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  réduire  en  série 
ses  fonctions  transcendantes. 

Différentiant  successivement  n  fois  cette  intégrale,  on  aura 


(d'X         rfY         ,\       /d'Y       ,dZ       „,A 


Et  ces  valeurs  de  j,  -^^--î  ^  satisferont  à  l'équation  différentielle, 
quelles  que  soient  d'ailleurs  celles  des  constantes  arbitraires  a,  6,  c,.... 

2.  Or,  comme  cette  équation  ne  contient  point  x  sous  une  forme  al- 
gébrique, il  faudra  que  dans  la  substitution  des  valeurs  précédentes,  les 
termes  qui  se  trouveront  multipliés  par  les  différentes  puissances  de  a- 
disparaissent  d'eux-mêmes;  donc  aussi  les  premiers  termes  de  ces  va- 
leurs, lesquels  ne  sont  point  multipliés  par  x  et  ne  contiennent  point  x 
sous  une  forme  algébrique,  devront  satisfaire  seuls  à  la  même  équation. 

Donc  elle  sera  satisfaite  par  ces  valeurs 

r  =  x» 

dr       d\       _. 
dx       dx  ' 

d'y       d'\  dY 

2  -j 1-2Z, 


dx^       dx*  dx 


Et  comme  les  quantités  a,  6,  c, ...  qui  entrent  dans  ces  valeurs  demeurent 
indéterminées,  elles  pourront  y  être  supposées  constantes  ou  variables  à 
volonté.  En  le&  supposant  constantes,  les  valeurs  dont  il  s'agit  ne  peuvent 

subsister  ensemble ,  puisque  celle  de  ^  n'est  point  la  différentielle  de 

celle  de  j^»  et  ainsi  des  autres;  mais  en  rendant  les  mêmes  quantités  a, 

y.  63 
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»    b^  c,...  variables»  on  peut  satisfaire  k  ces  conditions;  et  il  ne  s'agira  que 
de  faire  en  sorte  que  la  différentielle  de  la  valeur  dey^  eay  faisant  tout 

varier,  soit  égale  à  la  valeur  de  -r-dx,  que  la  différentielle  de  la  valeur 
de  ^»  en  faisant  tout  varier,  soit  égale  à  la  valeur  de  ^^r  ©t  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  différentielle  de  ^:^»  qui  devra  être  égale  à  la  valeur 

de^dir;  ce  qui  donnera  n  équations  de  condition,  qui  serviront  par 

conséquent  à  déterminer  les  n  arbitraires  a,  6,  c,...  devenues  variables. 
Alors  j==X  sera  également  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée. 

3.  Les  équations  de  condition  seront  donc 

,        rfX  ,        d\  j       rfX  ,. 
dr  =  zr-  dx -h  -r-  da  -f-  -n-  db-h. .  ^ 
dx  da  db 


(^^Y\dx, 


/rfX 


.dr      rf'X.       rfY  .        rf'X     .        rf'X     „  rfY  .       rfY_ 

d-r-  =  -j-r  dx  +  -j—  dx  4-  -, — ,-  da  ■+■  -j — jr  db  +  . ..+  -y-  da  ■+■  -jr  db  + 
dx       dx*  dx  dxda  dxdb  da  db 


db 


=  (^-^^S+"^)''*' 


et  ainsi  de  suite. 

Effaçant  les  termes  qui  se  détruisent  dans  ces  équations,  elles  de- 
viennent 

-J-  da-\-  -jt  db  -h. .  ,=  Ydx, 
da  db 

f  d'\        dY\    ,        /  d'\        dY\   ,.  /rfY  \    . 

[d^'^d^)'^''^[d^b^db)'^''^''=[^ 

et  ainsi  de  suite. 

4.  En  considérant  la  forme  des  équations  précédentes  et  leur  dériva- 
tion de  l'intégrale 

X=\-hYx~hZx^'^  Va:»  -f- . . . , 
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on  verra  que  pour  lee  trouver  il  suffit  :  i^  d'égaler  la  différentielle  de  l'in- 
tégrale, pnse  en  faisant  varier  seulement  les  constantes  arbitraires  a, 
i»...»  à  la  différentielle  de  la  même  intégrale,  prise  en  ne  faisant  varier 
i|ue  Tare  de  eercle  x;  2^  de  différentier  successivement  cette  équation 
n  —  I  fois 'en  faisant  varier  x  partout  et  regardant  a^  b,...  comme  con- 
stantes; 3^  d'effacer  partout  les  termes  multipliés  par  Tare  de  eercle  x  et 
ses  puissances. 

Ainsi  l'on  aura  d'abord 

fdX       dY         dZ    ,  \   ,        /rfX       rfY  dZ    ^  \   „ 

=  (X -+- 2Z j: -f- 3Va;' -f- . .  .)rf^, 

ensuite 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  n  —  i'^*^  différentielle. 

Effaçant  donc  partout  les  termes  multipliés  par  x,  l'intégrale  se  ré- 
duira à  7~  X;  et  l'on  aura,  pour  la  détermination  des  n  quantités  a,  h, 
c,...,  les  équations  du  premier  ordre 

-j—da-^  -rr- db-i~. ,  .=  \dx, 
da  ab 

(d'X       dY\,        ffPX       dY\,.  /dY        -\   , 

\dld^-^d^)'^'^\d^b^dô)'^^^ 

/^X  rf'Y         dZ\,       [  (P\  d'\         dZ\  ,.  /d'Y       la     ,,A^ 

\7ù^^''d^'^''7û.)'^-^\dPdh-^''^^ 

et  ainsi  de  suite,  le  nombre  de  ces  équations  étant  égal  à  l'exposant  de 
l'ordre  de  l'équation  différentielle. 

63. 


i 
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Lorsque  cette  équation  n'est  que  du  premier  ordre,  il  suffira  donc  de 
n'avoir  égard  dans  l'intégrale  qu'au  terme  qui  contient  la  première  puisr 
sance  de  l'arc  x^  puisque  la  première  équation  de  condition  ne  dépend 
que  des  quantités  X  et  Y;  lorsque  l'équation  diflerentielle  sera  du  second 
ordre,  il  faudra  avoir  égard  de  plus  dans  l'intégrale  au  terme  multiplié 
para?',  puisque  la  seconde  équation  de  condition  dépend  aussi  de  la  quan- 
tité Z;  et  ainsi  de  suite. 

5.  Selon  M.  de  Laplace  [Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  PanSt 
1 777,  page  387),  les  équations  de  condition  seraient  simplement 

-j-  da  -h  -TT  db  -^ . .  .=:  Ydx, 
da  ah 

rf>X    .  rf*X     ,.  rfY  , 

W  -♦-   -5 jT   do  -^  .   .   .Z=L  -y—   dXy 


dx  da  dxdb  dx 

d'X    rf^        f'\  db  --  —  dx 

dx^da  dx^db  dx^       ' 


Donc  sa  méthode  ne  donne  des  résultats  exacts  que  lorsque  ces  équations 
se  trouvent  avoir  lieu  en  même  temps  que  celles-ci 

-,—  da  -f-  -TT-  rf6  -f- . . .  =  2Z rf^, 
da  do 


(d'Y        dZ\    ,        (d'Y        rfZ\    ,.       /    rfZ       ,-A    , 
[d^a^d^)'^''-^[d^b-^db)^''=V'di-^^V 


6.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  peut  s'appliquer  également 
à  plusieurs  équations  diflerentielles  du  même  genre  entre  plusieurs  va- 
riables a?,  j,  3, . . . .  Les  valeurs  complètes  de  j,  2, . . .  fourniront  alors 
chacune  autant  d'équations  de  condition  entre  les  différentes  constantes 
arbitraires  a,  fe,  c, . . .  devenues  variables,  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l'expo- 
sant de  la  plus  haute  différence  de  chacune  de  ces  variables  dans  les 
équations  différentielles  proposées.  De  sorte  que  le  nombre  des  équa- 
tions de  condition  égalera  toujours  celui  des  quantités  a,  b,  c, 


DES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES.        501 

11  est  visible  aussi  que  ces  équations  seront  toutes  différentielles  du 
premier  ordre;  par  conséquent  leur  intégration  entraînera  de  nouveau 
un  pareil  nombre  de  constantes  arbitraires,  de  manière  que  les  intégrales 
trouvées  seront  toujours  complètes  après  l'évanouissement  des  arcs  de 
cercle  et  la  substitution  des  nouvelles  valeurs  de  a,  6,  c,.... 

Toute  la  difficulté  consistera  donc  à  déterminer  ces  valeurs  par  l'inté- 
gration des  équations  de  condition;  mais  dans  plusieurs  cas,  et  surtout 
lorsqu'on  ne  demande  que  des  intégrales  approchées,  cette  intégration 
dépendra  des  méthodes  connues. 

Au  reste,  quoique  de  cette  manière  les  arcs  de  cercle  disparaissent 
d'abord,  ils  pourront  néanmoins  reparaître  dans  les  nouvelles  valeurs  de 
a,  ft,  c,...;  et  cela  arrivera  même  nécessairement  toutes  les  fois  que,  par 
la  nature  des  équations  différentielles,  ces  arcs  devront  se  trouver  dans 
les  intégrales. 

7.  Enfin,  pour  le  succès  de  l'élimination  des  arcs  de  cercle,  on  doit 
éviter  le  cas  où  l'une  des  constantes  arbitraires  se  trouverait  jointe  à  la 
variable  x  dans  les  fonctions  algébriques  de  l'intégrale  ;  cette  forme  de 
rintégrale  est  toujours  possible  puisque,  la  variable  x  des  fonctions  al- 
gébriques  disparaissant  dans  l'équation  différentielle,  la  CQnstante  qui  y 
serait  jointe  disparaîtrait  aussi  d'elle-même;  mais  en  y  appliquant  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  on  trouverait  une  intégrale  de  la  même 
forme.  Kn  effet  soit 

l'intégrale  trouvée,  a  étant  une  des  constantes  arbitraires,  et  les  autres 
A,  c...  étant  renfermées  dans  les  fonctions  X',  Y',.... 
Par  la  règle  du  n*^  4,  on  aura  d'abord  l'équation 


db 


z=:[\'  -^  il!\x  -h  a)  -f-. . .]  dx, 
ensuite  les  différentielles  de  celles-ci  en  faisant  varier  x  seule,  etc. 
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Or  il  est  visible  qu'on  satisferi»  à  toutes  ces  équations,  ep  général»  en 

faisant 

da  =:  dXf    db  =  Of    de  =  o,, ,  ,f 

ve  qui  donnera 

a  =  A  -f-  j?,    ei    b,  Cf.. ,  constantes; 

et  ces  valeurs  substituées  dans 

reproduiront  la  même  expression  de  y  trouvée  d'abord. 

8.  Les  équations  différentielles  des  mouvements  des  Planètes»  dans  le 
système  de  la  gravitation»  sont  du  genre  de  celles  dont  nous  venons  de 
triai  ter;  ainsi,  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  de  leurs  inté- 
grales, on  pourra  faire  disparaître  de  ces  intégrales  les  arcs  de  cercle 
que  la  méthode  ordinaire  d'approximation  y  introduira.  Or  ces  con- 
stantes arbitraires  ne  sont,  comme  on  sait,  que  les  éléments  des  orbites 
elliptiques;  par  conséquent  on  aura  de  cette  manière  la  variation  de  ces 
éléments.  Pour  mettre  dans  ce  calcul  toute  l'exactitude  nécessaire,  il 
faudra  faire  varier  à  la  fois  toutes  les  constantes  arbitraires  dont  le 
nombre  est  double  de  celui  des  équations  différentielles  primitives, 
puisque  celles-ci  sont  toutes  du  second  ordre;  et  comme  dans  les  expres- 
sions des  coordonnées  par  le  temps,  la  variable  qui  exprime  le  temps  se 
trouve  n^ultipliée  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  par  un  coefficient 
qui  dépend  de  la  distance  moyenne,  il  faudra  par  conséquent  faire  varier 
aussi  ce  coefficient  en  faisant  varier  la'  distance  moyenne;  ce  n'est  que  de 
cette  manière  qu'on  pourra ,  par  l'élimination  des  arcs  de  cercle ,  bien 
déterminer  les  variations  séculaires  de  la  distance  moyenne,  et  s'assurer 
qu'elles  doivent  être  nulles,  comme  nous  l'avons  trouvé  par  des  prin- 
cipes directs  et  rigoureux.  Nous  nous  bornerons  ici  à  appliquer  la  mé- 
thode précédente  à  quelques  autres  équations. 
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9.  Soit  proposée  Téqusltion  différentielle 

dans  laquelle  i  est  un  coefficient  fort  petit. 

En  cherchant  à  l'intégrer  par  approximation  suivant  les  méthodes  or- 
dinaires, on  rejettera  d'abord  les  termes  affectés  de  / ,  et  l'on  aura 


d^jr        I   dy^ 

dx*       jr  dx^  " 


o, 


dont  l'intégrale  complète  est 

aei  b  étant  deux  constantes  arbitraires. 
On  fera  maintenant 

et,  substituant,  on  aura  après  la  division  par  i  une  équation  du  même 
ordre  en  y\  pour  laquelle  il  suffira  de  trouver  une  valeur  satisfaisante 
de  cette  variable,  puisque  l'expression  de  y  contient  déjà  les  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  6. 

En  négligeant  de  nouveau  les  termes  affectés  de  i  on  trouvera 

Faisant  ensuite 

et  opérant  de  la  même  manière,  on  trouvera 

^  .  ae^x* 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  pour  la  valeur  de  y  la  série 

ae*»  -f-  «y  -f-  iV  -H . . . , 

laquelle  contient,  comme  on  voit,  l'arc  de  cercle  x  qui  ne  se  trouve 
point  dans  l'équation  différentielle. 
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10.  Pour  le  faire  disparaître  s'il  est  possible,  on  remarquera  d'abord 
que»  l'équation  différentielle  n'étant  que  du  second  ordre,  il  suffit  d'avoir 
égard,  dans  l'intégrale,  aux  termes  qui  contiennent  x  et  x^.  Et,  compa- 
rant celle  qu'on  vient  de  trouver  avec  la  formule  générale  du  n®  1 ,  on 
aura 

d'où  l'on  tire  (3)  ces  deux  équations  de  condition  en  a  et  6 
(tf**H-2«ae^-h3i»a»^-f-...)rftf-+-!a^€*'-f-2ia"j:e'*»-4-3i»a»:r^4-...)rfA  =  o, 

-i-( ae** -f-  -^ià'e^ -h  3 «*a»e»*' -h . . . ) rf*  =  —  ?( ia€*'-f-  ai^fl'e'*» -h...)  dx. 

La  première  se  réduit  à 

da  -f-  axdb  =  o, 

et  la  seconde  devient  par  là 

(a€*'-f-  2ia'e^-f-  3i'a»e**'-f-. .  .)db=:  —  2i(a€*'-f-  2ia'e^-f-. .  ,)dx, 

laquelle  donne  évidemment 

db  =  —  ii  dx, 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

A  =  B  —  2  ix. 

Substituant  dans  la  première  valeur  de  db,  on  aura 

da        .     , 
—  =  iixax. 
a 

et  de  là 

a=:Ke''\ 
A  et  B  étant  les  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 
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L'intégrale  sans  arcs  de  cercle  sera  donc 

savoir,  en  mettant  pour  a  et  6  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver. 

En  effet  l'intégrale  exacte  de  la  proposée  est 


r  = 


I  —  ike 


Bx  — ix> 


On  voit  donc  que,  si  B  a  une  valeur  négative  et  i  une  valeur  positive 

<  jî  la  valeur  de  /  sera  toujours  positive  et  <    _  ..  ?  tant  que  x  sera 

positive,  quoique  la  première  intégrale  avec  des  arcs  de  cercle  eût  pu 
d'abord  faire  croire  que  cette  valeur  ne  serait  point  renfermée  dans  des 
bornes. 

11.  Lorsque  Téquation  différentielle  contient  elle-même  des  arcs  de 
cercle,  il  semble  que  l'intégrale  devrait  en  contenir  nécessairement;  il 
y  a  cependant  des  cas  où  cette  conclusion  serait  fausse;  ainsi  il  est  im- 
portant d'avoir  aussi  un  moyen  pour  les  faire  disparaître  des  intégrales 
de  ces  sortes  d'équations  différentielles. 

Il  est  évident  que,  si  l'on  a  une  équation  différentielle  d*un  ordre 
quelconque  n  entre  y  et  x,  dans  laquelle  x  entre  sous  la  forme  algé- 
brique, on  pourra  toujours  en  déduire  une  équation  de  l'ordre  w-f- 1, 
qui  ne  contiendra  aucune  fonction  algébrique  de  x\  car  il  n'y  aura  qu'à 
éliminer  Vx  de  ces  fonctions,  par  le  moyen  de  la  proposée  et  de  sa  diffé- 
rentielle. Il  n'y  aura  donc  qu'à  regarder  cette  équation  de  l'ordre  n  -\-  i 
comme  l'équation  donnée,  et  appliquer  à  son  intégrale  la  méthode  ex- 
posée. 

Mais,  sans  chercher  cette  nouvelle  équation,  il  suffira  de  considérer 
que,  dans  la  différentielle  de  l'équation  proposée,  les  fonctions  algébri- 
ques de  X  ne  peuvent  venir  que  des  fonctions  de  la  même  espèce  qui  se 
trouvent  dans  la  proposée;  car  on  suppose  toujours  que  l'intégrale  ne 
V.  64 
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contient  point  de  fonctions  transcendantes  de  x  qui  puissent  en  donner 
d'algébriques  par  la  différentiation  (1);  or,  si  la  proposée  contenait  de 
pareilles  fonctions,  elles  devraient  aussi  se  rencontrer  dans  Tintégrale. 
Ainsi,  en  éliminant  Vx  des  fonctions  algébriques  a  Taide  de  Téquation 
proposée  et  de  sa  différentielle ,  on  aura  le  même  résultat  que  si  dans  ces 
fonctions  il  y  avait  x-hh  à  la  place  de  x,  h  étant  une  constante  quel- 
conque. D'où  il  s'ensuit  que,  si  dans  l'équation  différentielle  donnée  de 
l'ordre  n  on  change  Vx  des  fonctions  algébriques  en  0?  + A,  on  aura  une 
équation  qui  sera  l'intégrale  complète  de  celle  de  l'ordre  n  + 1  sans 
fonctions  algébriques,  A  étant  la  constante  arbitraire.  La  valeur  com- 
plète de  j,  qui  satisfera  à  la  proposée  après  la  substitution  dont  il  s*agit, 
sera  donc  aussi  l'intégrale  finie  et  complète  de  celle  qui  n'aurait  contenu 
aucune  fonction  algébrique  de  x,  les  constantes  arbitraires  étant  A,  a, 
6,  c,....  Ainsi  le  Problème  rentre  dans  celui  que  nous  avons  résolu. 

Il  est  clair  au  reste  qu'on  aurait  également  l'intégrale  complète  dont 
il  s'agit  en  substituant  immédiatement  a?  +  A  à  la  place  de  x  dans  les 
fonctions  algébriques  de  l'intégrale  de  la  proposée;  mais  on  tomberait 
alors  dans  le  cas  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n^  7,  et  qu'il  faut  éviter. 

12.  Lors  donc  que  l'arc  x  entrera  dans  l'équation  différentielle  de  x 
et  y,  et  qu'on  voudra  éliminer  cet  arc  de  l'expression  complète  dey,  il 
faudra  commencer  par  substituer  dans  les  fonctions  algébriques  de  x  de 
l'équation  différentielle  a;  + A  au  lieu  de  x,  A  étant  une  constante  arbi- 
traire; ensuite  on  en  cherchera  l'intégrale  à  l'ordinaire,  ayant  soin  de 
faire  en  sorte  que  la  constante  A  entre  aussi  dans  les  fonctions  transcen- 
dantes qui  multiplient  les  puissances  de  x;  on  opérera  enfin  sur  cette 
intégrale  par  la  règle  du  n^  4,  en  faisant  varier  toutes  les  constantes  ar- 
bitraires A,  a,  6,  c, ...  et  supposant  que  l'équation  différentielle  qui  y 
répond  soit  d'un  ordre  plus  élevé  d'une  unité  que  la  proposée. 

Si  l'on  avait  deux  ou  plusieurs  équations  différentielles  en  ^r,  j,  «,..., 
lesquelles  continssent  aussi  l'arc  x  sous  la  torme  algébrique,  on  substi- 
tuerait pareillement  x-hhsih  place  de  x  dans  les  fonctions  algébriques, 
et  l'on  traiterait  les  intégrales  par  la  même  méthode,  en  supposant  seu- 
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lement  qu'une  des  équations  différentielles  soit  d'un  ordre  plus  élevé 
d'une  unité  qu'elle  n'est  sous  la  forme  donnée.  Car  il  est  visible  qu'on 
pourrait  toujours  éliminer  des  équations  proposées  les  fonctions  algé- 
briques de  X  par  le  moyen  de  la  différentielle  d'une  quelconque  de  ces 
équations,- et  que  l'élimination  aura  lieu  également,  en  y  changeant  x 
en  ic-+- A. 

Cette  méthode  sera  utile  dans  la  Théorie  des  Planètes  pour  déterminer 
les  variations  de  leurs  éléments  en  ayant  égard  à  l'action  d'un  milieu  peu 
résistant. 

13.  Pour  en  montrer  l'usage  par  un  exemple  très-simple,  soient  les 
deux  équations 

fir  dz 

dont  on  sait  que  les  intégrales  exactes  et  complètes  sont  de  la  forme 

r  ==  A  sin  ■;  x  -\-  ix^  -t-  a  ),     z  =  \  cos  (  x  -+-  ix^  -ha). 

Si  on  les  intègre  par  approximation,  en  regardant  i  comme  un  coetR- 
(tient  très-petit,  et  négligeant  d'abord  les  termes  affectés  de  i,  on  trou- 
vera que  les  intégrales  contiendront  des  puissances  de  x.  Pour  pouvoir 
donc  faire  disparaître  ces  fonctions  algébriques,  on  commencera  par 
substituer  ,r  4-  A  au  lieu  de  x,  et  faisant,  pour  abréger, 

I  -h  2i7i  =  m, 
on  aura  ces  transformées 

dy  dz 

dx  dx 

En  intégrant  d'abord  celles-ci 

dy  dz 

on  trouve 

yz=:z  asin/njr  -h  bcosniXy     z  =2  acosmx  —  hsïnmx. 

64. 
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Faisant  ensuite 

/=:asinmjc-f-  bcosmx  -^  iy',    z  =  a cosmx  —  b sïnmx  -¥-  iz\ 
on  trouvera,  aux  quantités  de  l'ordre  de  i  près, 

jr'  =z  x^{a  CQsmx  —  bsïnmx^    «'=  —  j:*(asinmjc-f-  fr  cosmjr), 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  éliminer  de  ces  expressions  de  j^  et  z  les  arcs  x^  on  fera  varier  les 
trois  constantes  a,  b^  h,  en  regardant  Tune  des  deux  équations  différen- 
tielles comme  du  second  ordre.  On  aura  donc  d'abord  pour  l'expression 
de  y,  comparée  avec  celle  du  n**  4, 

X  =  asinm^r  -h  6  cosmXf    Y  =  Oy     Z=:i(acosmx  —  bsinmx)^ 

et,  supposant  l'équation  en  y  du  second  ordre,  on  aura,  par  les  formules 
du  même  numéro ,  ces  deux  équations  de  condition ,  dans  lesquelles 
dm  =  ^xidhf 

sinm:rrfa+  cosmxdb  +  ikix{acosmx  —  bsinmx)dh  =  o, 

mcosmxda—  msinmxdb^  2imx(asinmx  •■¥-  bcosmx)dh 
+  2i{acosmx  ^bsinmx)  dh  =  2i{acosmx  —  bslnmx)dx. 

Ensuite  l'expression  de  z  comparée  avec  la  même  formule  du  n^  4 
donnera 

X  =  acosma:  —  bsinmx,     Y=:o,     Z=:  —  i{asinmx  -\-  b  cosmx), 
d'où  l'on  tire  l'équation  de  condition 

cosmx da  —  sinmxdb  —  iix{asinmx'^  b  cosmx) dh  =  o. 

Cette  équation  comparée  à  la  seconde  des  deux  précédentes  la  réduit  à 

ii(a  cosmx  —  b  sinmx)  dh  =  9.i{  a  cosmx  —  6  sinm^)  dx, 

Sf'ivoir 

dh  =:  dx. 
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Et  la  même  équation  étant  ajoutée  à  la  première,  ou  retranchée  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  sinmo;,  cosm^r,  ou  réciproque- 
ment, il  viendra  ces  deux-ci 

da  —  2 ixh  dh=:  o,     db  -h  2 ixa  dh  =  o. 

Donc,  en  intégrant,  on  aura 

A  =  H  -f-  X,     a  =  B sin (i\r»  -f-  p),     6  =  B  cos(iV  -h  ^ ), 

H,  B,  j3  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions  de  j  et  z  sans  arcs 
de  cercle,  savoir 

/  =  asin[(i  H-  iih)x\  -\-  6cos[(i  -\-  2/A)x], 
z  =  acos[(i-»-  2ih)x]  —  b  sin[(i  -h  iih)x], 

les  transforment  en  celles-ci 

X='Bcos[{i-^2i\{)x  -h  ix^  —  pi\,     z  =  -~hsin[(î-^2ih}x-h  ix^  —  p]. 

H  y  a  ici  une  constante  arbitraire  de  plus  qu'il  ne  faut;  pour  la  déter- 
miner, il  suffit  de  substituer  ces  valeurs  de  ^  et  z  dans  une  des  deux 
équations  différentielles.  Cette  substitution  donnera 

donc 

Par  conséquent  les  vraies  valeurs  seront 

7=B  cos(^-f-  ix^  —  (3),     z  =  —  Bsin(x  -\-  ix^  —  (3j, 

lesquelles  s'accordent  avec  les  intégrales  exactes  données  ci-dessus,  en 

faisant 

B  =  A,    p  =  90°  —  a. 

On  pourrait  être  surpris  que  des  intégrales  simplement  approchées  aient 
donné  des  intégrales  rigoureuses  par  l'élimination  des  arcs  de  cercle;  la 
raison  en  est  qu'en  continuant  l'approximation,  on  n'aurait  trouvé  que 
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des  termes  multipliés  par  x\  x^,...,  qui  n'auraient  par  conséquent  rien 
ajouté  aux  résultats  précédents  (4). 

14.  Non-seulement  on  peut,  par  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, faire  disparaître  Tare  dans  les  fonctions  algébriques  de  l'inté- 
grale, comme  on  vient  de  le  voir;  on  peut  aussi  par  ce  moyen  substituer 
au  même  arc  une  quantité  quelconque  à  volonté;  pour  cela  il  n'y  a  qu'à 
donner  aux  principes  de  la  méthode  précédente  toute  l'étendue  dont  ils 
sont  susceptibles. 

Soit  une  équation  différentielle  entre  les  variables  j  et  x,  dont  l'une  x 
ne  s'y  trouve  point  sous  la  forme  algébrique;  et  soit 

U=:o 

son  intégrale  complète  et  finie  ou  seulement  d'un  ordre  inférieur  de 
n  unités  à  celui  de,  l'équation  différentielle,  en  sorte  que  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,...  soit  aussi  n;  enfin  supposons  que  cette 
intégrale  ne  contienne  x  que  sous  la  forme  algébrique,  et  sous  celle  de 
sinus^  cosiAUs  et  exponentielles,  de  manière  que  par  rapport  à  ces  fonc- 
tions transcendantes  elle  soit  assujettie  aux  mêmes  conditions  que  la  for- 
mule du  n**  1. 

On  sait  que  l'équation  différentielle  dont  U  =  o  est  l'intégrale  com- 
plète ne  peut  être  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  des  n  con- 
stantes arbitraires  a,  b,  c,,.,  par  le  moyen  des  n  -+-  i  équations 

Or,  puisque  les  fonctions  algébriques  de  x  qui  entrent  dans  U  et  dans  ses 
différences  ne  se  trouvent  plus  dans  l'équation  différentielle,  elles  doi- 
vent disparaître  d'elles-mêmes  dans  cette  élimination.  Par  conséquent 
elles  disparaîtront  aussi  si  l'on  y  met  074-  ?  à  la  place  de  x,  ?  étant  une 
quantité  quelconque.  Donc  l'intégrale  U~o  satisfera  également  à  l'é- 
quation différentielle  proposée,  en  augmentant  la  variable  x  des  fonc- 
tions algébriques  de  cette  intégrale  d'une  quantité  indéterminée  c, 
pourvu  que  les  équations  rfU  =0,  rf^U  — o,...,  d''{]  =  o  subsistent  aussi 
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en  y  faisant  la  même  substitution.  Or  c'est  ce  qu'on  peut  obtenir  par  la 
variation  des  n  constantes  arbitraires  a,  6,  c,.... 

1 5.  Dénotons,  en  général,  par  la  caractéristique  $  les  différences  prises 
en  faisant  varier  seulement  ces  constantes  ainsi  que  l'indéterminée  Ç, 
tandis  que  la  caractéristique  ordinaire  rf  représentera  les  différences  re- 
latives aux  variables  j  et  x.  Il  est  clair  que  l'équation 

U  =  o, 

après  la  substitution  de  0^  +  ^  à  la  place  de  x  dans  les  fonctions  algé- 
briques, donnera  par  une  différentiation  complète 

(/U  -+-  au  zz:  O. 

Or,  puisque  par  Thypothèse  les  fonctions  transcendantes  de  x  qui  se 
trouvent  dans  U  ne  peuvent  donner  de  fonctions  algébriques  dans  la  dif- 
férentiation, il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir  le  même  résultat,  soit  qu'on  sub- 
stitue d'abord,  dans  les  fonctions  algébriques  de  x  qui  entrent  dans  U, 
jr  -hÇ  à  la  place  de  a?,  et  qu'on  différentie  ensuite  par  rapport  à  x  et  j, 
soit  qu'on  différentie  d'abord  par  rapport  à  ces  variables,  et  qu'on  sub- 
stitue, dans  la  différence  rfU,  jp-4-Ç  à  la  place  des^r  algébriques.  Donc 
il  faudra  que  l'équation  précédente 

é/U  -4-  âU  =r  o 

se  réduise  à  celle-ci 

d\]  :-  o, 

et  par  conséquent  que  Ton  ait  en  même  temps 

o\}  =  o. 

De  même  la  différentiation  complète  de  l'équation 


donnera  celle-ci 


c/U=ro 


</rfU-h(5c/U  =  o, 
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laquelle  devra  se  réduire  à 

de  sorte  qu'il  faudra  que  Ton  ait  en  même  temps 

drfU=:o. 

En  continuant  ce  raisonnement  pour  les  différences  des  ordres  suivants 
jusqu'au  nf^'^^^  on  trouvera  de  la  même  manière  les  équations 

Or  on  sait  par  la  Théorie  des  variations  que  ^d\]  est  la  même  chose 
que  diU,  que  id^M  est  la  même  chose  que  ^^dU,  et  ainsi  de  suite,  puis- 
que les  caractéristiques  </  et  d  se  rapportent  à  des  variables  indépen- 
dantes entre  elles. 

Donc  les  équations  de  condition  pour  que  l'intégrale  U  =o  satisfasse 
encore  à  l'équation  différentielle  proposée,  après  la  substitution  de 
â?  +  Ç  à  la  place  de  x  dans  les  fonctions  algébriques  de  cette  intégrale, 
seront 

et  comme  le  nombre  de  ces  équations  est  n,  et  par  conséquent  égal  à  ce- 
lui des  constantes  arbitraires  a,  6,  c,...  devenues  maintenant  variables, 
on  y  pourra  satisfaire  par  la  détermination  de  ces  variables;  et  la  quan- 
tité Ç  demeurera  par  conséquent  indéterminée,  et  pourra  être  supposée 
tout  ce  qu'on  voudra. 

16.  En  supposant 
comme  dans  le  n^  4,  et  faisant  après  toutes  les  ditrérentiations 

V 

on  aura  les  mêmes  résultats  que  dans  ce  numéro. 
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En  général,  si  Ton  fait 

et  que  ^  ne  contienne  que  des  sinus  et  cosinus,  Tare  de  cercle  x  dispa- 
raîtra toujours,  quelle  que  soit  la  fonction  ^;  et  l'introduction  de  cette 
indéterminée  pourra  quelquefois  faciliter  l'intégration  des  équations  en 

17.  Il  est  visible  au  reste  que  cette  méthode  s'applique,  en  général,  à 
autant  d'équations  intégrales  qu'on  voudra;  chacune  de  ces  équations 
telle  que  U  =  o  donnera,  après  la  substitution  de  a?  -h  Ç  à  la  place  de  x 
dans  les  fonctions  algébriques,  les  équations  de  condition  JU  =  o, 
rf  JU  =  o, . . . ,  en  continuant  les  difTérentiations  de  JU  jusqu'à  ce  que  les 
plus  hautes  différences  des  autres  variables  j,  2, ...  y  soient  d'un  ordre 
immédiatement  inférieur  à  celui  dont  elles  sont  dans  les  équations  diffé- 
rentielles. Le  nombre  de  ces  équations  sera  ainsi  égal  à  celui  de  toutes 
les  constantes  arbitraires,  et  la  quantité  S  demeurera  toujours  indéter- 
minée. 

Enfin,  si  les  équations  différentielles  contenaient  aussi  absous  la  forme 
algébrique,  on  prouverait  également  par  les  principes  exposés  dans  le 
n*'  11  qu'il  n'y  aurait  qu'à  substituer  a?-+- A  au  lieu  de  x  dans  les  fonc- 
tions algébriques  de  ces  équations,  en  regardant  une  des  intégrales 
comme  due  à  une  équation  différentielle  d'un  ordre  plus  élevé  d'une 
unité  que  n'est  celle  qui  répond  directement  à  cette  intégrale,  et  faire 
varier  ensuite  la  constante  h  en  même  temps  que  les  autres  constantes 
arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 

18.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  fonctions  transcendantes 
de  X  dans  les  intégrales  sont  telles  que  leurs  différentielles  ne  contien- 
nent jamais  cette  variable  sous  la  forme  algébrique;  c'est  ce  qui  a  tou- 
jours lieu  lorsque  ces  fonctions  ne  renferment  que  des  sinus,  des  cosinus 
et  des  exponentielles  d'arcs  proportionnels  à  x.  Mais,  si  la  variable  x  se 

m 

trouvait  sous  ces  mêmes  signes  élevée  à  d'autrers  puissances  que  la  pre- 
mière, ou  si  des  logarithmes  de  cette  variable  entraient  aussi  dans  les 
V.  65 
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fonctions  dont  il  s*agit,  il  est  clair  que  la  même  variable  se  trouverait 
sous  la  forme  algébrique  dans  les  diiférentielles  de  ces  fonctions;  par 
conséquent  on  ne  pourrait  plus  supposer,  en  général,  comme  nous  Pavons 
fait,  que  les  valeurs  des  diiférentielles  sont  les  mêmes,  soit  que  la  substi- 
tution de  â;  +  ^  au  lieu  de  x  dans  les  fonctions  algébriques  se  fasse  avant 
ou  après  la  différentiation.  Il  faudrait  donc  alors  avoir  égard  dans  l'ana- 
lyse du  n^  15  à  la  différence  de  ces  valeurs;  ce  qui  ne  sera  pas  difficile 
d'après  les  principes  que  nous  avons  exposés. 
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D'INTERPOLATION. 


(Noiufeaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  1783.) 


Lorsque  l'inconnue  qu'on  cherche  est  donnée  par  une  équation  (]*une 
forme  déterminée,  on  peut  toujours  la  trouver,  soit  rigoureusement,  soit 
par  différentes  méthodes  d'approximation.  Mais  il  peut  arriver  que  la 
forme  de  l'équation  soit  elle-même  indéterminée;  en  ce  cas  aucune  des 
méthodes  connues  ne  peut  servir;  c'est  pourquoi  je  me  flatte  que  les 
Géomètres  me  sauront  quelque  gré  de  leur  en  communiquer  une  qui  a 
l'avantage  de  pouvoir  être  pratiquée,  non-seulement  en  employant  des 
opérations  analytiques,  mais  aussi  à  l'aide  de  simples  opérations  méca- 
niques, et  qui  renferme  d'ailleurs  une  méthode  d'interpolation  applicable 
à  un  grand  nombre  de  questions. 

1.  Soit  9 (a?)  une  fonction  inconnue  de  x,  pour  la  détermination  de 
laquelle  on  ait  une  équation  quelconque  entre  (f{x)  et  f  (X),  en  suppo- 
sant X  donnée  en  x  d'une  manière  quelconque.  On  suppose  que  pour  une 
valeur  donnée  de^?  on  connaisse  celle  de  f  (^)f  et  Ton  demande  la  valeur 
de  (f{x)  correspondante  à  une  autre  valeur  donnée  de  x. 
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2.  Soit 

on  aura  donc  une  équation  entre  x  et  X,  et  une  autre  entre  y  et  Y;  et  Ton 
pourra  représenter  ces  équations  par  deux  courbes,  dans  Tune  desquelles 
X  sera  Tabscisse,  X  l'ordonnée,  et  dans  l'autre  y  sera  l'abscisse  et  Y  l'or- 
donnée. 

3.  Si  l'on  fait  X  =  a:,  il  est  clair  qu'on  aura  aussi  Y  =  j;  alors  l'équa- 
tion entre  j?  et  X  se  changera  en  une  équation  en  x  seul,  par  laquelle  on 
déterminera  x\  et  de  même  l'équation  entre  j  et  Y  se  réduira  en  une  équa- 
tion en  j  seul,  laquelle  servira  à  déterminer  j.  Nous  dénoterons  para 
et  /3  les  valeurs  de  a?  et  j^  trouvées  par  ces  deux  équations. 

4.  Si  la  relation  entre  x  et  X,  au  lieu  d'être  donnée  par  une  équation 
algébrique,  était  simplement  représentée  par  une  courbe  dont  a:  et  X 
fussent  les  deux  coordonnées,  alors,  pour  avoir  la  valeur  de  a,  il  faudra 
chercher  mécaniquement  le  point  de  la  courbe  dont  l'abscisse  6t  l'or- 
donnée seront  égales.  On  trouvera  de  même  la  valeur  de  |3  dans  la  courbe 
donty  et  Y  seront  les  coordonnées. 

5.  Donc,  puisque  J7  =  a  donne  j  =  jS,  il  s'ensuit  que  a7  =  a-+-Ç(en 
supposant  ^  une  quantité  assez  petite)  donnera 

et,  prenant  Ç  assez  petite  pour  que  §*,§',...  puissent  être  négligées,  on 
aura  simplement 

Ainsi,  pour 

.r  =  a  -f-  $, 

on  aura 

en  supposant  Ç  si  petite  que  les  puissances  Ç^,  Ç\...  puissent  être  censées 
nulles,  eu  égard  au  degré  de  précision  auquel  on  veut  porter  le  calcul. 
Mais  il  faudra  déterminer  le  coefficient  7;  et  pour  cela  il  est  nécessaire 
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de  supposer  connue  une  valeur  de  y  correspondante  à  une  valeur  quel- 
conque donnée  de  a?.  Voici  donc  comment  on  parviendra  à  cette  détermi- 
nation. 

6.  Soient  a  et  6  les  valeurs  connues  et  données  de  x  et  j,  en  sorte  que 

donne 

r=  6. 

Qu'on  cherche  la  valeur  de  X  répondante  )iiX=^ay  et  qu'on  la  désigne 

par  A  ;  qu'on  fasse  ensuite 

j?  =  A 

et  qu'on  cherche  la  valeur  correspondante  de  X,  laquelle  soit  A';  qu'on 
fasse  de  nouveau 

et  qu'on  désigne  par  A"  la  valeur  correspondante  de  X;  qu'on  continue 
à  faire 

X=:A", 

et  ainsi  de  suite. 

Qu'on  fasse  les  mêmes  opérations  par  rapport  àj  et  Y;  c'est-à-dire 
que  7  =  6  donne 

Y  =  B, 

qu'ensuite  j  =  B  donne 

Y  =  B', 

que  de  plusy  =  B'  donne 

Y  =  B", 

et  ainsi  de  suite. 
On  aura  de  cette  manière  deux  suites  correspondantes 

(if      Af      A    9      A.      y       A      y  .    •    •  9 
6,        Uf       B    9       B      y       B      9  •     .    •  y 

telles  que,  si  x  est  supposé  égal  à  un  terme  quelconque  de  la  première, 
le  terme  correspondant  de  la  seconde  sera  la  valeur  correspondante  dey. 
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7.  Or  je  remarque  que,  si  les  termes  de  la  série 

approchent  peu  à  peu  de  l'égalité,  ils  doivent  approcher  en  même  temps 
de  la  quantité  a  trouvée  ci-dessus  (3);  car,  puisque  a  est  la  valeur  de  x 
qui  rend  X=x,  il  s'ensuit  que  si  par  exemple  A'=a  on  aura  aussi  A''=a, 
par  conséquent  A'=A"  et  vice  versa. 

Et  comme,  lorsque  a?  =  X=a,  on  a  aussi  jk--Y--]3,  il  s'ensuit  encore 
(|ue  les  termes  de  la  série 

Oy  B,  B  ,  B  , .  •  • 

approcheront  aussi  en  même  temps  de  l'égalité  et  de  la  quantité  ]3. 

En  poussant  donc  les  deux  séries  assez  loin  pour  qu'on  parvienne  à 
des  termes  A"'   ,  B'"  •  peu  différents  de  a  et  de  ]3,  on  pourra  supposer  (5) 


De  là  on  aura 


(l'oii  l'on  tire 


A*'-  =  a  -h  Ç,     B'*'-  =  (3  H-  yÇ. 


l  z=  A'"-  -  «,     B"'-  =  P  H-  y  (  A'"  ••  ^  a)  ; 


_  B^-  -  p 
A'"-  —  a 


*  A'».. 


Ainsi  l'on  connaîtra  la  valeur  du  coefficient  y. 
8.  Si  la  série 

était  divergente,  alors  elle  serait  convergente  de  Taulre  côté;  il  faudrait 
donc  continuer  cette  série  en  sens  contraire  suivant  la  même  loi,  c'est-à- 
dire  en  sorte  que  chaque  terme  soit  une  fonction  de  celui  qui  le  précé- 
dera à  gauche,  telle  que  X  l'est  de  x. 

Ainsi  l'on  fera  dans  ce  cas 

X  =  a, 

et  Ton  cherchera  la  valeur  de  x  qui  en  résulte  et  qu'on  nommera  a':  on 

fera  ensuite 

X  =  a', 
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et  l'on  cherchera  la  valeur  résultante  de  œ^  qu'on  nommera  a'\  et  ainsi 
de  suite.  On  fera  de  même 

ensuite 

y  =  *',   y  =  b\ 

et  ainsi  du  reste. 

On  aura  ainsi  les  deux  séries 

a,  a',  a" y  a*, . . . , 
6,  h',  b%  6^..., 

qui  seront  convergentes  vers  les  quantités  a  et  |3,  et  serviront  par  consé- 
quent à  déterminer  la  valeur  de  7,  en  faisant 

fl^-  =  a-hl    et    b"'-  =  (3  -+-  yÇ; 
d'où 

'        (f-  —  a 

9.  Au  reste,  lorsque  les  relations  entre  x  et  X,  et  entre  y  et  Y,  sont 
données  algébriquement,  on  pourra  trouver  les  valeurs  arithmétiques 
des  termes  des  séries  proposées  aussi  exactement  qu'on  voudra  par  les 
règles  connues.  Mais,  si  ces  relations  ne  sont  représentées  que  par  des 
courbes,  il  faudra  alors  chercher  mécaniquement  les  termes  dont  il  s'agit, 
en  prenant  les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  données,  ou  les 
abscisses  correspondantes  aux  ordonnées  données;  opération  qui  n'a  au- 
cune difficulté  lorsque  les  courbes  sont  tracées  avec  exactitude. 

10.  Cela  posé,  qu'on  cherche  maintenant  la  valeur  de  v  correspon- 
dante à  une  valeur  quelconque  donnée  de  x. 

Soit  m  la  valeur  donnée  dex;  qu'on  fasse 

et  qu'on  cherche  la  valeur  correspondante  de  X  qu'on  nommera  M;  qu'on 
fasse  ensuite 

X=My 

V.  66 
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et  que  M'  soit  la  valeur  correspondante  de  X;  qu'on  fasse  encore 

et  que  M''  soit  la  valeur  de  X,  et  ainsi  de  suite. 
On  aura  de  cette  manière  la  série 

m,  M,  M',  M",..., 

laquelle,  si  elle  tend  versTégalité,  sera  nécessairement  convergente  vers 
la  quantité  a  par  la  même  raison  que  nous  avons  vue  plus  haut  (7).  On 
parviendra  donc  dans  ce  cas  a  un  terme  tel  que  M*"  •  lequel  sera  peu  dif- 
férent de  a;  en  sorte  qu'on  pourra  faire 

M*"  =  a -h  $  ; 

et  alors,  ce  terme  étant  pris  pour  x^  la  valeur  correspondante  de  y  sera 
jS-hyl  (5).  Ainsi  lorsque  M'^  *  sera  presque  égal  k  a,  on  aura,  pour 
x  =  W  \ 

y—^-^yiW'"  —  a). 

Supposons  que  n  soit  la  valeur  cherchée  àey  correspondante  à  a7  =  /w, 
que  de  même  N  soit  la  valeur  qui  en  résulte  pour  Y,  et  que 

donne 

Y  =  N', 

(ju'ensuitc 
donne 

Y  =  N^ 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  les  termes  de  la  série 

s(MM)nt  les  valeurs  de  j  répondantes  aux  valeurs 

m,  M,  M',  M",... 
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de  X.  Donc  aussi  N"'  sera  la  valeur  de  y  qui  répond  à  x  =  W  \  par 
conséquent  on  aura 

Cette  valeur  de  N"'    sera  donc  connue,  et  de  la,  en  remontant  par  des 
opérations  contraires,  on  trouvera  tous  les  termes  précédents  de  la  série 

n,  N,  N',  N",...,  N'"-; 

et  Ton  parviendra  ainsi  à  la  valeur  cherchée  n. 

11.  Si  la  série 

/7i,  M,  M',  M'^, . . . 

ne  tend  pas  vers  l'égalité,  et  par  conséquent  ne  converge  pas  vers  la  va- 
leur de  a,  il  faudra  alors  la  continuer  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  for- 
mer la  série 

en  faisant,  comme  dans  le  n^  8  ci-dessus, 

X  =  /w, 


et  de  là 


ensuite 


et  de  là 


et  ainsi  de  suite.  La  série 


X  =  m', 


X=:m', 


X  =  m" , 


m,  m',  /n", 


étant  convergente  vers  a,  on  la  poussera  jusqu'à  un  terme  rrC'    peu  dif- 
férent de  a,  et,  faisant 

on  aura 

j  =r  P -+- yg  =  P -h  y  (m*'- -  a)  ; 

c'est  le  terme  correspondant  dans  la  série 


fiy  n\  n'\. . .,  n"" 


y 


66. 


524  SUR  UNE  MÉTHODE  PARTICULIÈRE 

formée  suivant  cette  loi,  que 

donne 

ensuite 

Y  =  n' 

donne 

et  ainsi  de  suite.  Ainsi,  en  remontant  de  ce  terme  connu  vers  le  précé- 
dent, on  trouvera  la  valeur  cherchée  de  m, 

12.  Nous  avons  supposé  que  l'équation  donnée  entre  (f{x)  et  <p(X), 
c'est-à-dire  entre  j  et  Y  (2),  était  indépendante  de  x\  mais  il  n'est  pas 
difficile  de  voir  que  la  même  méthode  peut  servir  également  lorsque 
cette  équation  contiendra  aussi  x  d'une  manière  quelconque  :  seulement 
on  ne  pourra  pas  dans  ce  cas  représenter  la  relation  entre  j  et  Y  par  une 
courbe;  mais  il  faudra  nécessairement  que  cette  relation  soit  exprimée 
algébriquement.  Il  ne  s'agira  alors  que  de  substituer,  à  chaque  opéra- 
tion, dans  l'équation  entre  a?,  y  et  Y,  la  valeur  de  x  déjà  trouvée  dans 
l'opération  correspondante  et  relative  à  x\  ainsi,  après  avoir  trouvé  la 
valeur  a  de  x,  laquelle  rend  j?  =  X,  on  mettra  cette  valeur  pour  x  dans 
l'équation  en  y  et  Y,  et,  faisant  j=:  Y,  on  en  tirera  la  valeur  |S  de  r;  el 
ainsi  du  reste. 

Enfin  il  pourrait  arriver  que  y  se  trouvât  =  o;  alors  pour 

on  aurait  (5) 

et  le  Problème  serait  toujours  résoluble  par  les  mêmes  principes. 

13.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  n'est  autre  chose  dans  le 
fond  qu'une  généralisation  de  celle  qui  a  été  employée  par  Brig|2:s  dans 
la  conslruclion  de  sa  Table  des  logarithmes,  [Voyez  son  Ouvrage  intitulé: 
Arithmetica  logarithmica,  ^  Cette  méthode  de  Briggs  es!  peu  connue,  t't 
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dans  la  foule  des  Auteurs  qui,  dans  ce  siëele-cî,  ont  traité  des  loga- 
rithmes, il  n'y  en  a  peut-être  pas  un  qui  en  ait  fait  usage,  ou  même  men- 
tion; ils  ont  presque  tous  suivi  la  méthode  indirecte  et  de  tâtonnement, 
qui  est  à  la  vérité  préférable  lorsqu'il  s'agit  de  construire  des  Tables; 
mais  celle  de  Briggs  a  l'avantage  d'être  tout  à  fait  directe  et  de  donner 
immédiatement  le  logarithme  de  chaque  nombre  sans  le  faire  dépendre 
d'aucun  autre  logarithme.  Comme  elle  est  applicable  à  plusieurs  ques- 
tions qui  pourraient  échapper  aux  méthodes  connues,  j'ai  cru  devoir  en 
enrichir  l'Analyse,  en  la  généralisant  et  la  présentant,  ainsi  que  je  viens 
de  le  faire,  avec  toute  l'étendue  dont  elle  est  susceptible. 

Application  aux  logarithmes. 

14.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode,  nous  choisirons  la 
question  même  des  logarithmes,  comme  renfermant  l'appljcation  la  plus 
simple  qu'on  en  puisse  faire;  et  nous  partirons  aussi  de  la  propriété  la 
plus  simple  des  logarithmes,  celle  que  le  logarithme  d'un  carré  est  égal 
au  double  du  logarithme  de  sa  racine. 

On  aura  donc  dans  ce  cas  (1) 

cp(^)  =  log:r, 

et,  comme  la  propriété  donnée  consiste  en  ce  que 

.  logj;'==  2log:r, 

l'équation  entre  ff{x)  et  9(X)  sera 
donc 

X=:^M 

et,  faisant  (2) 

on  aura 

Y=  2r. 

Ainsi  le  lieu  de  l'équation  entre  ^r  et  X  est  une  parabole,  et  celui  de 
l'équation  entre  y  et  Y  est  une  simple  ligne  droite. 
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Faisant  maintenant  X  =  a?,  on  a 

X  =  x^,     donc     X  =z  1=:  a; 

et,  faisant  Y  =  j,  on  a  (3) 

15.  A  l'égard  des  valeurs  de  a?  et  j  qu'on  doit  supposer  connues  et 

que  nous  avons  désignées  par  a  et  6  (6),  elles  dépendent  du  système  de 

logarithmes  qu'on  veut  adopter.  Dans  celui  de  Briggs,  qui  est  le  système 

reçu  généralement,  on  fait  logio  =  i  ;  donc  a?  =  lo  donne  y=i;  par 

conséquent 

a  =  lo,    b  =  i. 

Ainsi  la  série 
deviendra 

lO,    IO%    I0\    IO%. . ., 

et  la  série  correspondante 

0,  B,  R  ,  R  f  •  •  . 

« 

sera 

1 ,    2,    lL,    O,  •  •  •  • 

Et  réciproquement  la  série 

a,  a',  a",  a*',. . . 


sera 


et  la  correspondante 


sera 


lo,   ^lo,   v'io,   v^io,. . ., 


6,  b\  b\  l^\ 


I      I      I 
••  V  V  8' 


On  voit  ici  que  la  série 
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est  divergente,  mais  qu'au  contraire  la  série 

a,  a',  a"^  a!"y, , , 

est  convergente  et  approche  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a  =  i.  Ainsi 
il  faudra  employer  cette  dernière  série  pour  trouver  la  valeur  de  7  (8). 

16.  On  extraira  donc  la  racine  carrée  de  10,  ensuite  la  racine  carrée 
de  cette  racine,  et  puis  la  racine  carrée  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à ce  qu'on  parvienne  à  une  racine  très-peu  différente  de  l'unité.  On 
formera  ensuite  les  termes  correspondants  de  la  série 

I     I     I 

par  une  continuelle  bissection  de  l'unité.  On  poussera  ces  séries  jusqu'aux 
termes  a"  et  b"'  tels  que  a'"'"—!  et  A'"  soient  des  fractions  assez  pe- 
tites pour  que  leurs  carrés  soient  comme  nuls.  Ainsi,  en  employant  le 
calcul  décimal,  si. l'on  a  fixé  le  nombre  des  décimales  auquel  on  veut 
porter  la  précision,  il  faudra  que  les  quantités  dont  il  s'agit  se  trouvent 
exprimées  par  des  nombres  qui  aient  avant  les  chiffres  ou  notes  signifi- 
catives autant  de  zéros  qu'il  y  aura  de  ces  chiffres,  afin  que  les  carrés  de 
ces  nombres  tombent  hors  des  limites  fixées. 

Briggs,  ayant  employé  32  décimales,  a  poussé  le  nombre  des  extrac- 
tions successives  jusqu'à  54»  et  il  a  eu  pour  dernière  racine  le  nombre 

1,00000  00000  00000  12781  9149^  20o32  35, 

c'est  le  terme  a"""  de  notre  série  a\  a",  a'^,.... 
Il  a  trouvé  ensuite  par  54  bissections  continuelles  de  l'unité  le  nombre 

0,0000000000  00000  o555i  I  i5i2  31257  827, 

qui  est  par  conséquent  le  terme  b'''^  de  la  série  b\  b'\  b"\.... 

Ainsi,  puisque 

a  =  I ,    p  =  o, 

on  aura 

'        a"*  —  I 
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savoir 

_  o,555i  ii5i2  31257827 

'~    1,2781914932003235' 

ce  qui  se  réduit  à 

y  =  0,4342  944^1 90325  18. 

« 

17.  Cette  valeur  de  7  étant  ainsi  trouvée  servira  pour  déterminer  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres.  Car,  si  le  nombre  donné  dont  on  cher- 
che le  logarithme  est  m,  il  n'y  aura  qu'à  former  la  série  m,  m',  m*',... 
par  de  semblables  extractions  de  la  racine  carrée,  en  sorte  que 

et,  dès  qu'on  sera  parvenu  ainsi  à  une  racine  ou  terme  m"  qui  aura 
avant  les  notes  décimales  significatives  autant  de  zéros  qu'on  veut  avoir 
de  ces  notes  significatives,  on  aura  sur-le-champ  le  terme  correspon- 
dant n'""  de  la  série 

des  logarithmes  par  la  formule  (11) 

n'""'z=p  -\-y{m'""-  —  <x). 

Or  les  termes  de  cette  dernière  série  sont  formés  comme  ceux  de  la  série 

fc,  b\  b\.,, 

par  une  bissection  continuelle  du  premier  lerme  n\  en  sorte  que,  nom- 
mant X  l'exposant  du  terme  /i"*  ,  on  aura 


et  par  conséquent 
Donc,  puisque 


on  aura 


2^ 


/i  =:  2^  X  n"". 


(3=rO,       (X—\, 

n  —  2}xy{m'"  '  —  1). 


Ce  sera  le  logarithme  du  nombre  m. 
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18.  Briggs  a  déterminé  ainsi  les  logarithmes  de  2,  de  3  et  de  plusieurs 
nombres  premiers;  mais,  pour  faciliter  le  calcul  des  extractions  des  ra- 
cines carrées,  au  lieu  d'opérer  sur  le  nombre  2,  il  opère  sur  la  10*  puis- 
sance de  2  qui  est  1024,  et  qui  étant  divisée  par  1000  donne  le  nombre 
1,024»  dont  l'extraction  des  racines  carrées  est  beaucoup  plus  facile. 
Prenant  donc  1,024  pour  le  nombre  proposé,  il  trouve  par  47  extractions 
successives  le  nombre 

1 ,00000  00000  00000  i685i  60670  53949  77, 

qui  a  les  conditions  demandées;  ainsi,  mettant  ce  nombre  à  la  place  de 
nC  dans  la  formule  précédente  et  faisant  X  =  4?»  on  a,  pour  le  loga- 
rithme n  du  nombre  m  =  i ,  024, 

/i  :=  2*'  X  0,00000  00000  00000  i685i  60670  53949  777, 
c'est-k-dire  en  substituant  la  valeur  de  7  trouvée  ci-dessus  (16) 

n  r=  2*'  X  0,00000  00000  00000  07318  55936  90623  9368  ; 

et  de  là  on  aura  enfin 

n  =  0,0102999666  3981 1  96266  =  log  1,024. 

Ajoutant  maintenant  à  ce  logarithme  celui  de  1000  qui  est  3,  on  aura 
3,0102999666  3981 1 96266  =  log  1024  =  log  2'"  m  10  log  2; 
donc,  divisant  par  10,  on  aura 

log 2  :rz  0,301029996663981  19626. 

19.  Nous  avons  vu  que  la  valeur  du  coefficient  constant  7  dépend  du 
système  de  logarithmes  qu'on  veut  employer,  c'est-à-dire  du  logarithme 
qu'on  veut  assigner  à  un  nombre  donné  (15);  il  peut  donc  y  avoir  tel 
système  de  logarithmes  dans  lequel  la  valeur  de  7  sera  l'unité;  et  il  est 
clair  que  ce  système  sera  le  plus  simple,  du  moins  par  rapport  à  la  re- 
cherche des  logarithmes  par  la  méthode  présente.  Dans  ce  système  donc 
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le  logarithme  ri""  d'un  nombre  mT'  ,  très-peu  différent  de  Tunité»  sera 
simplement  m*    —  I  (IT),  c'est-à-dire  qu'on  aura 

Iog(i-f-Ç)  =  Ç, 

lorsque  Ç  est  une  quantité  infiniment  petite.  C'est  la  propriété  connue 
des  logarithmes  hyperboliques.  Et  de  là  on  voit  en  même  temps  comment 
ces  sortes  de  logarithmes,  qu'on  appelle  aussi  naturels,  ont  pu  se  pré- 
senter les  premiers  à  leur  inventeur  Neper,  quoique  d'ailleurs  notre  sys- 
tème décimal  paraisse  indiquer  naturellement  les  logarithmes  tabulaires 
ou  de  Briggs,  dans  lesquels  l'unité  est  le  logarithme  de  lo. 

Ainsi,  dans  les  formules  du  n**  16,  a"""—  i  sera  le  logarithme  hyper- 
bolique de  a"\  et  si  Ton  nomme  h  le  logarithme  hyperbolique  de  a  ou 
de  lo,  le  terme  h-'"  de  la  série 

A,  A',  A^... 
des  logarithmes  correspondants  aux  nombres 

a,  a! ,  o!\ . . . 

sera  évidemment  ^"''A,  puisque  ces  termes  procèdent  par  une  bissection 
continuelle.  On  aura  donc 

6"^A  =  a"^-  I, 
et  de  là 

A  = 


a^'»  —  I        I 


kLIV 


1 


de  sorte  que  le  nombre  réciproque  du  nombre  7  du  syslème  tabulaire 
sera  le  loptarithme  hyperbolique  de  10;  et  l'on  aura  par  ce  moyen 

log  hyp  10  =  2,3o258  5092994045. 

20.  Au  reste  cette  méthode  de  trouver  les  logarithmes  peut  être  faci- 
lement traduite  en  formule  au  moyen  du  Théorème  de  Newton  pour  la 
formation  des  puissances  des  binômes.  Car,  suivant  le  n*^  17.  on  a 

Al  —  logm  —  2'^x  y(  V'w  —  1), 
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lorsque  a^  est  un  très-grand  nombre.  Donc,  si  Ton  fait 


T^  =  '' 


en  sorte  que  i  soit  une  fraction  fort  petite,  on  aura 

logm  =  -^ — ! • 

Soit 

on  aura  par  le  Théorème  cité 

m'  z=^  I  -h  iz  -h  -^ J*  -h  -^^ ^ -'  z»  -f- . . . , 

2  2.3 

et  lorsque  «est  un  nombre  très-petit,  on  a, en  rejetant  les  lermes  affectés 

de  i^,  i',..., 

./        z^       z*  \ 

donc 

\og{i-hz)  =  y(z-^^  4-  L  __...\. 

et  si  l'on  fait  7=1,  on  a 

z^      z^ 
loghyp(i  -^-  z)=:  z hj  — ..., 

comme  on  le  trouve  par  le  Calcul  intégral. 
21.  Réciproquement  donc,  puisque 

,  y(m'  — I) 

i 

on  aura 

.              /logm 
m'—  I  H ^   » 

y 

ei  de  là 

I 

logm\* 
m  —  '  -   '  *  • 


=(,-,--. 
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donc,  développant  cette  puissance  par  la  même  formule  et  faisant  en 
même  temps  i  infiniment  petit,  on  aura 

logm        {\ogmy       (logm)» 
y  2  y*  2 . 3  y* 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  Ton  sait  d'ailleurs. 

Halley  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  donné  cette  manière  également 
simple  et  ingénieuse  de  parvenir  aux  expressions  analytiques  des  loga- 
rithmes par  les  nombres,  et  des  nombres  par  les  logarithmes.  (Voyez  les 
Transactions  philosophiques,  n®  216.) 

22.  Je  finirai  par  faire  remarquer  que  si  Ton  élève  la  quantité  1  +  2 
à  une  puissance  quelconque  t,  et  qu'on  veuille  avoir  la  série  qui  exprime 
cette  puissance,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  mêmes  de  l'expo- 
sant tj  on  aura 

(1  -h  3)' =1-1-  <C  H ^  H ^  -h.  .  ., 

'2  2.3 

Ç  étant  le  logarithme  hyperbolique  de  i  +  z. 
Car,  faisant  dans  la  série  du  numéro  précédent 

m=r(i-4-z)S    y  =  i, 

on  aura 

logm  =  loghyp(i  -f-  z)'=  ^loghypd  -h  z)  =  /Ç; 

donc,  etc. 
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de  Berlin,  année  1783.) 


On  sait  que  le  centre  de  gravité  d'un  corps,  ou  d'un  système  ou  assem- 
blage quelconque  de  corps,  est  un  point  autour  duquel  le  système  est 
toujours  en  équilibre  en  vertu  de  la  gravité,  quelle  que  soit  sa  situation 
autour  de  ce  point;  et  suivant  les  principes  de  Statique  il  faut  que  la 
somme  des  moments  de  tous  les  poids  élémentaires  du  système  par  rap- 
port à  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  dont  il  s'agit,  c'est-a-dire 
la  somme  des  produits  de  ces  poids  par  leurs  distances  au  plan,  soit 
nulle.  Or  on  démontre  facilement  par  la  Géométrie  que,  si  cette  pro- 
priété a  lieu  par  rapport  à  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux,  elle 
aura  lieu  aussi  par  rapport  à  un  autre  plan  quelconque;  ainsi  la  recher- 
che du  centre  de  gravité  se  réduit  uniquement  à  trouver  un  point  tel  que 
la  somme  des  moments  par  rapport  à  trois  plans  perpendiculaires  et  pas- 
sant par  ce  plan  soit  nulle.  C'est  aussi  de  cette  manière  qu'on  détermine 
le  centre  de  gravité;  mais  quoique  la  considération  des  plans  par  rap- 
port auxquels  la  somme  des  moments  doit  être  nulle  facilite  extrême- 
ment cette  détermination,  on  n'en  doit  pas  moins  la  regarder  comme 


\ 
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étrangère  en  quelque  façon  à  la  nature  du  centre  de  gravité;  et  puisque 
ee  centre  est  un  point  unique,  dont  la  position  dépend  simplement  de 
celle  que  les  différents  poids  ont  entre  eux,  c'est-à-dire  de  leurs  dis- 
tances mutuelles,  il  serait  naturel  de  chercher  à  le  déterminer  aussi  par 
le  moyen  de  ces  distances.  C'est  l'objet  de  la  nouvelle  propriété  que  nous 
allons  exposer. 

Théorème  L 

Soit  un  système  ou  assemblage  quelconque  de  plusieurs  corps  ou  masses 
dont  chacune  soit  considérée  comme  un  point  ;  qu'on  multiplie  toutes  ces 
masses  deux  à  deux,  et  ensuite  chaque  produit  de  deux  masses  par  le  carré 
de  la  distance  entre  elles  ;  qu  enfin  on  divise  la  somme  de  ces  différents  pro- 
duits par  la  somme  de  toutes  les  masses;  on  aura  une  quantité  égale  à  la 
sommée  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance  au  centre 
de  gravité  du  système. 

Démonstration . 

Soient  m  une  quelconque  des  masses  du  système,  et/>,  gr,  r  les  trois 
coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  de  cette  masse  dans 
l'espace,  ces  coordonnées  ayant  leur  origine  commune  dans  le  centre  de 
gravité  de  tout  le  système.  Soient  de  même  m\  m'\ ...  les  autres  masses 
du  système;  /?',  q\  r'  les  coordonnées  rectangles  de  la  masse  m'\p'\  q'\ 
r"  colles  de  la  masse  m"',  et  ainsi  des  autres. 

Conimey?,  p \  p'\  . . .  sont  les  distances  des  masses  m,  m\  m'\ ...  à  un 
plan  passant  par  le  centre  de  gravité,  que  de  même  q,  q\  q"y ...  et  r,  r\ 
r'\...  sont  les  distances  des  mêmes  masses  à  deux  autres  plans  perpendi- 
culaircîs  à  (!elui-là  et  passant  de  nïême  par  le  centre  de  gravité,  on  aur;i 
par  la  propriété  connue  de  ce  centre  les  trois  équations 


.1  ..'      .       -^A'  ^ir 


mp  ~  ni  p  -\-  m  p  -f- .  .  .  =  o, 
fnq  -^  m' q'  -r-  m" q'' -h  .  .  .=  o. 


On  aura  donc 


mr  —  m' r'  -+-  ni  r'  -^  .  .  .1=0. 


mp  -t-  m' p'  -\-  m"p'  -f-  .  .  .  r  rz:  o, 
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savoir,  en  développant  les  termes 

m^p^  -h  m'*/>''  -f-  m"^p"^  -h . . .  =  —  7.mm' ppf  —  imm" pp"  —  7,m'  m" p'  p"  — ...  ; 
qu'on  ajoute  de  part  et  d'autre  les  termes 

on  aura 

(m -h  m' -f- m" -h . .  .)(m/>^  -h  m'/i'> -f-  m"/?"» -h. . .) 

=  mm'  (p  —  p'y  -h  mm"  (p  —  f  Y  -^  m' m"  {p'  —  fy  -^ 

On  trouvera  de  même,  d'après  l'équation 

[mq  -f-  m' (f'\-  m" q"  -\- , . .)'  =  o, 

celle-ci 

(m  -f-m'H-m^-f-. .  .)imq^  -h  m' q'^ -{-  m"  q"^ -h . . .) 

=  mm'iq  —  q'y^ mm"{q  —  q"Y  -h  m'm"{q'  —  fl'')'-^ 

Et  pareillement  l'équation 

(mr-+-  m' r'  -{-  m!' r"  ■\- .  .  .)»=o 
donnera 

[m-\-m'  '\-  m"  ^ . .  .)  (mr»  -h  m' r""  -i-  /n'V"  H-. . .) 

=  mm'ir—  r'y  H-  mm"{r  —  r"  y  -h  m' m" {r'  -^r"y'^- 

Donc,  ajoutant  ces  trois  équations  ensemble,  et  faisant,  pour  abréger, 

/>'  -f-  9'  -h  v  —  a', 
p"^q'^-^r'^—a'\ 
p"^-\-q"^-\-r"''^ar\ 


[p  -p'y-h  iq  -'q'y  -^  (r  -  r'y  =  6% 
(p—p"y  -+-  (ï  -  q"y  -H  (r  —  O^  ==  b'\ 

'  (y- y^V -+-  [q'—  q"? ■+-  ir'—  r"y  =  h"\ 

y 
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on  aura 

{m -h  m' -h  m" -h, . ,)  {ma^ -h  m!  af* -h  m'' af^ -h . ..) 

Or  il  est  visible  que  a,  a\  a"^...  sont  les  distances  des  masses  m,  m\ 
m"^ ...  au  centre  de  gravité,  et  6»  h\  V^...  sont  les  distances  entre  les 
masses  m  et  ni^  m  et  wl*^  ni  et  m^^ ....  Donc,  en  divisant  l'équation  pré- 
cédente par  m  -¥  ndff  nf-^- . . . ,  on  aura  le  Théorème  proposé. 

Corollaire. 
Puisque 

mp  -h  m' p^-h  m^p'-h. . .  =o, 

on  aura 

mip  -/)'  -h  m'{p^^fy  ^  mr^p'^fY-^., . 

=  wy^  H-  m'//*  -4-  m"/?"*-!-. .  .H-  (m  -h  m'-f-  m^-f-. .  .)/*, 

quelle  que  soit  la  quantité/.  Donc  aussi 

=  (in-M»'-»-#»'-f-...)('»/^-+-'»'/>'*-«-'»'p'''"*"--  .)-♦-('»»-+■'»' -4- m'-f-...)»/»; 

et,  mettant  pour 

(  m  -h  m'  -♦-  m"  -h . . .  )  (  mp»  -4-  m' p'*  4-  m"  p*'»  -h ...  ) 

sa  valeur 

mm'ip—p^y-h  mni^lp  —  p^y-k-  ni mf(p'  —p'^y-^ . . . 

trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  aura  l*équation 

(,n 4- m' 4-  m" -h . .  .)[m(p  — /)» -h  m'ip'—fj'-h  m"{p"—fY-^. . .] 
=  mm'(p--p')»-h/wm''(p  -p'')»-hm'm''(p'— p'')»-4-...-h(m-f-/n'-hm''-4-...:*/». 

On  trouvera  de  même,  en  prenant  une  autre  quantité  quelconque  g, 
Téquation 

(/n-hm'-f-m"-l-. .  ')[ni{q  —  g? -^  m' [q'  —  gy -^  m" [q"  —  gf  -^ . . .] 
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Et  pareillement  on  aura 

(m -h  m' -f- m"-f- . . .) [/w(r  —  A)»-+- m'(r' —  A)>-h  m"(r"  -  A)» -f- . . .] 

=  mm'(r— r7 H- mm''(r— O' H- m'm''(r'-- O' ■+- •  •  • -»- ('w -»- 'w'-f  m''-f- . . . )' A'. 

De  sorte  qu'en  ajoutant  ensemble  ces  trois  équations  et  faisant,  pour 
abréger, 


/'-+-g^^-f-A^  =  a% 


on  aura 


(m  -h  m' -h  m"-f-. . .)  (/wa*  H-  m'a'^-f-  m'^a"^  -h. . .) 

=z  mm' h^ -^  mm" b'^ -{- m' m" b"^ -^^ , .  .-4- (m  H- m' -h  m" -h. .  .)*d'. 

Or  il  est  clair  que  les  quantités/,  g,  h  peuvent  représenter  les  coor- 
données rectangles  d'un  point  quelconque  pris  à  volonté;  alors  a,  a', 
a", . . .  seront  évidemment  les  distances  des  masses  m,  m',  m", ...  a  ce 
point,  et  d  sera  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  des  corps  m, 
m!,  m", Donc  Féquation  précédente  donnera  ce  nouveau  Théorème. 

Théorème  II. 

La  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  dislance  à  un 
point  quelconque  donné  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  masses  par  le 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  toutes  ces  masses, 
plus  à  la  somme  des  produits  des  masses  multipliées  deux  à  deux  entre  elles 
et  par  le  carré  de  leurs  distances  respectives^  cette  dernière  somme  étant  di- 
visée par  la  somme  même  des  musses. 

Corollaire. 

De  là  résulte  une  nouvelle  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité 

d'un  système  ou  assemblage  quelconque  de  tant  de  corps  qu'on  voudra, 
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considérés  comme  des  points.  On  cherchera  la  somme  des  produits  de  la 
masse  de  chaque  corps  par  le  carré  de  sa  distance  à  un  point  donné  quel- 
conque, et  Ton  divisera  cette  somme  par  celle  de  toutes  les  masses;  on 
cherchera  ensuite  la  somjpne  des  produits  des  mêmes  masses  multipliées 
ensemble  deux  à  deux,  et  multipliées  en  même  temps  par  le  carré  de  la 
distance  entre  les  deux  masses,  et  Ton  divisera  cette  somme  par  le  carré 
de  la  somme  des  masses;  on  retranchera  cette  seconde  quantité  de  la  pre- 
mière, et  Ton  aura  la  valeur  du  carré  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
du  système,  au  point  donné;  de  sorte  qu'en  tirant  la  racine  carrée  de  la 
différence  des  deux  quantités  dont  il  s*agit,  on  aura  la  distance  du  centre 
cherché  au  point  donné. 

Ainsi  Ton  pourra  trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système  à 
trois  points  quelconques  donnés,  et  par  ces  trois  distances  on  aura  évi- 
demment la  position  du  même  centre.  Si  les^^orps  étaient  tous  dans  un 
même  plan,  il  est  visible  qu'il  suffirait  de  considérer  deux  points;  et  il 
n'en  faudrait  qu'un  seul,  si  tous  les  corps  étaient  sur  une  même  ligne 
droite. 

Au  reste,  comme  la  position  de  ces  points  est  arbitraire,  on  peut  les 
prendre  dans  quelques-uns  des  corps  du  système  ;  alors  il  suffira  de  con- 
naître les  masses  des  corps  et  leurs  distances  mutuelles,  pour  avoir  im- 
médiatement la  distance  du  centre  de  gravité  à  chacun  de  ces  corps. 

Cette  manière  de  déterminer  le  centre  de  gravité  par  les  seules  dis- 
tances des  corps  entre  eux  est,  je  crois,  nouvelle,  et  peut  être  utile  dans 
quelques  occasions. 
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Si  la  naissance  du  Calcul  intégral  appartient  au  siècle  dernier,  il  y  a 
une  branche  importante  de  ce  Calcul  qui  n'a  été  inventée  qu'au  milieu 
de  celui-ci;  c'est  celle  qui  concerne  les  équations  aux  différences  par- 
tielles, c'est-à-dire  ces  équations  qui  contiennent  les  différentielles  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables,  prises  relativement  à  chacune  de  ces  va- 
riables en  particulier. 

Tous  les  Problèmes  de  Géométrie  où  l'on  considère  des  surfaces,  et 
tous  ceux  de  Mécanique  où  l'on  considère  des  corps  ou  flexibles  ou 
fluides,  dépendent  de  la  Théorie  de  ces  équations.  Les  solutions  qu'on 
peut  trouver  indépendamment  de  cette  Théorie  sont  nécessairement  in- 
complètes ou  hypothétiques;  et,  si  l'on  est  souvent  obligé  de  se  conten- 
ter de  ces  solutions  limitées,  c'est  faute  de  pouvoir  intégrer  les  équa- 
tions aux  difl'érences  partielles  dans  lesquelles  les  solutions  rigoureuses 
et  générales  sont  renfermées. 

La  plupart  des  recherches  analytiques  qu'on  a  faites  depuis  vingt  ans 
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ont  eu  pour  objet  l'intégration  de  ce  genre  d'équations;  et  elles  ont  pro- 
duit différentes  méthodes  plus  ou  moins  générales  et  plus  ou  moins 
utiles.  Une  dés  plus  étendues  et  des  plus  simples  tout  k  la  fois  est,  je 
crois,  celle  que  j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  Tan- 
née 1779  O9  ^^  quî  apprend  k  intégrer  toutes  les  équations  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre,  dans  lesquelles  ces  différences  ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire.  Mais,  comme  cette  méthode  n'y 
est  exposée  qu'en  passant  et  presque  sans  démonstration,  j'ai  cru  qu'il 
serait  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégral  de  la  présenter  de  nou- 
veau de  la  manière  la  plus  directe  et  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  susceptible.  Cest  l'objet  de  ce  Mémoire,  qui  contiendra  aussi  de  nou- 
velles recherches  sur  le  Problème  des  trajectoires. 

1.  On  appelle  différences  partielles  celles  qui  résultent  de  la  différen- 
tiation  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  en  y  faisant  varier  chacune 
des  variables  à  part.  Ainsi,  regardant  u  comme  une  fonction  des  varia- 
bles â?,^,  z, . . . ,  la  différentielle  complète  ilu  sera  de  la  forme 

pdx-h  gây-^- rdzjh. .  .9 

et  les  différents  termes  pdx,  qdy,  rdz^ ...  de  cette  différentielle  seront 
les  différences  partielles  de  u  du  premier  ordre.  On  a  coutume  de  repré- 
senter les  coefficients/',  q,  r, . . .  des  différences  dœ,  dy,  dz,...  dans  la 

différentielle  de  u  par  ^t  -j-j  ^'•••^  ^^  sorte  que  l'expression  com- 
plète de  du  sera 

du  j        du  j        du   , 

j-  a j?  H-  -7-  ar  H-  -7-  a 2  -4- 

dx  dy   ''       dz 


Si  donc  on  a  une  équation  entre 


du    du    du 


ce  sera  une  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre;  et,  si 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  585. 
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cette  équation  ne  contient  que  les  premières  dimensions  des  quantités 

du    du    du  .        »  11        *         ,       .,      .     . 

d"^  TT^  d~^"  ''       sorte  qu  elle  soit  représentée  ainsi 

ax  ajr  dz 

les  quantités  X,  Y,  Z, . . . ,  U  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y, 
z,...,  w,  on  aura  la  forme  générale  des  équations  intégrables  par  la  mé- 
thode que  nous  allons  exposer. 

2.  Supposons  d'abord  que  l'équation  ne  contienne  que  trois  variables 
Uj  x^  y,  dont  la  première  soit  regardée  comme  une  fonction  des  deux 
autres;  en  employant  pour  plus  de  simplicité  les  quantités />  et  ^  à  la 

place  de  -j-  et  j-»  on  aura  donc  celte  équation 
^  dx       dy  ^ 

X/^H-Yj^U, 

dans  laquelle  X,  Y,  U  seront  des  fonctions  quelconques  de  w,  x^y. 
Or  les  quantités/;  et  q  doivent  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

du^=^pdx  -\-  q  dy; 

par  conséquent  il  faudra  qu'en  éliminant,  par  le  moyen  de  l'équation 
donnée  entre/?  et  q,  l'une  de  ces  inconnues,  l'autre  soit  telle,  que  l'équa- 
tion différentielle  dont  il  s'agit  puisse  venir  de  la  différentiation  d'une 
équation  finie  ;  et  cette  équation  finie  donnera  alors  la  valeur  de  u  en 
fonction  de  x  et  7. 

Mais,  sans  employer  l'élimination,  on  obtiendra  le  même  but  d'une 
manière  plus  simple  en  multipliant  ensemble  les  deux  équations 

\p  -4-  Yj  =  U,     du  =  pdx  -h  qdy; 


•  m 


car  on  aura  ainsi 

{ X^  +  Yq)du  =  li{pdx  -i-  q  dy), 


ou  bien 


p{\du  —  l]dx)-hq(\du  —  Vdy)  =  o, 
V.  69 


^ 
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équation  qui  étant  divisée  par  p  ne  contiendra  plus  qu'une  seule  in- 

connue  ^' 
P 

S.  Je  suppose  maintenant 

Xdu  —  \idx  =  o,     \du  —  \idx  =  o; 

j'ai  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les  trois  va- 
riables u,  X,  y\  et  les  intégral»  complètes  de  ces  équations  contiendront 
deux  constantes  arbitraires  a  et  ^,  en  sorte  qu'on  aura 

«  =  A,    p  =  B. 

ÂetB  étant  des  fonctions  données  des  trois  variables  j:.^.  u.  Ainsi,  t-a 
différentiant  et  regardant  a  et  ^  comme  variables,  on  »uni 

dK  j        dK 

=  di*"*^d^'"^W^^- 

Hais,  puisque 

A  =  «    ei    B  =  p 

sont  les  intégrales  des  équations 

\du  —  \}da;  =  o,    Ydu  —  Vdx  —  o, 

a  et  p  étant  les  constantes  arbitraires,  il  faudra  que  ces  équations  coïn- 
cident avec  les  précédentes  en  y  faisant 

par  conséquent  il  faudra  qu'en  substituant  pour  dx  eldy  leurs  valeurs 
Kdtt 
U 


>  tirée&des  mêmes  équations,  dans  celles-ci 


rfA   ,        dS.  ,        d\ 

-j—  au  ■+■  -j—  ax  +  -ï—  ' 
du  ax  dy 

dB  ,         dB    ,         rfB 
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on  ait  des  équations  identiques  qui  seront 

.  rfA      rfA  X      rfA  Y  _ 
du'^  dx  V'^  dr  V~°' 


dB       dB  X      </B  Y 

du'^  dx  W^  dx  V      ° 

et  qui  donneront 

rfA           rfA  X      dXY 
du~      dx  V       rfr  U  ' 

• 

dB           rfB  X       dB  Y 

^          dxV      dr  u 

Ainsi  les  différentielles  da  et  rfj3  se  trouveront  exprimées  de  cette 


•  % 


manière 

I  dA I  rfA 

dx 


^»=û"£^^'^''-^'^"^-^ii-di^^^^-'^'^"^' 


''i^=iÊ("''^-^''")  +  cf  ("''^-'^''"^' 


d'où  l'on  tirera 


en  supposant 


rfA  ^_çffl  rfA 
dx  dx       dx  dx 


Je  conclus  de  là  que,  si  à  la  place  des  variables  x  et^on  veut  intro- 
duire les  variables  a  et  /3  telles  que 

a  =  A,     (3  =  B, 

dans  les  formules 

\du-Vdx,    Yrfa-Urfr, 

elles  deviendront  de  la  forme  précédente,  dans  laquelle  il  ne  parait  que 
les  deux  différences  da  et  rfjS. 

69- 
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4.  Faisant  donc  cette  substitution  dans  l'équation 

p(\dtt  —  Vdx)  +  q{Ydu  —  Vdy)  =  o 
à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire,  elle  deviendra 

/    rfB         rfB\   .        /    rfA         rfA\   „ 

OU  bien 

rfA  _    rfA 

,        ^  ctx      ^  dy    ,^ 
'^  dy       ^  dx 

Comme  cette  équation  ne  contient  que  les  deux  différences  da.  et  d^, 
elle  ne  peut  subsister  à  moins  que  le  coe£Eicient  de  d^  ne  soit  aussi  une 
simple  fonction  de  a  et  |3;  par  conséquent  il  faudra  qu'en  substituant 
dans  ce  coefficient  pour  x  eiy  leurs  valeurs  en  a,  |3,  a,  tirées  des  équa- 
tions 

la  quantité  u  disparaisse  d'elle-même. 

On  aura  donc,  en  dénotant  par  la  caractéristique /une  fonction  quel- 
conque, 

dAdA 

^  dy       ^  dx 

condition  a  laquelle  on  pourra  toujours  satisfaire  par  le  moven  de  la 
quantité  arbitraire  -;  alors  l'équation 

sera  toujours  intégrable,  étant  multipliée  par  un  facteur  convenable;  et 
l'intégrale  sera 

en  dénotant  par  F  une  autre  fonction  de  a  et  j3;  et,  comme  la  fonction 
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/(a,  |3)  peut  être  quelconque,  la  fonction  F(a,  j3)  pourra  être  aussi  quel- 
conque. 

Mais  on  a  supposé 

donc,  remettant  ces  valeurs  à  la  place  de  <x  et  j3,  on  aura  Téquation  finie 

F(A,  B)=:o, 

laquelle  donnera  la  valeur  cherchée  de  m  en  a?  et  j,  la  fonction  désignée 
par  F  demeurant  arbitraire. 

5.  L'intégration  de  toute  équation  de  la  forme 

ax  dy 

X,  Y,  U  étant  des  fonctions  quelconques  de  w,  ^,7»  se  réduit  donc  à  ce 
procédé  fort  simple. 

On  intégrera  par  les  règles  connues  les  équations  diflerentielles 

et,  ayant  réduit  les  deux  intégrales  à  la  forme 

A  m  a,     B  =  (3, 

où  A,  B  sont  des  fonctions  de  w,  x^  y,  et  a,  j3  sont  les  deux  constantes 
arbitraires  introduites  par  l'intégration,  on  établira  une  équation  quel- 
conque entre  A  et  B,  qu'on  pourra  désigner  par 

F(A,B)  =  o,     ou  bien  par    ArrzçB), 

les  caractéristiques  F,' 9  désignant  des  fonctions  quelconques,  et  cette 
équation  sera  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 

De  cette  manière  l'intégration  de  l'équation  aux  différences  partielles 
est  réduite  à  celle  de  deux  équations  aux  différences  ordinaires;  c'est 
tout  ce  qu'on  peut  désirer,  dans  le  Calcul  intégral  des  différences  par- 
tielles, de  le  ramener  à  celui  des  différences  totales  et  ordinaires. 


ue         hAthode  pour  intégrer  les  équations 
6.  CoDsidérons  à  préseat  l'équation  k  cjuatre  variables  u,  x,  y,  z,  dont 

la  forme  est 

Xp  +  \q  +  Zr=\i, 

en  désignant  par  p,  q,  r  les  différences  partielles  ^i  -^-t  ^i  et  par 

X,  Y,  Z,  U  àeû  fonctions  quelconques  de  u,  x,y,  z. 
On  aura  ici 

donc,  multipliant  cette  équation  par  celle  qui -est  donnée  entre  />,  q,  r, 

on  aura 

{Xp-i-Yq-i-Zr)du  =  \Hpdx  +  qdr-t-rdt), 

ou  bien 

p{Xdu  -  Vdx)  +  q(Ydu  —  Udy)  -t-  r{Zdu  —  Vdi)  =  o, 

laquelle  étant  divisée  par  p  ne  conitiendra  plus  réellement  que  deux  in- 
connues ^t  -:  et  la  question  sera  réduite  à  déterminer  ces  deux  incon- 

P   P  ^ 

Dues  en  sorte  que  {'équation  dont  il  s'agit  devienue  intégrable. 
Supposons,  à  rimitation  de  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut, 

\du  —  Vdx  =  o,    Vdtt  —  Vdr=o,     Zdu  —  Vds=of 

en  intégrant  ces  équations,  on  aura  trois  équations  finies  entre  u,  x,  y,  z 
'  qui  contiendront  trois  constantes  arbitraires  a,  p,  7;  de  sorte  qu'on 
pourra  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

A  =  «,     B  =  p,     C  =  y, 

où  A,  B,  C  seront  des  fonctions  connues  de  u,  se,  y,  z. 

Il  est  clair  qu'on  peut,  à  la  place  des  variables  x,  y,  z,  introduire  dans 
l'équation  qu'il  s'agit  de  rendre  intégrable  les  quantités  a,  p,  y,  regar- 
dées maintenant  comme  variables,  et  supposées  telles  que 

«  =  A,     |3  =  B,     y  =  C; 
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or,  en  différentiant,  on  aura 

,       dA  j        dk  j        dk  j        rfA    , 

aa  =  j—  au  -+■  -y—  dx  -f-  -j—  dr  H — r-  dz. 
du  dx  a/  dz 

,^       dB   ,         rfR   .         rfR   ,         rfR   , 

,        rfC   ,         rfC   ,         rfC-  rfC   , 

mais,  en  faisant 

da  =  o,     rf(3  =  o,     dy  =  o, 

on  doit  avoir  des  équations  identiques  avec  celles-ci 

Xdu  —  Vdx^Of     Ydu  —  Vdjrz^io^    Zdu  —  \Jdz  =  Oy 

dont 

k  =  a,    B  =  ^,    C  =  y 

sont  supposées  être  les  intégrales  complètes;  donc,  en  substituant  pour 

J       ,       ,    ,  ,  \du    Ydu    Zdu 

air,  dy^  dz  les  valeurs  -rr-^  "TT'  "TT"*  ^°  ^^^^ 

rfA       rfA  X       rfA  Y      Ç[A  _Z  _ 
rfw  ■*"  r/^  u  ■*"  rfr  U  "^  rfz   U  "~  ^' 

rfB       rfB  X       rfR  Y       rfB   Z^_ 

du'^  dx  \]  '^  dx  y^  '^  dz   U  ■"  ^' 

rfC        rfC  X        rfC  Y       rfC   Z 

TT  =  o: 


rfa        dx    U        rfj''  U        r/z    U 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  -3-5  t->  t->  lesquelles  donneront  par  la 
substitution 

flK  flK  ftX 

Vda=^{V(ix-\(lu)-\-^{{5dx-Ydu)-h  ~{Vdz-Zdu', 

Vd^=  ^1^  f  U</^  -  \du)  +  ~  (Vdy  -  Ydu)  +  ^{Vdz-  Zdu  , 

Vdy  =  ~  (Urfr  -  \du)  +  ^-  (Urf/  -\du)-h^  (Urfz  -  Zf/«î  ; 
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et  de  là  on  aura  celles  de 

Xdu-Vdx,    Ydu  —  Vdy,    Zdu  —  Vdz 
eu  dv.,  dfi,  dy,  valeurs  qui  seront  de  la  forme 

\du-  Vdxr.^  Ld»  -h  Mrfp  -f-  Hdy, 
Ydu-Vdr^--  L'dcc  +  M'rf(3  -f-  N'rfy, 
Zdu  -Vdz  -.-.  L'da  -t-  M'rfp  +  N'rfy. 

Ainsi  l'équation 

p{}idu  —  Vdx)  +  q(Ydu  —  lidx)  +  r{Zdu  —  Vds)  =  o 

deviendra,  par  l'introduction  des  quantités  a,  ^,  y  à  la  place  de  x,y,  z, 

(>L+çL'+rL"')rf«-f-(/»M-f-jM'+rM')rfp  +  (/>N  +  ?N'+rN»)rfy  =  o, 

ou  bien 

.        oM  +  gM'+rM'  ,.       oN  +  oN'-t- rN'  . 

équationqui  contient,  comme  l'on  voit,  les  deux  indéterminées  ^  et  -• 

Cette  équation  ne  peut  subsister,  c'est-à-dire  résulter  de  la  différentia- 
tion  d'une  équation  finie,  qu'en  n'y  admettant  pour  variables  que  les 
trois  quantités  a,  ]3,  7.  Soit  donc 

F(«,  p,  y)  =  o 

Téquation  finie;  la  difierentielle  sera  de  la  forme 


ou  bien 


rfa-+-^(/(3-+--p  rfy  =  o; 


ainsi  il  faudra  que  Ton  ail 

pL-h  qi!  4-~rL"  ~  P  '      pL  -{- qU"^  rL"  '~  P  ' 

équations  auxquelles  on  pourra  toujours  satisfaire  par  le  moyen  des  deux 
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arbitraires  2,  -,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  P,  0»  R;  de  sorte  que 

ces  valeurs,  et  par  conséquent  aussi  la  fonction  finie  F(a,  /3,  7),  demeu- 
reront k  volonté.  Donc,  puisque  les  quantités  a,  |3,  -/  sont  des  fonctions 
des  variables  x,y,  z,  w,  représentées  par  A,  B,  C,  on  aura  l'équation 

F(A,  B,  C)=:o, 
pour  la  valeur  cherchée  de  u  en  a?,  j,  2. 

7.  De  là  résulte  cette  méthode  fort  simple  d'intégrer  toute  équation 
de  la  forme 

dx  djr  dz 

dans  laquelle  X,  Y,  Z,  U  sont  des  fonctions  quelconques  de  m,  x^  y,  z. 
On  intégrera  par  les  méthodes  ordinaires  les  trois  équations  différen- 
tielles 

\du  —  {]dx  =  0,     Y  rfii  —  U  dy .— o,     Zdu  —  U  Jz  =  o  ; 

on  réduira  les  trois  intégrales  à  la  forme 

a,  j3,  7  étant  les  trois  constantes  arbitraires  introduites  par  les  trois  inté- 
grations; et  Ton  supposera  entre  A,  B,  C  une  équation  quelconque  à  vo- 
.  lonté  qu'on  pourra  désigner  par 

F(A,  B,  C)  =  o,     ou  par     A:r=9(B,  C, 

les  caractéristiques  F,  9  dénotant  des  fonctions  arbitraires;  ce  sera  l'in- 
tégrale demandée. 

En  général,  quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  les  trois  intégrales 
des  équations 

\du  —  {]dx=:o,     Yrf«£  — Urfj=o,     Zdu  —  \]dz  =  o 

se  présenteront,  si  a,  /3,  7  sont  les  trois  constantes  arbitraires,  on  y  sup- 
posera a  =  ?(/3>7)»  et  l'on  éliminera  ensuite  les  inconnues  «,  j3,  7; 
V.  7« 
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l'équation  résulumte  sera  l'intégrale  de  la  proposée»  laquelle  contiendra 
toujours  la  fonction  arbitraire  désignée  par  <p. 

8.  Il  est  aisé  maintenant  d'appliquer  la  même  méthode  à  toute  équa- 
tion qui  contiendra  autant  de  différences  linéaires  qu'on  voudra;  on  en 
trouvera  toujours  l'intégrale  par  des  procédés  semblables,  à  l'aide  des 
intégrales  de  différentes  équations  aux  différences  ordinaires.  Il  serait 
superflu  d'entrer  là-dessus  dans  un  plus  grand  détail. 

9.  Par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  on  pourra  résoudre  tout 
Problème  qui  conduira  à  une  équation  aux  différences  partielles  du  pre- 
mier ordre,  lorsque  la  fonction  cherchée  sera,  par  la  nature  même  de  la 
question,  une  quantité  très-petite. 

Car,  en  négligeant  les  dimensions  de  u  plus  hautes  que  la  première, 
on  parviendra  toujours  à  une  équation  de  la  forme 

^  du  ^,  du  -du  a         ny 

dx  dy         dz 

dans  laquelle  X,  Y,  Z,...,  S,  T  seront  des  fonctions  de  j?,  j,  z,...  sansu. 
Or  cette  équation  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celles  que  nous  avons 
intégrées. 

La  difficulté  d'intégrer  l'équation  dont  il  s'agit  se  réduira  à  intégrer 
relles-ci  aux  différences  ordinaires 

Xrfa  —  (S  -h  Ta)rfa:=  o, 
Ye/a— (S-hTa)c(;'=:o, 
Zdu  —  (S-+-Ta)  J2  =  o, 


En  combinant  la  première  avec  chacune  des  autres,  on  aura  celles-ci 

\dx  —  Xrfj  =  o,    Zdx  —  Xrf^  =  o, . . ., 
dans  lesquelles  la  variable  u  n'entre  plus;  ainsi  Ton  en  tirera  par  Tinté- 
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gration  les  valeurs  de  y,  z^...  en  x  et  en  autant  de  constantes  arbi- 
traires p,  7, 

Ensuite  la  première  donnera 

dx 


îi 


a: 


de  sorte  qu'on  aura  aussi  uen  x  après  la  substitution  des  valeurs  précé- 
dentes de  y^  ^ 

Ayant  ainsi  toutes  les  intégrales  particulières,  on  en  tirera  par  la  règljf 
générale  du  n®  7  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 

Application  de  ta  méthode  précédente  à  la  question  des  trajectoires 
rectangles  considérées  par  rapport  aux  surfaces, 

10.  Parmi  les  Problèmes  qui  occupèrent  les  Géomètres  dans  les  pre- 
mières  années  après  la  naissance  des  nouveaux  Calculs,  un  des  plus 
fameux  est  celui  des  trajectoires,  lequel  consiste  à  trouver  une  courbe, 
ou  plutôt  une  famille  de  courbes  qui  coupent  à  angles  droits  ou  sous 
des  angles  donnés  une  infinité  d'autres  courbes  toutes  du  même  genre, 
comme  des  cercles,  des  paraboles,  des  ellipses,  etc. 

La  première  idée  de  ce  Problème  est  due  à  Jean  Bernoulli,  comme  on 
le  voit  par  la  lettre  sixième  du  Comniercium  epistolicum;  il  le  proposa  à 
Leibnitz  en  1694»  en  y  joignant  la  solution  de  quelques  cas  particuliers, 
et  celui-ci  en  donna  immédiatement  après  une  solution  générale  pour 
tous  les  cas  où  les  courbes  à  couper  sont  données  par  des  équations  en 
termes  finis.  Jean  Bernoulli  le  proposa  ensuite  publiquement  dans  les 
Actes  de  Leipzig  de  1698  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible. 
La  plupart  des  Géomètres  de  ce  temps-là  s'en  occupèrent,  mais  aucun  ne 
le  résolut  complètement;  de  sorte  qu'en  1716,  à  l'occasion  de  la  fameuse 
contestation  sur  la  découverte  du  Calcul, différentiel,  Leibnitz  crut  pou- 
voir se  servir  de  ce  Problème  pour  attaquer  les  Géomètres  anglais  et  leur 
fit  là-dessus  un  défi  dans  les  mêmes  Actes  de  Leipzig. 

En  effet,  ce  Problème  étant  d'un  genre  supérieur  aux  Problèmes  ordi- 

70. 
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naires  des  tangentes,  et  demandant  des  méthodes  et  des  artifices  parti- 
culiers qui  ne  se  présentent  pas  facilement,  il  paraissait  trës-propre  à 
embarrasser  tous  ceux  qui  n'auraient  pas  inventé  eux-mêmes  le  Calcul 
infinitésimal,  ou  qui  du  moins  ne  le  posséderaient  pas  comme  s'ils  l'eus- 
sent inventé.  Newton,  à  qui  le  défi  était  indirectement  adressé,  était 
aussi  plus  en  état  que  personne  d'y  satisfaire;  mais  l'esquisse  de  solution 
qu'il  a  cru  pouvoir  en  donner  en  deux  mots  dans  les  Transactions  phiUh 
Hophiques  de  1716  jie  prouve,  ce  me  semble,  autre  chose,  sinon  qu'il 
n'en  avait  pas  connu  les  difficultés.  Taylor  est,  à  proprement  parler,  le 
seul  parmi  les  Anglais  qui  ait  résolu  le  Problème  des  trajectoires  d'une 
manière  suffisante;  mais  sa  méthode,  fondée  sur  les  séries,  est  indirect^ 
et  peu  lumineuse.  Nicolas  Bernoulli  et  Hermann  en  ont  donné  des  solu- 
tions plus  satisfaisantes  et  plus  générales,  qu'on  peut  lire  dans  le  second 
volume  des  Œuvres  de  Jean  Bernoulli.  Enfin  feu  M.  Euler,  pour  réveiller 
l'attention  des  Géomètres  sur  les  trajectoires  qu'on  avait  presque  déjà 
oubliées,  a  donné  dans  les  derniers  volumes  des  Noiweaux  Commentaires 
de  Pétersbourg  une  nouvelle  Théorie  qui  parait  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  cette  matière. 

Quoique  la  question  des  trajectoires  ne  soit  dans  le  fond  que  de  pure 
curiosité,  on  aurait  tort  cependant  de  regarder  les  recherches  dont  nous 
venons  de  parler  comme  des  spéculations  arides  et  inutiles;  il  faut  même 
convenir  que  peu  de  Problèmes  ont  autant  contribué  que  celui-ci  à  l'avam 
cément  et  k  la  perfection  de  l'Analyse.  La  méthode  de  diflerentier  sous 
le  signe  et  de  trouver  les  équations  nommées  modulaires,  où  l'on  suppose 
le  paramètre  variable;  les  Théorèmes  sur  les  équations  de  condition  pour 
l'intégrabilité  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  k  deux  va- 
riables, et  pour  la  possibilité  de  celles  k  trois  variables,  sont  autant  de 
Théories  dont  on  est  redevable  au  Problème  des  trajectoires;  et  l'on  sail 
<iue  ces  Théories  ont  été  le  germe  des  plus  belles  découvertes  analytiques 
qui  aient  été  faites  dans  ce  siècle. 

Par  ces  raisons  j'ai  cru  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'attirer  de  nouveau 
les  regards  des  Géomètres  sur  ce  Problème,  en  le  traitant  d'une  manière 
nouvelle  et  sous  un  point  de  vue  plus  étendu  qu'on  ne  l'a  fait.  On  n'avait 
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jusqu'ici  considéré  les  trajectoires  que  relativement  aux  lignes  courbes; 
mon  dessein  est  de  les  transporter  aux  surfaces,  et  par  conséquent  de 
chercher  la  nature  de  celles  qui  pourront  couper  sous  des  angles  donnés 
une  infinité  d'autres  surfaces  du  même  genre  et  représentées  par  des 
équations  données  en  termes  finis  ou  différentiels.  Cette  question  con- 
duit naturellement  à  une  équation  aux  différences  partielles,  laquelle, 
dans  le  cas  des  trajectoires  rectangles,  est  intégrable  par  la  méthode  gé- 
nérale que  nous  avons  exposée.  Elle  servira  donc  d'çxemple  pour  l'usage 
de  cette  méthode,  et  donnera  peut-être  occasion  d'en  découvrir  de  plus 
générales  encore. 

11.  Soient  x,  y,  :;  les  coordonnées  rectangles  des  surfaces  données, 
on  aura  une  équation  entre  les  trois  variables  a?,  y,  z  et  une  autre  quan- 
tité qui  sera  constante  pour  chaque  surface,  mais  qui  variera  d'une  sur- 
face à  l'autre,  et  que  nous  appellerons  \e paramètre.  Cette  équation  étant 
donnée,  le  Problème  consiste  à  trouver  celle  de  la  surface  qui  coupera 
partout  à  angle  droit,  ou  sous  un  angle  quelconque  donné,  toutes  les 
surfaces  représentées  par  l'équation  dont  il  s'agit;  et  il  est  clair  qu'il  n'y 
aura  pour  cela  qu'à  faire  en  sorte  que  la  perpendiculaire  menée  k  un 
point  quelconque  d'une  des  surfaces  à  couper  fasse  un  angle  donné  avec 
la  perpendiculaire  menée  par  le  même  point  à  la  surface  coupante;  ainsi 
tout  se  réduit  à  déterminer  la  position  de  la  perpendiculaire  à  une  sur- 
face donnée. 

12.  Soit 

l'équation  diflerentielle  de  la  surface  proposée,  et  supposons  que  la  per- 
pendiculaire menée  par  un  point  quelconque  de  cette  surface  rencontre 
le  plan  des  coordonnées  a:,  y  dans  un  point  auquel  répondent  les  coor- 
données a,  6;  il  est  facile  de  voir  qu'en  nommant  cette  perpendicu- 
laire/, on  aura  * 

Or,  comme  la  perpendiculaire  à  une  surface  quelconque  doit  être  la 
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pliu  (^elile  ou  (»  plus  grande  de  toules  les  lignes  qui  d'un  point  donne 
peuvent  être  menées  à  la  même  surfiice,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de/ 
devri  être  un  maximum  ou  un  minimum  en  faisant  varier  lea  coordon- 
nées X,  Y,  s  et  regardant  les  quantités  a,  b  comme  constantes.  Ainsi  l'un 
aUn  l'équation  difTérenlielie 

^  {a  —  X)  dx  —  (t  —  X) dx -^  sds  =  oi 

mais  l'équation  k  la«urface  donne 

th  =  \dx-i-Ydx; 
donc  on  aura 

[Xi-  ,a-x)]flx  +  [\i  ~   b~y)]dx=o, 
rl'oii  l'on  tire  les  deux  équations 

Xi  —  «  +  a-  =  o,     \'  z  —  b+x  =  o, 

lesquelles  donnent 

m  =  x+%.s,    t=x-^\e, 

et  par  conséquent 


/=z^/n-X'-t-Y'. 

Maintenant,  comme  dans  les  points  où  les  deux  surfaces  se  coupent, 
elles  doivent  avoir  les  mêmes  coordonnées,  on  pourra  prendre  aussi 
X,  y,  z  pour  les  coordonnées  de  la  surface  qui  doit  couper  la  proposée, 
et,  si  l'on  représente  par 

dz^pdx  +  qdx 

l'équation  différentielle  de  cette  «urface,  on  aura  de  même,  en  nom- 
mant r  la  perpendiculaire  et  m,  n  les  coordonnées  qui  déterminent  le 
point  où  cette  perpendiculaire  coupe  le  plan  des  x  et  y,  on  trouvera, 
dis-je, 

m^x  •\-  pz,     n:=x-*'  qz,     r=  z  iji  -hp'-t-q'. 
Donc,  si  l'on  désigne  par  h  la  distance  des  deux  points  où  les  perpen- 
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diculaires/et  r  rencontrent  le  plan  des  coordonnées  x,  y^  on  aura 

et,  substituant  les  valeurs  de  a,  6,  m,  /i. 


13.  Or  soit  0)  l'angle  sous  lequel  on  veut  que  les  deux  surfaces  se 
coupent,  il  faudra  que  les  deux  perpendiculaires/et  r  fassent  entre  elles 
Tangle  w;  donc,  dans  le  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  sont/,  r,  et  la 
base  est  A,  il  faudra  que  co  soit  Tangle  du  sommet;  de  sorte  que  par  le 
Théorème  connu  on  aura  ^ 

h}  =/»  -h  r'  —  2/rcosw, 

ce  qui  donne,  par  la  substitution  des  valeurs  de  A,/,  r,  l'équation 


c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 


I  -+-  X;?  -t-  Yg  —  cosw  v^i  4-  X'  4-  YV»  -+-  p*  -+-  Ç'  =^  o- 
C'est  l'équation  qui  renferme  la  condition  du  Problème. 

14.  Lorsque  les  surfaces  à  couper  sont  données  par  une  équation 
finie,  la  formule  précédente  servira  pour  résoudre  le  Problème;  car,  en 
éliminant  le  paramètre  par  la  différentiation,  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle de  la  forme  supposée 

dans  laquelle  X  et  Y  seront  des  fonctions  connues  de  x^  /,  z\  alors, 
réqnation  des  surfaces  coupantes  étant 

dz  =^  pdx  -h  qdy^ 
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r 

il  ne  s'agira  que  de  trouver  z  en  fonction  de  x  et  y  d'après  la  condition 


1  -h  X/>  -4-  Yj  =  cosw  v^i  -f-  X»  4-  Y*  v^i  -h  p^-hg\ 

0)  étant  un  angle  donné  constant  ou  variable. 

Ainsi,  en  mettant  j-  ^t  -j-  pouvp  et  y,  on  aura  pour  le  Problème  pro- 
posé cette  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 


Il  en  sera  de  même  lorsque  les  surfaces  à  couper  ne  seront  données 
que  par  une  équation  différentielle,  mais  dans  laquelle  le  paramètre 
n'entrera  pas. 

15.  Mais  cette  équation  n'est  intégrable,  en  général,  par  aucune  mé- 
thode connue;  pour  qu'elle  le  devienne,  il  faut  supposer  cosoa  =  o  et 
par  conséquent  a)=9o®,  ce  qui  est  le  cas  des  trajectoires  rectangles; 
elle  se  réduit  alors  à  cette  forme  plus  simple 

-.  dz      -,  dz 
dx  ay 

laquelle  est  susceptible  de  la  méthode  exposée  ci-dessus. 

Suivant  la  règle  du  n**  5,  on  intégrera  donc  les  deux  équations 

\dz  -\-  dx  =z  Oy     Y  dz  -h  d^=  o, 

et,  ayant  réduit  les  intégrales  à  la  forme 

où  a  et  /3  sont  les  constantes  arbitraires,  on  aura 

FA,  B)3.=  o     . 

pour  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  et  par  conséquent  aussi  pour 
l'équation  finie  des  surfaces  coupantes,  la  -fonction  désignée  par  la  ca- 
ractéristique F  demeurant  arbitraire. 
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16.  Supposons,  pour  donner  un  exemple,  que  les  surfaces  à  couper 
soient  des  sphéroïdes  elliptiques  semblables  et  ayant  le  même  centre. 
L'équation  finie  d'un  tel  sphéroïde  est,  comme  l'on  sait, 


a,  A,  c  étant  les  trois  demi-axes  auxquels  les  coordonnées  x,  j,  z  sont 
supposées  parallèles. 

Comme  tous  les  sphéroïdes  doivent  être  semblables,  les  rapports  entre 
les  axes  a,  i,  c  seront  constants;  ainsi 

a  =  me,     b  r=  ne, 

m  et  /i  étant  des  quantités  constantes  pour  tous  les  sphéroïdes,  et  c  étant 
variable  de  l'un  à  l'autre;  donc  l'équation  générale  de  ces  sphéroïdes  sera 

x^        r* 

—  -4-  ^  4-  z'  =  C% 
m'        n} 

OÙ  c  sera  le  paramètre. 

On  différentiera  donc  en  sorte  que  c  disparaisse,  pour  avoir  l'équation 
différentielle  commune  à  toutes  les  surfaces  a  couper;  et  cette  équation 
sera 

xdx       ydr  , 

— T"^  =^  -^2dz  =  o, 
m'  n} 

laquelle,  étant  comparée  à  la  formule  générale 

dz^y^dx  +  Ydy, 
donne 


m}z  n^z 


Par  conséquent  les  équations  à  intégrer  seront 

xdz       j  rdz       , 


562       MÉTHODE  POUR  INTÉGRER  LES  ÉQUATIONS,  ETC. 

lesquelles  sont  intégrables  chacune  en  particulier,  et  leurs  intégrales 
seront 

Doni*  Téquation  générale  des  surfaces  coupantes  sera 


f(-^,  ^)=o. 


Lorsque  les  sphéroïdes  deviennent  des  sphères,  les  axes  a,  6,  c  sont 
égaux,  et  par  conséquent  m  =  i,  n  =  i;  dans  ce  cas  Téquation  des  sur- 
faces coupantes  sera 

c'est-à-dire  une  équation  quelconque  homogène  entre  les  trois  variables 

Or  il  est  aisé  de  prouver  que  cette  équation  renferme  toutes  les  sur- 
faces composées  de  lignes  droites  qui  partent  du  centre  des  coordonnées; 
car  en  prenant  j  proportionnel  à  ar,  ce  qui  donne  une  ligne  droite  dans 
le  plan  des  x  et  y,  on  aura  aussi  z  proportionnel  à  x,  en  sorte  que  la 
ligne  tracée  sur  la  surface  et  qui  aura  pour  projection  la  droite  dont  il 
s'agit  sera  aussi  elle-même  une  ligne  droite;  cette  propriété  générale  est 
évidemment  celle  des  surfaces  coniques;  par  conséquent  ces  sortes  de 
surfaces  seront  les  seules  trajectoires  rectangles  des  sphères  dont  le 
centre  coïncidera  avec  le  sommet  des  cônes. 
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de  Berlin,  année  1786.) 


La  Théorie  du  mouvement  des  aphélies  est  une  des  parties  les  plus 
importantes  du  Système  du  monde.  Si  les  Planètes  n'étaient  soumises 
qu'à  l'action  du  Soleil,  leurs  aphélies  seraient  immobiles.  Mais  l'obser- 
vation a  montré  que  les  aphélies  changent  de  place;  et  il  est  naturel  de 
regarder  ce  déplacement  comme  un  effet  de  l'attraction  mutuelle  des  Pla- 
nètes. La  détermination  précise  de  cet  effet  est  un  Problème  dont  les 
difficultés  n'ont  pu  être  vaincues  que  dans  ces  derniers  temps  par  le 
moyen  d'une  analyse  aussi  délicate  que  pénible  (*).  Si  cette  analyse  ne 
laisse  rien  à  désirer  pour  la  solution  complète  de  la  question,  on  peut 
néanmoins  désirer  encore  une  solution  plus  simple,  plus  à  portée  des 
Astronomes,  une  solution  surtout  du  genre  de  celles  des  Principes  ma- 
thématiques, et  qui  puisse  servir  de  supplément  à  ce  grand  Ouvrage.  Un 
siècle  s'est  bientôt  écoulé  depuis  qu'il  a  vu  le  jour,  et  un  grand  nombre 

(*)  Foyez  la  Théorie  des  variations  séculaires,  page  laS  de  ce  volume. 
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d'Auteurs  ont  travaillé  pour  réclaircir  et  pour  le  compléter;  mais  il  ne 
parait  pas  que  les  parties,  qui  ont  en  effet  besoin  d'être  perfectionnéeSt 
l'aient  encore  été  d'une  manière  propre  à  former  un  véritable  Commen- 
taire. Ce  sont  surtout  celles  qui  traitent  du  mouvement  des  fluides,  et  de 
l'effet  de  l'attraction  mutuelle  des  Planètes,  c'est-à-dire  une  partie  du 
second  Livre  et  presque  tout  le  troisième,  où  l'on  ne  trouve  plus  cette 
rigueur  et  cette  précision  qui  caractérisent  le  reste  de  l'Ouvrage. 

Les  Problèmes,  que  Newton  n'avait  pu  résoudre  avec  les  secours  que 
son  siècle  et  son  génie  lui  avaient  fournis,  l'ont  été  ensuite  en  grande 
partie  par  les  Géomètres  de  ce  siècle;  mais  leurs  solutions,  fondées  sur 
des  principes  différents  et  sur  des  analyses  plus  ou  moins  longues  et  com- 
pliquées, sont  peu  propres  à  servir  de  suite  à  un  Ouvrage  qui  brille  sur- 
tout par  l'élégance  et  la  simplicité  des  démonstrations. 

Ce  serait  donc  un  travail  très-intéressant,  de  traduire,  pour  ainsi  dire, 
ces  mêmes  solutions  dans  la  langue  des  Principes  mathématiques  y  d'y 
ajouter  celles  qui  manquent  encore  et  de  donner  ainsi  à  la  plus  grande 
production  de  l'esprit  humain  la  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Je  n'aurai  pas  la  témérité  de  me  charger  de  ce  travail  ;  mon  objet  est 
simplement  de  préparer  les  matériaux  pour  un  Ouvrage  dont  l'exécution 
ferait  peut-être  autant  d'honneur  a  notre  siècle  que  l'Ouvrage  même  de 
Newton  en  a  fait  au  siècle  dernier. 

1.  Il  n'y  a  dans  les  Principes  mathématiques  que  deux  endroits  relatifs 
au  mouvement  des  aphélies.  L'un  est  la  Proposition  XLV  du  premier 
Livre,  dans  laquelle  Newton  donne  une  méthode  générale  de  déterminer 
le  mouvement  des  apsides  dans  les  orbites  décrites  par  une  force  tendante 
à  un  point  fixe  et  proportionnelle  à  une  fonction  quelconque  de  la  dis- 
tance, lorsque  ces  orbites  sont  supposées  presque  circulaires;  mais  cette 
méthode  ne  s'applique  point  aux  Planètes,  parce  que  leurs  forces  pertur- 
batrices ne  sont  point  dirigées  vers  le  Soleil,  et  ne  sont  point  exprimées 
par  de  simples  fonctions  de  leurs  distances  à  cet  astre. 

L'autre  endroit  est  le  Scolie  de  la  Proposition  XIV  du  troisième  Livre, 
où  Newton  avance  sans  démonstration  que  l'action  réciproque  des  Pla- 
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nètes  doit  donner  à  leurs  aphélies  un  mouvement  direct  en  raison  sesqui- 
plée  des  distances  moyennes,  c'est-à-dire  proportionnel  aux  temps  pério- 
diques. Halley  et  d'autres  Astronomes  ont  adopté  cette  loi  dans  les  Tables 
des  Planètes;  mais  elle  se  trouve  contredite  par  le  calcul  rigoureux  des 
effets  de  l'attraction. 

2.  Si  l'Ouvrage  de  Newton  n'offre  pas  une  Théorie  exacte  du  mouve- 
ment des  aphélies,  il  en  contient  néanmoins  le  germe;  mais  la  difficulté 
de  le  développer  a  peut-être  empêché  qu'on  en  ait  encore  profité.  On  le 
trouve  dans  la  Proposition  XVII  du  premier  Livre,  laquelle  enseigne  à 
déterminer  les  éléments  de  la  section  conique  que  doit  décrire  un  corpf 
lancé  avec  une  certaine  vites^  de  projection  suivant  une  direction  don- 
née, et  soumis  à  l'action  continuelle  d'une  force  centrale  en  raison  réci- 
proque du  carré  des  distances.  Dans  le  troisième  Corollaire  de  cette  Pro- 
position, Newton  remarque  que,  si  le  corps  se  meut  dans  une  section 
conique  et  qu'il  soit  dérangé  de  son  orbite  par  une  impulsion  quelconque, 
on  pourra  connaître  la  nouvelle  orbite  dans  laquelle  il  circulera  ensuite, 
en  composant  le  mouvement  que  ce  corps  a  déjà  avec  le  mouvement  que 
cette  impulsion  seule  lui  aurait  imprimé;  car  par  ce  moyen  on  aura  le 
mouvement  du  corps,  lorsqu'il  part  du  lieu  donné  dans  lequel  il  a  reçu 
l'impulsion  suivant  une  ligne  droite  donnée  de  position. 

Or,  comme  les  éléments  de  la  section  conique,  c'est-à-dire  ses  dimen- 
sions et  sa  position,  ne  dépendent  que  du  mouvement  que  le  corps  a  dans 
un  lieu  quelconque,  il  s'ensuit  que  l'effet  de  l'impulsion  qui  dérange  le 
corps  de  son  orbite  ne  consistera  qu'à  changer  les  éléments  de  cette  or- 
bite, et  qu'on  pourra  toujours  déterminer  ce  changement  par  la  Propo- 
sition dont  il  s'agit;  et,  si  les  dérangements  sont  continuels,  on  aura  les 
changements  continuels  des  éléments  par  la  même  Proposition. 

Mais  on  peut  regarder  les  forces  perturbatrices  qui  résultent  de  l'at- 
traction mutuelle  des  Planètes  comme  des  impulsions  instantanées  et 
continuelles,  qui  dérangent  l'orbite  que  chaque  Planète  décrirait  sans 
elles  autour  du  Soleil  ;  par  conséquent  on  peut  déduire  de  la  Proposition, 
que  nous  venons  de  citer,  la  méthode  générale  de  déterminer  les  varia- 
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tions  des  éléments  des  Planètes  et  principalement  celles  des  excentricités 
et  des  aphélies.    . 

Ce  n*est  pas  que  Newton  n'ait  entrevu  lui-même  l'usage  qu'on  pouvait 
faire  de  cette  Proposition  pour  déterminer  les  dérangements  des  Pla- 
nètes; car  il  ajoute  dans  le  Corollaire  quatrième  que,  si  le  corps  est  con- 
tinuellement troublé  dans  sa  révolution  par  quelque  force  qui  lui  soit 
imprimée  extérieurement,  on  connaîtra  à  peu  près  la  courbe  qu'il  dé- 
crira, en  prenant  les  changements  que  cette  force  produit  dans  plusieurs 
points  quelconques,  et  en  estimant  par  l'ordre  de  la  série  les  change- 
ments continuels  dans  les  lieux  intermédiaires.  Mais  cette  manière  d'en- 
visager le  Problème  serait  peu  exacte,  et  s'appliquerait  difficilement  aux 
Planètes  en  tant  qu'elles  sont  dérangées  par  Faction  continuelle  de  leur 
attraction  réciproque.  Aussi  personne,  que  je  sache,  n'a  cherché  à  faire 
cette  application,  ni  à  déduire  des  Théorèmes  de  Newton  une  Théorie 
qui  en  découle  naturellement. 

3.  Nous  commencerons  par  rappeler  la  construction  qu'il  donne  pour 
déterminer  la  section  conique,  lorsqu'on  connaît  la  vitesse  et  la  direction 
dans  un  point  donné. 

Que  P  soit  ce  point  [fig.  i),  et  que  le  corps  en  parte  suivant  la  direc- 


Fig.  I 


tion  PR  et  avec  une  vitesse  capable  de  lui  faire  décrire  la  petite  ligne  PR 
dans  un  espace  de  temps  infiniment  petit.  Que  dans  le  même  temps  la 
force  centripète  tendante  au  foyer  S  lui  fasse  décrire  l'espace  QR;  ayant 
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mené  PT  perpendiculaire  sur  le  rayon  SR,  on  aura  d'abord  pour  le  para- 

PT 

mètre  de  la  section  conique  Texpression  -^  '  en  supposant  que  les  li- 
gnes PT,  QR  soient  diminuées  a  Tinfini  {voyez  le  Corollaire  second  de  la 
Proposition  XIII  du  premier  Livre). 

Or,  si  du  foyer  S  on  tire  la  perpendiculaire  SN  à  la  tangente  RPN,  on  a 

PS:SN  =  PR:PT, 

donc    ' 

PRXSN 


PT 


PS 


par  conséquent  le  paramètre  sera  exprimé,  en  général,  par 

sn*xpr' 

i-»»^  ■^  ■■  ■■■■—■■■  • 

PS*  X  QR 

Ainsi  Ton  connaîtra  d'abord  le  paramètre  de  la  section  conique  que  le 
corps  P  tend  à  décrire;  car  dans  un  temps  donné  PR  est  comme  la  vitesse 
et  QR  comme  la  force  centripète  en  P;  de  sorte  que,  puisque  la  force 
centripète  est  en  raison  de  la  masse  attirante  divisée  par  le  carré  de  la 
distance,  si  l'on  nomme  M  cette  masse  et  Y  la  vitesse  en  P,  le  paramètre 

sn'xV' 

sera  comme  — ^ 

Pour  avoir  la  valeur  absolue  de  ce  paramètre,  il  suffira  de  le  rapporter 
à  celui  d'une  orbite  connue.  Par  exemple,  en  considérant  le  mouvement 
moyen  de  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  une  orbite  supposée  circulaire, 
il  n'y  aura  qu'à  exprimer  la  perpendiculaire  SN  en  parties  de  la  distance 
moyenne  du  Soleil,  la  vitesse  Y  en  parties  de  sa  vitesse  moyenne  et  la 
masse  M  en  parties  de  sa  masse;  alors  la  formule 

Sn'  X  V' 
M 

donnera  le  paramètre  cherché  en  parties  de  la  même  distance  moyenne. 
Pour  avoir  les  autres  éléments  de  l'orbite,  on  fera,  suivant  la  Proposi- 
V.  7^ 
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tion  XVII  du  même  Livre,  Tangle  RPH  égal  au  compléinent  à  deux  droits 
de  Tangle  RPS,  et  Ton  aura  ainsi  la  position  de  la  ligne  PH  qui  passera 
par  Tautre  foyer  H.  Pour  déterminer  la  longueur  PH,  on  tirera  SK  per- 
pendiculaire à  PH,  et,  nommant  L  le  paramètre  déjk  connu,  on  fera  cette 

proportion 

SP  -h  PH  :  PH = 2  8P  -h  2  KP  :  L . 

Ainsi  PH  sera  donnée  tant  de  longueur  que  de  position,  et  la  section  co- 
nique sera  par  Ik  entièrement  déterminée. 

4.  Telle  est  la  construction  donnée  par  Newton;  on  peut  la  simplifier 
un  peu  en  considérant  que  Tangle  SPN  est  égal  à  l'angle  RPH,  puisqu'ils 
sont  l'un  et  l'autre  compléments  de  l'angle  SPR  k  deux  droits,  que  par 
conséquent,  si  l'on  mène  la  perpendiculaire  VPF  k  la  droite  NPR,  elle  di- 
visera en  deux  parties  égales  l'angle  SPH,  ainsi  que  la  droite  S6  tirée  du 
point  S  parallèlement  à  la  droite  NPR  et  terminée  à  la  ligne  PH;  d'où  il 
est  aisé  de  conclure  que  SF  sera  égale  k  PN,  S6  égale  k  aPN,  P6  égaie 
à  PS;  donc 


SG      ou    4PN  =SK  -hKG  =SK  -4-P8-*PK 

==  Sk' -h  PK*  -  aPS  X  PK -4- PS  '  =  2rë' -  2 PS  X  PK  ; 


donc 


et 


PSXPK=PS'-2PN*, 


PSx(PS-4-PK)  =  2PS  -2PN  =2SN  . 


Substituant  donc  dans  la  proportion  donnée  par  Newton  pour  SPh-  KP 


sa  valeur  -ko-»  elle  deviendra 


PS 


SP-hPH:PH  =  i^:L; 


d'où  Ton  tire 


L=.JSNXPH      ^.g- 


4SIN    XPH  ,51^7'/  »  1         \ 

(SP-(-PH)XSP~**"    \SP  ~  SP  -f-  PHJ  ' 
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et  de  là  on  aura  directement 


SP  -+-  PH  ""  SP 


4SN' 


ce  qui  donne  le  grand  axe  SP+PH,  ainsi  que  la  longueur  de  PH  en  quan- 
tités connues. 

5.  On  peut  au  reste  déterminer  la  position  de  l'autre  foyer  H  d'une 
manière  plus  directe,  que  nous  donnerons  ici,  parce  qu'elle  nous  sera 
utile  pour  notre  objet.  Elle  consiste  à  trouver  la  valeur  de  la  ligne  HI 
[fig.  2),  menée  du  foyer  H  perpendiculairement  au  rayon  SP,  ainsi  que 
la  valeur  de  la  partie  SI  de  ce  rayon. 


Pour  cela  on  considérera  que,  puisque  HI  est  perpendiculaire  sur  SP, 

comme  SK  est  perpendiculaire  sur  PH  dans  \^fig'  i,  la  proportion  de 

Newton 

SP  -4-  PH  :  PH=:2SP  -4-  2KP  :  L, 

étant  transportée  à  la^?^.  2,  deviendra 


mais 


donc 


SP  -h  PH  :  PS = 2  PH  -h  2  PI  :  L  ; 


PI  =  PS -SI; 


PS  -+-  PH  :  PS=2(PS  -4-  PH  -  SI)  :  L, 


d'où  l'on  tire  aisément 


SI 
PS-f-PH 


2PS 


72, 
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Maintenant,  si  E  est  le  point  où  la  droite  PF  qui  coupe  Tangle  SPH 

en  deux  parties  égales  rencontre  la  droite  IH,  on  aura  par  la  propriété 

connue 

P1:IE=PH:EH  =  PI-^PH:IH; 

mais  PE  étant  perpendiculaire  à  PH,  le  triangle  IPE  sera  semblable  au 
triangle  NSP,  et  Ton  aura 

PI:1E=SN:NP; 

d'ailleurs  par  la  proportion  donnée  plus  haut  on  a 

(SP  +  PHIXL. 
ri-t-rn—  ^pg 

I 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


d'où  l'on  tire 


2  I^ 


IH  NP  X  L 


PS-^PH""2PSXSN 


Or  la  valeur  du  grand  axe  PS-f-PH  est  déjà  connue  par  TexpressioD 
trouvée  dans  le  n^  5;  donc  on  aura  aussi  les  lignes  SI,  IH  en  quantités 
toutes  connues. 

6.  Considérons  maintenant  Teflet  des  forces  perturbatrices. 

D'abord,  quelles  que  soient  ces  forces  dans  le  lieu  P,  on  peut  les  ré- 
duire par  la  décomposition  à  trois,  dont  l'une  agisse  dans  la  direction  de 
la  tangente  Pl\,  l'autre  agisse  dans  la  direction  PV  perpendiculaire  à  la 
tangente  dans  le  plan  SPR  qui  passe  par  celte  tangente  et  par  le  foyer  S, 
et  la  troisième  agisse  perpendiculairement  à  ce  plan. 

Il  est  clair  que  la  première  de  ces  forces  n'aura  d'effet  que  sur  la  vi- 
tesse du  corps,  que  la  seconde  et  la  troisième  n'en  auront  que  sur  sa  di- 
rection, et  en  particulier  la  seconde  y  produira  une  déviation  dans  le  plan 
de  la  tangente  et  du  foyer,  et  la  troisième  y  produira  une  déviation  per- 
pendiculaire au  même  plan.  Or,  ce  plan  étant  celui  de  l'orbite  que  le 
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corps  décrirait  sans  les  forces  perturbatrices,  il  s'ensuit  que  la  troisième 
des  forces  dont  il  s'agit  ne  fera  que  changer  la  position  de  Torbite,  tan- 
dis que  les  deux  premières  en  changeront  la  figure  même.  D'où  l'on  peut 
conclure  qu'il  est  permis  de  considérer  séparément  l'effet  de  ces  deux 
forces  réunies  et  celui  de  la  troisième  force;  l'un  consistera  à  faire  varier 
le  paramètre,  l'excentricité  et  la  position  de  l'aphélie;  l'autre  se  réduira 
à  faire  varier  l'inclinaison  et  la  ligne  des  nœuds  par  rapport  à  un  plan 
fixe.  Newton  a  donné  dans  la  Proposition  XXXI  du  troisième  Livre  et 
dans  les  suivantes  la  méthode  de  déterminer  ces  dernières  variations  re- 
lativement à  la  Lune  ;  cette  méthode  est  générale  et  s'applique  facilement 
aux  Planètes;  elle  contient  de  plus  les  principes  nécessaires  pour  la  dé- 
termination des  autres  variations  que  Newton  n'a  point  examinées  et  qui 
font  l'objet  de  ces  recherches.  C'est  ce  que  nous  allons  développer,  pour 
remplir  autant  qu'il  est  possible  le  plan,  que  nous  nous  sommes  proposé, 
de  faire  naître  des  Théories  données  par  Newton  celles  qui  manquent  en- 
core à  son  Ouvrage. 

7.  Supposons  que  la  force  perturbatrice  suivant  la  tangente  PR  [fig.  i, 
page  568)  soit  à  la  force  centripète  en  P  comme/à  i ,  et  que  la  force  per- 
turbatrice suivant  la  perpendiculaire  PY  a  la  tangente  soit  à  la  même  force 
centripète  comme  g*  à  i  ;  comme  ces  forces  sont  toutes  de  la  même  nature 
et  que  RQ  est  l'espace  que  la  force  centripète  fait  décrire  d'un  mouve- 
ment accéléré  dans  le  temps  que  le  corps  avec  la  vitesse  qu'il  a  en  P  dé- 
crirait uniformément  la  ligne  PR,  il  s'ensuit  que/  x  RQ  et  ^  x  RQ  se- 
ront aussi  les  espaces  que  les  forces  perturbatrices  feront  décrire  dans  le 
même  temps  d'un  mouvement  accéléré  dans  les  directions  PR  et  PV.  Mais 
on  peut  supposer  que  les  vitesses  imprimées  par  ces  forces  durant  ce 
temps  soient  imprimées  dans  le  premier  instant;  alors  les  espaces  décrits 
en  vertu  de  ces  vitesses  seront  doubles,  comme  l'on  sait  par  la  Théorie 
de  Galilée,  et  le  corps,  au  lieu  de  décrire  uniformément  la  ligne  PR,  dé- 
crira uniformément  dans  le  même  temps  la  ligne  P/,  telle  que 

P/  =  PR-+-2/xRQ    et    Rr=2gxRQ, 
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en  supposant  la  petite  ligne  Rr  perpendiculaire  à  PR.  De  sorte  que  la 
tangente  NPR  sera  transportée  en  n?r,  et  la  perpendiculaire  SN,  deve- 
nant S/i,  sera  diminuée  de  la  partie  Nm  =  — pg — '  à  cause  des  triangles 

« 

semblables  RPr  et  NP/w. 

D'où  il  suit  que,  pour  tenir  compte  des  forces  perturbatrices  dont  il 
s*agit,  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  la  construction  donnée  dans  le  n^  3, 

PR-f-2/xRQ 
à  la  place  de  PR,  et 


^^""  PR 


à  la  place  de  SN. 


8.  Donc,  en  premier  lieu,  le  paramètre  L  de  la  section  conique,  qu'on 

2  2 

a  trouvé  (3)  égal  à  -z=i »  deviendra  par  l'effet  des  forces  pertur- 

PS  xQR 
batrices 

(SN-M><P^)'(PR-H./XRQ)' 

Ps'  X  QB 

par  conséquent  Tincrément  du  paramètre  sera 

(sN-^gxP^X^Q)'(PR-Ha/xRQ)'-SN'xPR' 

Ps'xQR 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  du  numérateur  et  faisant  attention 
que  la  flèche  QR  est  infiniment  plus  petite  que  la  tangente  PR, 

Sn'  X  4/x  PR  X  RQ  -  PR  X  4gX  SN  X  PN  X  RQ 

Ps'  X  QR 

ce  qui  se  réduit  à 

(  4/xSN-4gxPN   X  SN  X  PK 

ps' 
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Ainsi  le  paramètre,  qui  sans  les  forces  perturbatrices  serait  L,  deviendra 
par  Faction  de  ces  forces 

I  ^4(/xSN-grxPN)xSNxPR 

PS 

9.  On  peut  déterminer  de  même  la  variation  du  grand  axe.  Car,  comme 
dans  Tellipse  cet  axe  est  toujours  égal  à  la  somme  des  distances  aux  foyers 
SP-+-  PH,  si  on  le  nomme  A,  on  aura,  par  la  formule  du  n®  4, 

A  ""SP 


4SN 

Or  la  distance  SP  étant  donnée  demeure  la  même;  mais  les  quantités 
L  et  SN  deviennent  par  Faction  des  forces  perturbatrices  (5  et  6) 

I        4(/X  SN  --  gx  PN)  X  SN  X  PR       ^^       agxPNxRQ 

PS  ^^ 

donc  le  terme  -^rrr^  de  Téquation  précédente  deviendra 

4SN 

-       4(/xSN-gxPN)xSNxPR 

PS 


4(sN 


2tgxPNxRQ"        "     ' 
PR 


c'est-k-dire,  en  développant  les  termes  et  négligeant  ce  qu'on  doit  négli- 
ger à  cause  de  la  quantité  PR  infiniment  petite  et  de  la  RQ  infiniment 
plus  petite  que  PR, 


/XPR       gxPNxPR       Lg^xPNxRQ 


4SN  PS  PS  xSN  SN   xPR 


Mais  (6) 


■i 


donc 


SN  XPR 
PS  xRQ 


LxRQ  =  ?5C^ 

PS 


^ 
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substituant  cette  valeur  dans  le  dernier  terme  de  l'expression  précédente. 

ce  terme  détruira  le  précédent,  et  elle  se  réduira  à  -z=t  ■+•     » — »  àt 

4SN  PS 

sorte  que  '^il^     sera  l'incrément  de  la  quantité  -=t9  par  conséquent 

PS  48N 

'^ ,     sera  le  décrément  de  j-j  puisque  le  terme  ^  demeure  inTariable. 

Ainsi  la  quantité  4-  deviendra  ^  —  ^ ,    %  et  par  conséquent  la 

quantité  A  deviendra 

.       /XPR'     *"'*"^"     /XAXPR* 

^  PS  PS 

c'est-k-dire,  à  cause  de  PR  infiniment  petite, 

.  ^/xA'xPR 

A  -+- j         — « 

PS 

D'où  il  s'ensuit  que  le  grand  axe  de  TorbitCt  qui  sans  les  forces  pertm^ 
batrices  serait  A»  sera  augmenté  par  Faction  de  ces  forces  de  la  quan- 

..,,  ^  ^  A»xPR 
tité/x     , — 

PS 

10.  Voyons  maintenant  les  changements  que  cette  même  action  doit 
produire  dans  rexcentricité  de  l'orbite  et  dans  la  position  même  du 
grand  axe. 

Il  est  clair  que  tout  se  réduit  à  déterminer  ceux  qui  en  résultent  dans 
le  lieu  du  second  foyer  H. 

D'abord ,  puisque  le  grand  axe  A ,  dont  nous  venons  de  déterminer 

la  variation,  est  égal  a  la  somme  des  deux  rayons  PS  et  PH,  et  que  le 

rayon  PS  est  constant,  les  points  S  et  P  étant  censés  donnés,  il  s'ensuit 

que  la  variation  de  A  sera  aussi  celle  de  la  ligne  PH;  par  conséquent 

cette  ligne  recevra  par  l'action  des  forces  perturbatrices  une  augmenta- 

A'x  PR 
tion  exprimée  par  la  quantité /x  — un — 

PS 
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Ensuite,  comme  l'angle  SPH  est  toujours  le  complément  à  deux  droits 
du  double  de  l'angle  NPS  fait  par  le  rayon  et  la  tangente,  le  premier  de 
ces  angles  augmentera  d'une  quantité  double  de  celle  dont  le  second  sera 
diminué. 

Or,  la  tangente  NP  étant  transportée  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices en  /iP,  en  sorte  que  la  perpendiculaire  SN  devient  (7) 

S/i  =  SN  -  9.g  — ^ — , 

il  est  clair  que  l'angle  NPS  se  trouvera  diminué  de  l'angle 

_  Nm__  NS-/iS_        RQ 
^^^'^  "  PN  ""       PN       ~  ""^  PR  ' 

donc,  puisque  (3) 


RQ  _  SN   xPR 
^^^        LxPS'  ' 

l'incrément  de  l'angle  SPH  sera  exprimé  par 

,   ^sn'xpr 

4grx =zô-- 

LxPS 

11.  Ainsi,  dans  le  triangle  SPH,  le  côté  SP  étant  constant,  le  côté  PH 

A*  X  PR                                                                  SN  X  PR 
augmentant  de/x     ^    ^  et  l'angle  SPH  augmentant  de  ^gx ^=^^9 

PS  LxPS 

il  s'agira  de  déterminer  les  variations  du  côté  SH  et  de  l'angle  PSH;  l'une 
sera  la  variation  de  l'excentricité  et  l'autre  celle  du  lieu  de  l'aphélie. 

Comme  ces  variations  sont  infiniment  petites  à  cause  de  la  PR  sup- 
posée infiniment  petite,  on  pourra  les  considérer  chacune  à  part,  et  la 
somme  des  variations  partielles  sera  la  variation  totale. 

Ainsi  : 

I**  Ayant  {/ig.  3)  pris  dans  le  prolongement  de  PH  la  partie  infini- 

A^X  PR 

ment  petite  Eh  =/x     , — ?  et  mené  la  SA,  ainsi  que  la  H/  perpen- 

V.  73 
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dieulaire  sur  SH,  on  aura  Ih  pour  l'incrément  de  SH»  et  ASH  pour  celui 
de  l'angle  PSH  en  vertu  de  Tincrément  AH  du  côté  PH. 

Fig.  3. 


s     L 


Ayant  abaissé  la  perpendiculaire  PL  sur  le  côté  SH,  les  triangles  sem- 
blables AH/  et  PHL  donneront 


,.      LHxAH 


^^  =       PH      '^ 


/H         /H 

et,  comme  ôï  ^^  gg  ^^^  '^  mesure  de  l'angle  infiniment  petit  ASH,  cet 

angle  sera  exprimé  par 

PLxAH 

SHxPH 


Donc  l'incrément  de  SH  sera 


/x 


A»  X  LH  X  PR 
PHxPS' 


et  celui  de  l'angle  PSH  sera 


/x 


A'XPLxPR 
SHxPHxPS 


2®  Ayant  tiré  la  ligne  PA  égale  a  la  PH  [fig.  4)»  et  faisant  avec  elle 

SN  yc  PR 
l'angle  infiniment  petit  HPA  =  45' =r»  1^^  'igné  SA  sera  ce  que 

LxPS 

devient  la  SH  par  la  variation  de  l'angle  SPH.  Si  donc  on  abaisse  la  per- 

iH 

pendiculaire  VLi  sur  SH,  on  aura  ih  pour  Tincrément  de  SH  et  gg  pour  le 
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décrément  de  l'angle  PSH.  Or,  ayant  joint  la  HA  et  abaissé  la  perpendicu- 


Fig.  4. 


s      L 


laire  PL  sur  la  base  SH,  on  a  le  triangle  infiniment  petit  AHi  semblable  au 
triangle  PHL;  par  conséquent 


..       PLxHA        .„       LHxHA 


PH 


PH 


Mais,  pn-  étant  la  mesure  de  Tangle  HPA,  on  aura 


HA=:4grx 


SN  X  PH  X  PR 
LxPs' 


Donc  l'incrément  de  SH  sera  exprimé  par 


,        SN  xPLxPR 
LXPS 


et  le  décrément  de  Tangle  PSH  le  sera  par 


.    ^SN  xLHxPR 
LxPS  XSH 


k  **    •         4sn'        ,      (SPh-ph)xsp,.  ,    ,  p, 

ou  bien,  en  mettant  pour  -^-y—  sa  valeur  ^ m     —  ^***^^  "^  '  ^M"^- 


PH 


A  X  PS 

tion  du  n®4,  c'est-à-dire  (7)  — 00— »  on  aura 


AxPLxPR 
^^      PflxPS 


73. 
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pour  rincrément  de  SH,  et 

AxLHxPR    • 


ffX 


SH  X  PH  X  PS 


pour  le  décrément  de  Fangle  PSH. 

De  sorte  que»  réunissant  les  incréments  et  les  décréments  des  mêmes 
quantités  dus  aux  variations  de  PH  et  de  Fangle  PSH,  on  aura  enfin  pour 
rincrément  total  de  la  ligne  SH 

A^xLHxPR  _  A  X  PL  X  PR 

^  PHXPS'      ^  PHX^     ' 

et  pour  celui  de  Fangle  PSH 

^      A'xPLxPR   _  A  X  LH X  PR 

•^      SHXPHXPÎ'      ^""SHXPHXPS 

La  première  de  ces  deux  quantités  représentera  la  variation  du  double 
de  Féxcentricité  CS  [fig.  i  »  page  568) ,  et  la  seconde  exprimera  celle  du 
lieu  de  Faphélie  D. 

12.  La  manière  dont  nous  venons  de  déterminer  ces  variations  est 
celle  qui  se  présente  naturellement  d*après  la  construction  donnée  par 
Newton  ;  mais  on  y  peut  parvenir  plus  facilement  par  les  formules  que 
nous  avons  trouvées  dans  le  n**  5. 

Ces  formules  sont,  en  mettant  A  pour  PS  -+-  PH  [fig.  2,  page  Syi  ), 

SI_ L^      !ii_JL      ^ 

A  ""'      2PS'      A  ""  aPS^SN" 

Ainsi  : 

SI 

I®  Gomme  PS  est  censée  constante,  l'incrément  de  y  sera  égal  à 

PS  '  ^^  représentant  par  /  Fincrément  de  L;  mais  cet  incrément  a  été 

trouvé  dans  le  n^  8  de 

4(/xSN-g'XPN)  X  SN  X  PR. 

PS 
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donc,  substituant  cette  quantité  pour  /,  on  aura  l'incrément  de  -^  égal  à 

2(/x  SN  -  gx  PN)  X  SN  X  PR 

ps' 

2®  L*incrément  de  -^  sera  exprimé  par 

NP         /  L    rnm       NPX(-Nm) 


tnm       NPX(— Nm)"! 
SN  SN^  J 


SN  ""2PS   •    2PS    SN 

puisque  nm  et  —  Nm  sînt  les  incréments  des  lignes  NP,  SN  {^g.  i , 

page  568);  je  donne  a  N/w  le  signe  —,  parce  que  c'est  la  quantité  dont 

SN  diminue,  au  lieu  d'augmenter,  par  le  changement  de  position  de  la 

tangente  NR.  Or  il  est  clair  que  les  triangles  semblables  NPm  et  nSm 

donnent 

NP:NS=Nm:nm, 

et  par  conséquent 

NSxNm 
nm=: 


NP 


de  plus  on  a  trouvé  dans  le  u?  7 


^  PNxRr       -j  ^-,^ 

— PR — '     Rr=2g^xRQ; 


d'ailleurs,  puisque 


on  aura 


,      SN  xPR 
PS  XQR 


LxPS 


Ainsi  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  l'incrément  dont  il  s'agit  se  ré- 
duira d'abord  à 

L 


^V^'*"^)''^ 


^,  _    ,     .  /Il, 
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ou  bien,  à  cause  de  SN  -+-  NP  =  SP  ,  à 


LxPSxNm 
aNPxSN* 


et,  mettant  pour  Nm  sa  valeur 


a 


affXPNxRQ             ..          îfi-XSN  XPNXPR 
^ -=■»     ou  bien      -2 r=ï > 

*^*  LxPS 

elle  deviendra 

gxPR  , 

PS 

A  regard  de  la  première  partie  de  la  même  valeur,  il  n'y  a  qu'à  y  sub- 
stituer la  valeur  de  /  déjà  trouvée,  ce  qui  la  change  en 

2(/x  SN  —  g  X  NP)  X  NP  X  PR 

PS* 

IH 

Donc  la  valeur  totale  de  l'incrément  de  -r-  sera 

A 

p(/xSN-^^XPN)xPN  _^  Q  1      ^^, 


et  cette  expression,  à  cause  de  PS  =  SN_-h  NP  ,  peut  encore  se  chan- 
ger en  celle-ci 

PR 

r  (/  X  SN  ~  gr  X  PN  )  X  PN  +  (/  X  PN  4-  g^  X  SN  )  X  SN  ]  ^^  . 

PS 

13.  Si  Ton  voulait  comparer  ces  formules  avec  celles  qu'on  a  trou- 
vées dans  le  numéro  précédent,  et  en  montrer  l'accord,  on  y  parvien- 
drait facilement  en  employant  le  calcul  algébrique. 

Soit  rie  rayon  SP,  E  la  distance  des  foyers  SH,  cp  l'angle  PSH,  6  l'an- 
gle PHS  et  ds  le  petit  espace  parcouru  PR;  il  est  aisé  de  traduire  les  foi- 
mules  du  n®  11  en  celles-ci,  dans  lesquelles  j'emploie  la  caractéristique  $ 
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pour  représenter  les  incréments  relatifs  aux  variations  des  éléments  de 
Torbite, 

Ces  formules  donnent  directement  les  transformées  suivantes 

*/-p   .      N       ^A'sinfo-h  0)rf5         Acos(9-i- 0)rf5 
d(Esm9)=/ ix^ i- g '-^ '—, 

J^/•c          X      ^A»cos(9-+-0)d*         Asin(9-i-0)rf5 
d(Ecos9)=:=/ '-^^ ^ hg^ '-^ ^ 


Mais  la  somme  des  angles  9  et  9  étant  le  complément  à  deux  droits  de 
l'angle  SPH,  si  Ton  nomme  ce  dernier  angle  ^,  on  a 

sin(9  -h  Q)z=z  sïïï^f     cos(9  -^  0)  =  —  cos^; 

par  conséquent  on  aura 

js/i:»   •      N       ^A'sinv|;c/f   ,      Acos^^rf* 

ô(Esm9)  =f -p^ \-g j^, 

»  -,  ,  ^A*cos  +  rfs         Xsin^ ds 

a(Ecos9)  =  -/ JT^^—^S r 

Or  on  a  trouvé  dans  le  n*'  9 

A'ds 


ainsi  l'on  aura 


r     ' 


. /Esin9\  _  ^ksin^ ds         cosv|;&  __  ^Esin 


(^ds 

—  > 


sin4^(/5      ^Ecos9c/5  ' 


.  /E cos9\  _  _  ^Xcos'^ ds         sin^ ds  ^  ^ 


Si  maintenant  on  nomme  R  le  rayon  PH,  on  aura,  par  la  propriété  connue, 

A  =  rH-R, 
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et  l'oD  pourra  mettre  les  équations  précédentes  sous  la  forme 

.  /EsinyX  _  /sin^; -f-gcos^;   ,  _  ^Esiny  —  Rsin^p  ^ 

>  /Ecosy\  __  _^  /cos^;  — ysinv|;   .  _  ^Ecosy-t- Rcosi^  . 
\     A      /  "~  r  •'  r* 

Or  dans  le  triangle  PSH  on  a  évidemment 

Esiny  — Rsini|/  =  o,    Ecosf  +  Rcosi|/  =  r; 

donc 

^  /Esiny\  _  /sinit/-hgcosit/  ^^ 

^  /Ecosy\  __  _  /(i-f-cos^;)  — gsinv|;  , 

Enfin  on  sait  que  Tangle  ^  ou  SPH  est  le  complément  a  deux  droits  du 
double  de  Tangle  NPS;  de  sorte  qu'en  nommant  a>  ce  dernier  angle,  on 

aura 

sln^'  =  sin2C(i)  =  asino)  coso),    cos^^  =  —  cosso)  =  sin'o)  —  cos^o), 

1  +  cos<{^  =  2sin*C(i); 

par  ces  substitutions»  les  équations  trouvées  en  dernier  lieu  deviendront 

■ 

./EsinyX a/sinoj  coso)  -♦-  g(sin*oj  ~  cos*6>)   . 

^/E^cosy^  _       2/sin*û)  —  2g'sin&)C0SGt)  , 
^[—JT')-  r  ^*' 

OU  bien 

^/EsinqpX       /sinw  —  a^cosû)  ,       /cosw -h  firsinw    .        , 


• 
/Ecosy\  _  _^ 


^iEcosy\              /sinw  —  fi^cosû)   .        , 
dl  — r— ^1  =  —  1' ^ sinwrf*. 


Il  est  visible  qu'on  a  dans  hjîg.  2,  page  571, 

SN  PN 

IH  =  Esiny,     SI=£cosy,     ^p=sin(w,     -^^coso); 

ainsi  les  formules  précédentes  sont  identiques  avec  celles  du  n*  12. 
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14.  On  peut  au  reste  mettre  ces  formules  sous  une  forme  plus  simple, 
en  réduisant  les  forces  perturbatrices  à  la  direction  du  rayon  et  à  la  per- 
pendiculaire à  ce  rayon. 

Supposons  donc  ces  forces  réduites  a  deux,  Tune  suivant  PX  et  l'autre 
suivant  PT  {^g.  i,  page  568);  que  la  première  soit  à  la  force  centripète 
en  p  comme  p  à  i,  et  que  la  seconde  soit  à  la  même  force  centripète 
comme  t?  à  i,  il  est  aisé  de  prouver  par  les  Théorèmes  connus  sur» la 
composition  et  la  décomposition  des  forces,  que  les  deux  forces  suivant 
PR  et  suivant  PV  (7),  étant  réduites  aux  directions  PX  et  PT,  donneront 

p  =/cosû) -I- g^sinw,    in  =fs\n(à  —  gcoscù. 

De  plus  il  est  clair  que 

sin  (,)ds  =  PT,     cos  (ùds  =  TR, 

puisque  ds  =  ?R;  mais  PS  étant  égal  à  r,  TR  sera  dr,  et,  si  Ton  nomme 
dq  le  petit  angle  PSQ  décrit  autour  du  foyer  S,  on  aura  PT  =  rdq.  Par  le 
moven  de  ces  substitutions,  les  formules  ci-dessus  deviendront 

m 

15.  Puisque  dq  est  l'angle  élémentaire  décrit  .par  le  rayon  r,  q  sera 
l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  une  ligne  fixe;  soit  a  l'angle  que  le  grand 
axe  AD  fait  avec  la  même  ligne,  on  aura 

et,  supposant  » 

Esina  Ecosa 

on  aura 

Esino  EcosQ 

— —±-  =  mcosq  —  nsinq,       — r — -  =z  ncosq -h  msinq; 

et,  comme  la  caractéristique  $  ne  se  rapporte  qu'à  la  variatioix  des  élé- 
ments de^Tellipse  et  quUement  à  celle  de  Tangle  q  qui  est  censé  con- 
V.  74 
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Mant  relativement  à  ces  variations,  on  aura 

./Esin9\  ,  .       ^  ,/Ecos<p\  .  .       . 

0  I — -  — !- j  zzz  cosçow  —  siugon,      o  I  -  -v~     1  -  '  oos^o/i  -4-  sinqom^ 

d'où  Ton  tire 

.  ./Esinv\         .  ^/EcosoX 

àm  —  cosq  xàl-      -  -    -+-  smq  X o  (---:-      )  » 

.  ^/Eoosov         .  ^  /EsincpX 

dn  =cosqX.ol-    -^  ^  \  —  sin^xo  ( —     -    j  • 

Donc,  en  substituant  les  valeurs  du  numéro  précédent,  et  changeaul 
la  caractéristique  d  en  d,  puisque,  les  quantités  m  et  n  étant  maintenant 
regardées  comme  variables  en  même  temps  que  r  et  q,  leurs  variations 
sont  de  la  même  nature  que  les  difi'érences  de  celles-ci,  on  aura  ces  for- 
mules 

(tm--:.  -    - h  .pcobq  —  -y.xn  siii  q  ,aq, 

j              ^si\\q(fr  . 

un  =  — -^ psinq  -f-  .ixs  cosq  )  aq. 


lesquelles  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  dans  la  Théo- 
ne  des  variations  séculaires,  en  observant  que  dans  cette  Théorie  les 

(|uantités  -^-  et  -  -v~  représentent  les  forces  perturbatrices  suivant  PS 

et  suivant  TP  (Jig.  i,  page  568),  et  que  la  force  centripète  en  o  y  est 

supposée  —>  en  sorte  que  —  r-    .     et   —  r-.—  y  sont  ce  que  nous  avons 

désigné  par  o  et  v;, 

1().  Si  Ton  voulait  introduire  ces  quantités  p  et  zs  à  la  place  des  quan- 
tités/et g  dans  les  premières  formules  du  n""  11 ,  il  n'y  aurait  qu'à  tirer 
des  équations 

oz     /'cos'»  H- ^^sino),     w  :^y' sinr.)  —  g^cosc»), 

les  valeurs  de /et  g,  lesquelles  scîront 

et  les  substituer  dans  les  forniules  dont  il  s'agit. 
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Puisque 

sintù  dsz=  rdq^     coswrf*  —  rfr, 

on  aura 

fds=zpdr  -f-  nsrdq,     gds  —  prdq  —  larfr, 

et  Ton  aura  par  le  n?  13 

^E  _  \cos6(pdr-\-  jsrdq)       sin9[prdq  ~  isdr) 
A  '  r'  /•  ' 

E3y       A  sinô(pdr--hwrdq)  ___  cos9{prdq  —  n^dr, 
A  r'  r 

Mais  on  pourra  avoir  des  formules  plus  simples  à  quelques  égards,  en 
les  déduisant  immédiatement  de  celles  du  n^  14.  Car,  puisque 


./Esin9\         .       ,E        E 

0  (  — V-  - 1  —  sin  9  0  --  -*"  -jT  C0S9  09, 

./Ecos9\  .E        E    .       . 

0  ( — -j---  j  =  00890  Y  —  --  sni9  09, 


on  aura  sur-le-champ 


d--  =  sin9( H-  pdq\  —  2COS9  X  ujdq, 

E60                 (wdr  ,  \  , 

— --  i=z  COS9  I h  pdq\  H-  2Sin9  X  tnaq. 

Entin,  si  Ton  voulait  aussi  exprimer  par  des  formules  analytiques  les 
variations  du  paramètre  L  et  du  grand  axe  A,  on  aurait  par  les  n"^  8  et  9 

>i        /       ^         ..        k^ipdr-^wrdq) 
ôL  =  4gjp  dq,     oA  =  — ~ ^  • 


74. 
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SUR  U  MANIÈRE  DE  RECTIFIER 


DEUX  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON 


iu;laii1'> 


V  LA  PROPAGATION  DU  SON  ET  AU  MOUVEMENT  DES  ONDES. 


SUR  LA  MANIÈRE  DE  RECTIFIER 


DEIX  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON 


RKLAI  IFS 


K  LA  PROPAGATION   Dt  SOîN   ET  AL    MOLVEMEIST  DES  ONDES. 


[Noupcaiu:  Mémoires  de  r Aciuiémie  ravale  des  Sciences  et  Belles- ijettres 

de  Berlin,  année  1786.) 


Parmi  les  différentes  Théories  que  Newton  a  données  dans  le  fameux 
Ouvrage  des  Principes  mathématiques,  les  unes  sont  entièrement  rigou- 
reuses et  ont  toute  la  perfection  dont  elles  sont  susceptibles,  les  autres 
ne  sont  qu'approchées  et  laissent  plus  ou  moins  à  désirer  du  côté  de 
l'exactitude  et  de  la  généralité. 

A  la  première  cdasse  appartiennent  les  Propositions  sur  le  mouvcmcMil 
des  corps  isolés  et  regardés  comme  des  points,  c'est-à-dire  toutes  celles 
du  premier  Livre  et  une  partie  de  celles  du  second.  On  doit  rapporter  à 
la  seconde  classe  les  Propositions  qui  concernent  la  résistance  et  le  mou- 
vement des  fluides,  et  surtout  celles  qui  ont  pour  objet  l'explication  des 
phénomènes  des  marées,  de  la  précession  des  équinoxes  et  des  diffé- 
rentes inégalités  du  mouvement  de  la  Lune. 

Ce  n'est  pas  que  Newton  ne  se  montre  aussi  grand  dans  ces  sujets  que 
dans  les  autres;  on  peut  même  dire  que  son  génie  inventeur  y  brille  da- 
vantage. Mais,  comme  l'Analyse  et  la  Mécanique  de  son  temps  ne  pou- 
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valent  lui  suffire  pour  résoudre  des  questions  aussi  compliquées,  il  s'est 
vu  dans  la  nécessité  de  les  simplifier  par  des  hypothèses  et  des  limita- 
tions précaires;  et  il  n'est  parvenu  ainsi  qu'à  des  résultats  incomplets  et 
peu  exacts.  C'est  ce  qui  a  lieu  surtout  à  l'égard  des  Théories  de  la  propa- 
gation du  son  et  du  mouvement  des  ondes. 

A  mesure  que  ces  deux  sciences  ont  acquis  de  nouveaux  degrés  de 
perfection,  on  a  été  en  état  de  suppléer  plus  ou  moins  au  défaut  des 
Théories  que  Newton  avait  laissées  imparfaites;  et  les  sujets  du  Système 
du  monde,  comme  les  plus  importants,  ont  déjà  été  discutés  avec  tant 
de  soin  par  les  premiers  Géomètres  de  ce  siècle,  qu'il  parait  difficile  de 
pouvoir  ajouter  quelque  chose  à  leurs  travaux,  si  ce  n'est  peut-être  plus 
de  facilité  dans  les  procédés  et  de  simplicité  dans  les  résultats.  La  Théo- 
rie des  fluides  a  été  également  l'objet  de  leurs  recherches,  et,  s'ils  n'y 
ont  pas  fait  des  progrès  aussi  marqués,  on  doit  l'attribuer  uniquement 
aux  grandes  difficultés  dont  la  matière  est  hérissée.  Les  lois  générales 
du  mouvement  des  fluides  ont  été  découvertes  et  réduites  à  des  équations 
analytiques;  mais  ces  équations  sont  si  composées  par  la  nature  même 
(le  la  chose,  que  leur  résolution  complète  sera  peut-être  toujours  au- 
dessus  des  forces  de  l'Analyse;  et  il  n'y  a  guère  que  le  cas  des  mouve- 
ments infiniment  petits  qui  soit  susceptible  d'un  calcul  rigoureux. 

Heureusement  les  vibrations  des  particules  de  l'air  dans  la  production 
du  son,  et  celles  des  particules  de  l'eau  dans  la  formation  des  ondes  sont 
à  peu  près  dans  ce  cas;  et  par  conséquent  il  est  possible  de  déterminer 
les  lois  de  ces  vibrations  d'une  manière  plus  exacte  que  Newton  ne  l'a 
fait  dans  la  Section  VIII  du  second  Livre  des  Principes.  C'est  ce  que  j'ai 
déjà  fait  voir  ailleurs;  mais  je  me  propose  ici  de  faciliter  aux  Commen- 
tateurs les  moyens  d'éelaircir  et  de  corriger  cet  endroit,  qui  a  été  re- 
gardé jusqu'ixîi  comme  un  des  plus  obscurs  et  les  plus  difficiles  de  l'Ou- 
vrage de  Newton. 

Je  divise  ce  Mémoire  en  deux  Sections.  Dans  la  première,  j'examine 
la  Théorie  de  la  propagation  du  son,  telle  qu'elle  est  contenue  dans  les 
Propositions  XLVII  et  XLIX  du  second  Livre;  j'en  montre  l'insuffisance, 
et  j'y  donne  l'exaclitude  et  la  généralité  qui  y  manquent.  Dans  la  se- 
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conde,  je  fais  voir  comment  cette  même  Théorie  peut  s'appliquer  aussi 
au  mouvement  des  ondes. 


SECTION  PREMIÈRE. 


DE    LA    PROPAGATION    OU    SON. 


1.  Newton  considère  une  ligne  physique  d'air  ou  d'un  milieu  élas- 
tique quelconque  dont  l'élasticité  soit  en  raison  directe  de  la  densité; 
et  il  imagine  que  tous  les  points  physiques  de  cette  ligne  soient  ébranlés 
successivement  et  agités  par  des  mouvements  semblables,  en  sorte  qu'ils 
fassent  chacun  une  oscillation  entière,  composée  de  l'allée  et  du  retour. 
Il  suppose  ensuite  que  ces  oscillations  suivent  les  mêmes  lois  que  celles 
des  pendules  suspendus  entre  les  cycloïdes,  et,  comparant  la  force  accé- 
lératrice de  chaque  point  physique  du  milieu,  due  à  l'élasticité,  avec  la 
force  accélératrice  du  pendule  correspondant,  due  à  la  gravité,  il  con- 
clut de  l'égalité  de  ces  forces  que  la  supposition  est  légitime,  et  que  par 
conséquent  le  milieu  doit  être  en  effet  mû  de  la  sorte.  C'est  le  sujet  de  la 
Proposition  XLVII;  et  voici  comment  il  la  démontre. 

2.  Soient  B,  C  {fig*  i)  deux  points  physiques  de  la  ligne  AD,  tels  que 
le  point  C  ne  commence  à  s'ébranler  que  lorsque  B  a  fini  son  oscillation  ; 

Fig.  I. 

A  BEPGe9T  «fPC  i> 

-^ 1 H-+-H i    \   M h-HH H~ 

et  soient  E,  F,  G  trois  points  quelconques  intermédiaires,  et  placés  à 
des  distances  égales  EF,  FG  supposées  très-petites. 

Soient  maintenant  Ee,  F/,  Çtg  les  espaces  égaux  très-petits  dans  les- 
quels ces  points  vont  et  viennent  à  chaque  oscillation  par  un  mouvement 
réciproque,  et  6,  y,  7  les  lieux  quelconques  intermédiaires  de  ces  mêmes 
points;  de  manière  que  les  petites  lignes  physiques  EF,  FG,  ou  les  par- 
V.  75 
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lies  linéaires  du  milieu  qui  sont  entre  ces  points»  soient  transportées 
successivement  dans  les  lieux  eç,  <p7  et  ef.fg. 

Cela  posé,  soit  tirée  (dit  Newton)  PS  égale  à  la  ligne  Ee  {fig.:i)^  et 
soit  cette  ligne  PS  partagée  en  deux  parties  égales  au  point  0;  et,  du 


-s 


centre  0  et  de  l'intervalle  OP,  soit  décrit  le  cercle  SiPI.  Que  sa  circon- 
férence entière  et  ses  parties  représentent  le  temps  entier  d'une  vibration 
avec  ses  parties  proportionnelles;  en  sorte  que  le  temps  quelconque  PH 
ou  PHSA  étant  écoulé,  si  Ton  tire  HL  ou  A/ perpendiculaire  sur  PS,  el 
qu'on  prenne  Es  égale  à  PL  ou  k  P/,  le  point  physique  E  se  trouve  en  6. 
Suivant  cette  loi,  un  point  quelconque  E,  allant  de  E  par  6  a  6,  et  reve- 
nant ensuite  de  e  par  £  à  E,  achèvera  chacune  de  ses  vibrations  avec  les 
mêmes  degrés  d'accélération  et  de  retardation  que  le  pendule  qui  os- 
cille, par  la  Proposition  LU  du  Livre  premier;  par  conséquent  sa  vitesse 
sera  comme  l'ordonnée  HL,  et  sa  force  accélératrice  devra  être  comme 
l'abscisse  LO,  ou  comme  sa  distance  au  point  du  milieu  de  la  vibration. 
Ainsi  il  n'y  a  qu'à  voir  si  la  force  accélératrice  réelle  du  point  E  suit  en 
effet  cette  proportion. 

Dans  la  circonférence  PHSAP,  soient  pris  les  arcs  égaux  HI,  IK  ou  Ai, 
A:i  qui  aient  à  la  circonférence  entière  la  raison  que  les  droites  égales  EF, 
FG  ont  à  l'intervalle  entier  BC;  et  ayant  abaissé  les  perpendiculaires  IM, 
KN  ou  i/n,  kn,  parce  que  les  points  E,  F,  G  sont  successivement  agités  par 
des  mouvements  semblables  (hypothèse),  si  PH  ou  PHSA  représente  le 
temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement  du  point  E,  PI 
ou  PHSi  représentera  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  moii- 
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vement  du  point  F,  et  PK  ou  PHSii:,  le  temps  écoulé  depuis  le  commen- 
cement du  mouvement  du  point  G;  et  par  conséquent  Ee,  Fç,  G7  seront 
égaux  respectivement  à  PL,  PM,  PN,  ou  à  P/,  P/n,  Pn,  le  premier  dans 
l'allée  et  le  second  dans  le  retour  de  ces  points.  D'où  €7  ou  EG-f-GY^-Ee 
dans  l'allée  sera  égal  à  EG  — LN,  et  dans  le  retour  à  EG-h/n.  Mais  «7  est 
la  largeur  ou  l'expansion  de  la  partie  du  milieu  EG  dans  le  lieu  £7;  et  par 
conséquent  l'expansion  de  cette  partie  dans  l'allée  est  a  son  expansion 
moyenne  comme  EG  —  LN  à  EG;  et  dans  le  retour,  comme  EG -h  In  ou 
EG  +  LN  k  EG.  C'est  pourquoi,  LN  étant  k  KH  comme  IM  au  rayon  OP, 
el  KH  étant  à  EG  comme  la  circonférence  PHSAP  à  BC,  c'est-a-dire  (si 
Ton  prend  V  pour  le  rayon  du  cercle  dont  la  circonférence  est  égale  k 
l'intervalle  BC)  comme  OP  k  V;  par  conséquent  LN  étant  k  EG  comme 
IM  k  V,  l'expansion  de  la  partie  EG,  ou  du  point  physique  F,  dans  le 
lieu  £7,  est  k  l'expansion  moyenne  de  cette  partie  dans  son  premier 
lieu  EG  comme  V  —  IM  k  V  dans  l'allée,  et  comme  Vh-  im  k  V  dans  le 
retour.  D'où,  la  force  élastique  du  point  F  dans  le  lieu  £7  est  k  sa  force 

élastique  moyenne  dans  le  lieu  EG  comme  .^   k  y  dans  l'allée, 

mais  dans  le  retour  elle  est  comme  ^7 — ^  k  rrr*  Et  par  le  même  rai- 
sonnement  les  forces  élastiques  des  points  physiques  E  et  G  dans  l'allée 
sont  comme  v> — ht-  et  ^7 — ^ns  k  ^rî  et  la  différence  des  forces  k  la  force 

V  — HL        V— KN      V 

lit  1^1^ 

élastique  moyenne  du  milieu  comme  ya  -  v  x  HL  -  V  x  KN  4-  HL  x  KN 
k  y»  c'est-k-dire  comme  — ^^ —  k  y'  ^^  comme  HL  — KN  k  V,  en 

supposant  (k  cause  des  limites  étroites  dans  lesquelles  se  font  les  vibra- 
tions) HI  et  KN  indéfiniment  plus  petites  que  la  quantité  V. 

Comme  cette  quantité  V  est  donnée,  la  différence  des  forces  est  comme 
HL  — KN,  c'est-k-dire  (k  cause  des  proportionnelles  HL  — KN  k  HK, 
et  OM  k  01  ou  OP  et  des  données  HK  et  OP)  comme  OM;  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  si  F/ est  coupée  en  deux  également  k  fî,  comme  ilf.  Et 
par  le  même  raisonnement  la  différence  des  forces  élastiques  des  points 
physiques  e  et7  dans  le  retour  de  la  ligne  physique  €7  est  comme  tlf. 

7^. 
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Mais  cette  différence  (c'est-à-dire  l'excës  de  la  force  élastique  du  point  t 
sur  la  force  élastique  du  point  7)  est  la  force  par  laquelle  la  petite  ligne 
physique  67  du  milieu,  laquelle  est  entre  deux,  est  accélérée  dans  Tallée 
et  dans  le  retour;  et  par  conséquent  la  force  accélératrice  de  la  petite 
Hgne  physique  £7  est  comme  sa  distance  au  point  du  milieu  il  de  la 
vibration. 

Donc  le  temps  est  exprimé  exactement  par  Tare  PI  selon  la  Proposi- 
tion XXXVIII  du  Livre  premier;  et  la  partie  finéaire  £7  du  milieu  se 
mouvra  suivant  la  loi  prescrite,  c'est-à-dire  comme  les  pendules  oscil- 
lants. Il  en  est  de  même  de  toutes  les  parties  linéaires  dont  le  milieu 
entier  est  composé. 

3.  Dans  la  Proposition  XLIX,  Newton  détermine  ensuite  la  longueur 
du  pendule  simple,  dont  les  oscillations  répondent  à  celles  des  parti- 
cules du  milieu  élastique;  pour  cela  il  suppose  que  ce  milieu  soit  com- 
primé comme  notre  air  par  son  propre  poids,  et  que  Â  soit  la  hauteur 
du  milieu  homogène  dont  le  poids  est  égal  au  poids  comprimant,  et  dont 
la  densité  soit  la  même  que  celle  du  milieu  ;  et  il  trouve  que  le  temps  de 
l'oscillation  de  ce  pendule  est  à  celui  d'une  vibration  des  particules  du 
milieu  comme  A  à  V;  de  sorte  que,  puisque  les  longueurs  des  pendules 
sont  comme  les  carrés  des  durées  des  oscillations,  le  pendule  isochrone 

aux  particules  du  milieu  élastique  aura  pour  longueur  -^' 

Car,  dit-il,  les  constructions  de  la  Proposition  XL VII  étant  conservées, 
si  une  ligne  physique  quelconque  EF,  en  décrivant  à  chaque  vibration 
un  espace  PS,  est  pressée  dans  les  extrémités  P  et  S  de  son  allée  et  de 
son  retour  par  une  force  élastique  égale  à  son  poids,  elle  achèvera  cha- 
cune de  ses  vibrations  dans  le  temps  que  cette  même  ligne  pourrait 
osciller  dans  une  cycloide  dont  le  périmètre  serait  égal  à  toute  la  lon- 
gueur PS,  et  cela  parce  que  des  forces  égales  doivent  faire  parcourir 
dans  le  même  temps  à  des  corpuscules  égaux  des  espaces  égaux.  C'est 
pourquoi,  comme  les  temps  des  oscillations  sont  en  raison  sous-doublée 
de  la  longueur  des  pendules,  et  que  la  longueur  du  pendule  est  égale  à 
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ia  moitié  de  l'arc  de  la  cycloïde  entière,  le  temps  d'une  vibration  sera 
au  temps  de  l'oscillation  du  pendule,  dont  la  longueur  est  A,  en  raison 
sous-doublée  de  la  longueur  |PS,  ou  PO,  a  la  longueur  À.  Mais  la  force 
élastique  qui  presse  la  petite  ligne  physique  EG  lorsqu'elle  est  dans  les 
extrémités  P  et  S  était,  dans  la  démonstration  de  la  Proposition  XL VII, 
à  la  force  élastique  entière  comme  HL  — KN  à  V,  c'est-à-dire  (lorsque 
le  point  K  tombe  sur  P)  comme  HK  à  V;  et  cette  force  entière,  c'est- 
à-dire  le  poids  par  lequel  la  petite  ligne  EG  est  comprimée,  est  au  poids 
de  cette  petite  ligne  comme  la  hauteur  A  du  poids  comprimant  est  à  la 
longueur  EG  de  la  petite  ligne;  donc  la  force,  par  laquelle  la  petite 
ligne  EG  est  pressée  dans  les  lieux  P  et  S,  est  au  poids  de  cette  petite 
ligne  comme  HK  x  A  à  EG  x  V,  ou  comme  PO  x  A  à  V*;  car  HK  était 
à  EG  comme  PO  à  V.  Ainsi,  comme  les  temps  dans  lesquels  les  corps 
égaux  sont  poussés  dans  des  espaces  égaux  sont  réciproquement  en 
raison  sous-doublée  des  forces,  le  temps  d'une  vibration  produite  par  la 
pression  de  la  force  élastique  sera  au  temps  d'une  vibration  produite 
par  la  force  du  poids  en  raison  sous-doublée  de  V^  à  POx  A,  et  ce  temps 
est  par  conséquent  au  temps  de  l'oscillation  du  pendule  dont  la  longueur 
est  A  en  raison  sous-doublée  de  V^  à  PO  x  A  et  en  raison  sous-doublée 
de  PO  à  A  conjointement,  c'est-à-dire  dans  la  raison  entière  de  V  à  A. 

4.  Maintenant,  puisque  le  point  G  ne  doit  commencer  sa  vibration  que 
dans  le  moment  où  le  point  B  finira  la  sienne,  ce  qui  est  évident  par  la 
construction  générale  du  n®2,  suivant  laquelle,  si  la  circonférence  en- 
tière PHSAP  représente  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du 
mouvement  du  point  B,  l'arc  qui  représentera  le  temps  écoulé  depuis  le 
commencement  du  mouvement  du  point  C  sera  nul;  il  s'ensuit  que  dans 
le" temps  d'une  vibration  entière  le  mouvement  se  trouvera  propagé  de 
la  particule  B  à  la  particule  C,  par  l'espace  BC,  et  il  est  visible  par  la 
même  construction  que  cette  propagation  se  fait  d'une  manière  uni- 
forme. 

Donc  le  temps  de  la  propagation  par  BC  sera  à  celui  d'une  oscillation 
du  pendule  A,  comme  V  est  à  A,  c'est-à-dire  comme  BC  est  à  la  circon- 
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férence  du  cercle  dont  le  rayon  est  A;  donc  aussi,  dans  le  temps  d'une 
oscillation  du  pendule  A,  la  propagation  des  ébranlements  des  particules 
se  fera  par  un  espace  égal  à  la  circonférence  du  cercle  qui  aurait  la  lon- 
gueur A  pour  rayon;  mais  on  sait  par  la  Théorie  des  pendules  que  cette 
circonférence  est  égale  à  l'espace  qu'un  corps  pourrait  parcourir  unifor- 
mément pendant  une  oscillation  du  pendule  A,  en  se  mouvant  avec  une 
vitesse  égale  à  celle  qu'il  aurait  acquise  s'il  était  tombé  librement  de  la 
hauteur  j\.  Donc  cette  vitesse  sera  celle  de  la  propagation  des  ébranle- 
ments dans  le  milieu  élastique;  et  par  conséquent  ce  sera  la  vitesse  du 
son,  en  prenant  pour  A  la  hauteur  de  l'atmosphère  supposée  homogène. 

5.  Telle  est  la  Théorie  que  Newton  a  donnée  de  la  propagation  du  son. 
Théorie  que  les  uns  ont  regardée  comme  inintelligible,  que  d'autres  ont 
trouvée  contradictoire,  et  qui  dans  le  fond  n'est  défectueuse  que  parce 
qu'elle  est  trop  particulière,  mais  qui  renferme  en  même  temps  le  germe 
de  la  véritable  Théorie,  découverte  dans  ces  derniers  temps  par  le  moyen 
de  l'Analyse.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  avec  tout  le  détail  que  la 
difficulté  de  la  matière  exige. 

Et  d'abord  je  remarque  que  les  raisonnements  de  Newton  sont  exacts, 
et  que  si  les  particules  du  milieu  élastique  se  meuvent  dans  un  instant 
suivant  la  loi  qu'il  suppose,  elles  doivent  continuer  k  se  mouvoir  suivant 
cette  même  loi,  en  faisant  des  oscillations  analogues  à  celles  de  plusieurs 
pendules  égaux,  qu'on  aurait  mis  successivement  en  mouvement.  Mais  si 
sa  solution  est  bonne,  mathématiquement  parlant,  on  voit  aussi  qu'elle 
n'est  guère  applicable  à  la  nature;  car  comment  imaginer  que  les  ébran- 
lements imprimés  par  le  corps  sonore  aux  particules  de  Tair  suivent  tou- 
jours la  loi  dont  il  s'agit?  D'ailleurs  par  la  Théorie  des  pendules  il  est 
clair  que  les  oscillations  de  ces  particules  devraient  durer  toujours,  ou 
du  moins  jusqu'à  ce  que  des  obstacles  étrangers  les  détruisent;  et  même 
il  est  aisé  de  se  convaincre,  d'après  la  construction  générale  du  n*^  2,  que 
toutes  les  particules  de  la  ligne  physique  AD  prolongée  indéfiniment  de 
part  et  d'autre  devraient  être  en  mouvement  à  la  fois,  puisqu'on  peut  tou- 
jours prendre  dans  la  circonférence  d'un  cercle  des  arcs  de  telle  grandeur 
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que  Ton  veut.  Or  c'est  ce  qui  est  contraire  aux  phénomènes  connus  de  la 
production  et  de  la  propagation  du  son. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  pour  avoir  une  Théorie  conforme  à  Texpérience 
et  propre  à  expliquer  les  principales  propriétés  du  son,  on  ne  doit  pas 
supposer  que  la  courbe  PHSAP  soit  un  cercle,  ni  même  que  ce  soit  une 
autre  courbe  rentrante  quelconque;  au  contraire  il  faudrait  que  cette 
courbe  demeurât  indéterminée  et  arbitraire,  pour  pouvoir  représenter 
les  ébranlements  primitifs  de  la  ligne  sonore  et  fournir  une  solution  gé- 
nérale, quels  que  puissent  être  ces  ébranlements. 

6.  Il  s'agit  donc  de  voir  jusqu'à  quel  point  les  propositions  de  Newton 
peuvent  subsister,  abstraction  faite  de  la  nature  particulière  de  la  courbe 
PHSAP. 

Pour  cela  nous  supposerons  donc,  en  général,  avec  lui  que  les  points 
E,  F,  G  de  la  ligne  sonore  BC  parviennent  en  s,  <p,  7  au  bout  d'un  temps 
quelconque,  représenté  par  l'arc  PH  de  la  courbe  PH  {fig.  3),  en  sorte 


Fig.  3. 


qu'ayant  pris  dans  cet  arc  les  parties  égales  HI,  IK,  lesquelles  soient  dans 
une  raison  constante  avec  les  petites  lignes  égales  EF,  FG,  et  ayant  mené 
les  ordonnées  HL,  IM,  KN,  on  ait 


Ee  =  PL,     F9rr:PM,     Gyr^PN; 


on  aura  ainsi 


gy  -  EG  H-  Gy  -  Ee  =  EG  -+-  PN  —  PL  =  EG  -  NL; 

de  sorte  que  l'expansion  de  la  partie  EG  dans  le  lieu  ey  sera  à  son  expan- 
sion moyenne  comme  EG  —  NL  à  EG;  et  par  conséquent  la  force  élastique 
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du  point  F  ou  de  la  particule  EG  dans  le  lieu  ey  sera  à  sa  force  élastique 

moyenne  dans  le  lieu  EG  comme  ^.^  _.^,  à  ^5  puisque  l'élasticité  du 

milieu  est  supposée  en  raison  directe  de  la  densité. 

Par  le  même  raisonnement  (ayant  mené  encore  les  ordonnées  A/ et  kn 
qui  interceptent  les  arcs  HA,  A:K  égaux  à  Kl  et  IH)  les  forces  élastiques 
des  points  physiques  E,  G  seront  à  la  force  élastique  moyenne  comme 

Ef  —M/  ^^  pf  _, — M  ^  Eg'  ^^  '^  différence  des  forces  à  la  force  élastique 
moyenne  du  milieu  comme  z=i a  ^jt'î 

EG  -EGxM/-EGxnM-hM/XnM      ^^ 

c'est-à-dire  comme  — ^=1 —  \  =^77?  ou  comme  M/—  nM  à  EG,  en  suppo- 

'    EG  ^'^ 

sant  (à  cause  des  limites  étroites  dans  lesquelle  se  font  les  vibrations) 
M/  et  nM  indéfiniment  plus  petites  que  EG.  Puisque  la  quantité  EG  est 
donnée,  la  différence  des  forces  est  comme  M/  — nM;  or  cette  diffé- 
rence, c'est-à-dire  l'excès  de  la  force  élastique  du  point  €  sur  la  force 
élastique  du  point  7,  est  la  force  par  laquelle  la  particule  physique  £7  du 
milieu  est  accélérée;  donc  la  force  accélératrice  de  cette  particule,  ou 
du  point  physique  ç  du  milieu,  est  comme  M/  — nM.  Et  l'on  prouvera 
de  la  même  manière  que  la  force  accélératrice  du  point  e,  c'est-à-dire 
celle  du  point  E  dans  le  lieu  s,  sera  comme  L/w  —  NL,  ayant  mené  l'or- 
donnée im  qui  intercepte  la  portion  d'arc  At  =  HA. 

Mais,  par  l'hypothèse,  les  arcs  PH  représentent  les  temps  que  le  point  E 
emploie  à  décrire  les  espaces  E6  =  PL;  donc,  suivant  cette  hypothèse, 
ayant  pris  les  portions  d'arc  Hi,  KH,  égales  entre  elles  et  données,  les 
portions  de  l'axe  L/n,  NL  seront  comme  les  vitesses  dans  les  points  L 
et  N,  et  leur  différence  L/n— NL  sera  comme  l'accroissement  de  la  vitesse, 
et  par  conséquent  proportionnelle  à  la  force  accélératrice  qui  doit  agir 
enL.  Or  nous  venons  de  démontrer  que  la  force  accélératrice  provenant 
de  l'élasticité  du  milieu  est  effectivement  proportionnelle  à  Lm  — NL. 
Donc  l'hypothèse  est  légitime,  et  les  particules  E,  F,  G,...  peuvent  se 
mouvoir  suivant  la  loi  supposée. 

Comme  cette  démonstration  est  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe 
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PH,  on  voit  que  cette  courbe  demeure  arbitraire,  comme  nous  avons 
trouvé  que  cela  était  nécessaire  pour  la  bonté  et  la  généralité  de  la  solu- 
tion. Ainsi  la  Théorie  de  Newton,  présentée  de  cette  manière,  ne  laisse 
rien  à  désirer. 

7.  A  l'égard  de  la  vitesse  de  la  propagation,  ou  communication  du 
mouvement,  d'une  particule  à  l'autre  de  la  ligne  sonore,  il  est  clair  que 
puisqu'au  bout  du  temps  PH  le  point  E  a  décrit  Es  =  PL,  et  le  point  F  a 
décrit  Fy  =  PM,  ce  dernier  point,  dont  le  mouvement  est  représenté 
aussi,  en  général,  par  la  même  courbe  PH,  aura  décrit  un  espace  égal 
à  PL  au  bout  du  temps  PA;  par  conséquent  le  point  F  aura  après  le 
temps  HA  le  même  mouvement  que  le  point  E;  donc  pendant  ce  temps  le 
mouvement  se  propage  de  E  en  F  par  l'espace  EF,  et  la  vitesse  de  cette 
propagation  sera  exprimée  par  le  rapport  constant  de  EF  à  HA  ou  IH. 

8.  Pour  évaluer  cette  vitesse  on  se  rappellera  que  la  force,  par  la- 
quelle la  particule  physique  EG  est  mue  dans  le  lieu  r/,  est  a  la  force 
élastique  moyenne  du  milieu  comme  M/— nM  a  EG;  mais  cette  force 
élastique  est  égale  au  poids  comprimant,  et  ce  poids  est  à  celui  de  la 
particule  EG  comme  la  hauteur  A  de  l'atmosphère  supposée  homogène 
à  la  longueur  EG;  donc  la  force  motrice  de  la  particule  EG  en  £7  sera  au 
poids  de  cette  particule  en  raison  composée  de  MZ—nM  à  EG  et  de  A 


à  EG,  savoir  en  raison  de  (M/—  nM)  x  A  k  EG  ;  or  la  force  motrice,  di- 
visée par  la  masse  k  mouvoir,  donne  la  force  accélératrice,  et  si  l'on 
prend  la  force  de  la  gravité  pour  l'unité,  les  masses  sont  égales  aux 
poids;  donc  la  force  accélératrice  de  57,  ou  du  point  du  milieu  9,  sera 
exprimée  par 

(_M/_--nM)A, 
EG 

et  par  le  même  raisonnement  la  force  accélératrice  du  point  E  en  e  sera 
représentée  par 


Lm-NL)A  Lm-NL 

>      ou  par     — ::z=â —  X 


EG  KH 


(Kuy 


V.  7G 
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Mais,  par  les  principes  de  Mécaniquet  la  force  accélératrice  nécessaire 
pour  faire  décrire  les  espaces  PL  dans  les  temps  PH  est  exprimée  par  le 

rapport  de  la  différence  des  vitesses  -çp  —  ^^  à  l'élément  du  temps  Hi; 

donc,  puisque  KH  --  Hi,  cette  force  sera  exprimée  simplement  par 

Lm-NL 


KH 


1 — 1 


laquelle  devant  être  identique  à  celle  que  nous  venons  de  trouver,  il 
faudra  que  Ton  ait 

^_JXA=.; 

d'où  l'on  tire 

EG  EF        ,,- 

KH     ^"     iH=^^' 

c'est  l'expression  de  la  vitesse  du  son.  En  regardant  cette  vitesse  comme 
engendrée  par  l'action  constante  de  la  force  de  la  gravité  que  nous  avons 
supposée  égale  a  i ,  on  sait  que  son  carré  est  égal  au  double  de  la  hauteur 

nécessaire  pour  la  produire;  donc  —  sera  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  la 

propagation  du  son;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  Newton  a  trouvé  dans 
l'hypothèse  particulière  des  oscillations  de  l'air  analogues  a  celles  des 
pendules. 

On  voit  par  là  que  cette  vitesse  est  constante  et  indépendante  des 
ébranlements  primitifs  de  la  fibre  sonore;  ce  qui  est  parfaitement  d'ac- 
cord avec  l'expérience. 

9.  En  supposant  avec  la  plupart  des  Physiciens  l'air  85o  fois  plus  lé- 
ger ([ue  l'eau,  et  l'eau  i4  fois  plus  légère  que  le  mercure,  on  a  i  à  1 1900 
pour  le  rapport  entre  le  poids  spécifique  de  l'air  et  celui  du  mercure.  Or, 
prenant  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  de  28  pouces  de  France,  il 
vient  SSv'îsoo  pouces  ou  27766 1  pieds  pour  la  hauteur  A  d'une  colonne 
d'air  uniformément  dense  et  faisant  équilibre  à  la  colonne  de  mercure 
dans  le  baromètre.  Donc  la  vitesse  du  son  sera  due  à  un<^  hauteur  de 
i3883^  pieds,  et  sera  par  conséquent  de  91 5  pieds  par  second(\ 
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L'expérience  en  donne  environ  1088;  ce  qui  fait  une  différence  de  près 
d*un  sixième;  mais  celte  différence  ne  peut  être  attribuée  qu'à  l'incerti- 
tude des  résultats  fournis  par  l'expérience. 

Sur  quoi  voyez  un  Mémoire  de  M.  Lambert  dans  le  Recueil  de  cette 
Académie  pour  1768.  On  trouvera  au  reste  une  Théorie  générale  et  com- 
plète sur  la  propagation  du  son  dans  les  deux  premiers  volumes  des  Mé- 
moires de  la  Société  des  Sciences  de  Turin,  auxquels  je  me  contenterai  ici 
de  renvoyer  (*).  On  peut  voir  aussi  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour 
les  années  1759  et  1765. 


SECTION  SECONDE. 

DE    LA    PROPAGATION    DES    ONDES. 

1.  Newton  détermine  d'abord  dans  la  Proposition  XLIV  du  second 
Livre  le  mouvement  d'un  fluide  qui  balance  dans  un  siphon  ou  canal  très- 
étroit  et  qui  a  ses  deux  branches  verticales. 

Il  y  démontre  que  ce  mouvement  est  analogue  à  celui  d'un  pendule 
qui  oscille  entre  des  arcs  cycloïdes,  et  dont  la  longueur  serait  égale  à  la 
moitié  de  celle  de  la  colonne  de  fluide  contenue  dans  le  siphon.  Car,  dit-il, 
la  force,  par  laquelle  le  mouvement  de  l'eau  est  alternativement  accé- 
léré et  retardé,  est  l'excès  du  poids  de  l'eau  dans  l'une  ou  l'autre  branche  ; 
donc,  lorsque  l'eau  monte  dans  l'une  des  branches  au-dessus  du  niveau, 
et  qu'en  même  temps  elle  descend  d'autant  dans  l'autre,  cette  force  est 
double  du  poids  de  l'eau  qui  est  au-dessus  du  niveau,  et  est  par  consé- 
quent au  poids  de  toute  l'eau  comme  la  longueur  de  la  colonne  supérieure 
au  niveau,  à  la  moitié  de  la  longueur  de  la  colonne  entière  d'eau  contenue 
dans  le  tube. 

Mais  la  force,  par  laquelle  un  corps  est  accéléré  et  retardé  dans  la  cy- 
doide  à  un  lieu  quelconque,  est  à  son  poids  total  comme  l'arc  compris 
entre  ce  lieu  et  le  lieu  le  plus  bas  à  l'arc  entier  ou  à  la  demi-longueur 
de  la  cycloïde,  c'est-à-dire  à  la  longueur  du  pendule  oscillant.  Donc  les 

(*)  OEttvres  de  iMgranf^ey  t.  1.  p.  'ig. 
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forces  motrices  de  Teaa  et  du  pendule,  lorsqu'ils  parcourent  des  espaces 
égaux,  sont  comme  les  poids  à  mouvoir;  par  conséquent,  si  Teauetle 
pendule  sont  en  repos  dans  le  commencement,  ces  forces  les  feront  mou- 
voir également  dans  des  temps  égaux,  et  feront  que  par  un  mouvement 
réciproque  Teau  et  le  pendule  aillent  et  reviennent  dans  le  même  temps. 

2.  Cela  posé.  Newton  compare  dans  la  Proposition  XLVI  les  éléva- 
tions et  les  abaissements  alternatifs  de  Teau  dans  les  ondes  qui  se  for- 
ment à  la  surface  d'une  eau  stagnante  aux  oscillations  perpendiculaires 
de  l'eau  dans  un  siphon.  Car,  dit-il,  comme  le  mouvement  des  ondes  se 
fait  par  la  montée  et  la  descente  successive  de  l'eau,  en  sorte  que  les  par- 
ties qui  sont  les  plus  hautes  deviennent  ensuite  les  plus  basses,  et  que  la 
force  motrice  qui  fait  monter  les  parties  les  plus  basses  et  descendre  les 
plus  hautes  est  le  poids'  de  l'eau  élevée,  ces  montées  et  descentes  alter- 
natives seront  analogues  au  mouvement  d'oscillation  de  l'eau  dans  un 
siphon  dont  la  longueur  horizontale  serait  égale  aux  distances  entre  les 
lieux  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  des  ondes:  et  par  conséquent,  si  ces 
distances  sont  égales  au  double  de  la  longueur  du  pendule,  les  parties 
les  plus  hautes  deviendront  les  plus  basses  dans  le  temps  d'une  oscilla- 
tion, et  dans  le  temps  d*une  autre  oscillation  elles  deviendront  les  plus 
hautes.  Donc  il  y  aura  le  temps  de  deux  oscillations  entre  chacune  de 
ces  ondes;  de  sorte  que  chaque  onde  parcourra  sa  largeur  dans  le  temps 
que  le  pendule  emploiera  à  faire  deux  oscillations;  mais  dans  ce  même 
temps  un  pendule  dont  la  longueur  serait  quadruple,  et  qui  par  consé- 
quent serait  égale  à  la  largeur  des  ondes,  c'est-à-dire  à  l'espace  trans- 
versal qui  est  entre  leurs  moindres  ou  leurs  plus  grandes  élévations, 
ferait  une  oscillation;  donc,  dans  le  temps  d'une  oscillation  d'un  pen- 
dule égal  a  la  largeur  des  ondes,  elles  parcourront  en  avançant  un  espace 
égal  à  cette  largeur. 

3.  Cette  Théorie  est,  comme  l'on  voit,  susceptible  de  beaucoup  de 
dilHcultés,  dont  la  principale  est  que  Newton  n'y  lient  compte  que  du 
mouvement  vertical  de  l'eau  et  nullement  du  mouvement  horizontal,  qui 
doit  nécessairement  s'y  joindre,  puisque  l'eau  est  supposée  lii)re  de  se 
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Mttaiouvoir  en  tout  sens.  Cette  didlcuUé  parait  mêoie  n'avoir  pas  échappé 
^■f-il  Newton  ;  car,  dans  le  Corollaire  second  de  la  Proposition  citée,  il  re- 
^  «arque  que  cela  est  ainsi  dans  l'hypothèse  que  les  parties  de  l'eau  mon- 
■p  Itût  et  descendent  en  ligne  droite,  mais  que  ces  montées  et  descentes  se 
mm  font  plutôt  par  des  cercles,  et  qu'ainsi  par  cette  Proposition  le  temps 
B*e8t  déterminé  qu'à  peu  près.  Mais,  en  supposant  même  que  l'eau  se 
meuve  par  uo  arc  de  cercle  ou  d'une  autre  courbe  quelconque,  on  n'ap- 
**  procherait  pas  davantage  de  la  vérité;  car  la  comparaison  du  mouvement 
*  de  l'eau  dans  les  ondes  avec  les  oscillations  de  l'eau  dans  des  siphons  est 
'  purement  précaire,  et  ne  saurait  subsister  avec  les  lois  générales  du 
^  mouvement  des  fluides  dans  des  vases  ou  des  canaux, 
■  ' 

g,  ♦.  Il  serait  peut-être  impossible  d'établir  une  Théorie'  générale  et  ri- 
^.  goureuse  sur  les  ondes;  mais,  si  l'on  suppose  d'un  côté  que  les  éléva- 
tions et  les  abaissements  successifs  de  l'eau  au-dessus  et  au-dessous  de 
son  niveau  soient  infiniment  petits,  ce  qui  parait  conforme  à  l'expérience, 
et  que  de  l'autre  la  profondeur  du  canal  dans  lequel  les  ondes  se  forment 
et  se  propagent  soit  assez  petite,  on  peut  déterminer  les  mouvements 
de  l'eau  qui  les  produisent,  d'une  manière  approchée,  et  analogue  à  celle 
que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  mouvements  de  l'air  dans 
le  son. 

Car  soitlX  {fig.  4)  le  fond  horizontal  d'un  canal  ou  bassin  rempli  d'eau 
k  une  hauteur  très-petite,  AE  la  surface  supérieure  de  l'eau  en  repos  ou 


.    .    .      1 :.4_ ^^ 


sa  ligne  de  niveau,  et  ABCD  cette  surface  lorsque  l'eau  a  été  mise  en  mou- 
vement pav  quelque  cause  que  ce  soit.  Si  l'on  imagine  toute  la  masse  de 
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l'eau  stagnante  partagée  en  une  infinité  d'éléments  rectangulaires  égaut 
aEFb,  b¥Gd,...,  dont  les  hauteurs  aË,  6F,...  soient  verticales,  et  dont 
les  largeurs  EF,  FG,...  soient  infiniment  petites;  on  pourra  supposer 
sans  erreur  sensible  que  dans  le  mouvement  de  l'eau  ces  éléments  par- 
viennent en  atf^^  ^77$, ...  «  en  conservant  leur  forme  rectangulaire  et 
leur  capacité,  à  cause  de  l'incompressibilité  de  Feau;  et  il  ne  s'agira 
que  de  déterminer  la  loi  du  mouvement  horizontal  de  chacun  de  ces  élé- 
ments. 

5.  Pour  cela  je  suppose  que  la  courbe  PKH  {^g.  3,  page  699)  renferme 
cette  loi  d'une  manière  semblable  à  celle  qui  a  lieu  pour  les  particules  de 
Tair,  en  sorte  que  pendant  un  temps  quelconque  représenté  par  l'arc  PH, 
le  point  E  ait  décrit  l'espace  très-petit  Ec  ==  PL,  et  que  les  points  F,  G 
aient  décrit  les  espaces  très-petits  F(p=:PM,  67  =  PN,  en  prenant  les 
parties  HI,  IK  dans  une  raison  constante  avec  EF,  F6. 

Or,  en  considérant  les  deux  colonnes  contiguës  aeyjS,  jS^yJ,  je  remarque 
que,  si  leurs  hauteurs  étaient  égales,  elles  exerceraient  par  l'action  de  la 
gravité  une  pression  égale  l'une  contre  l'autre,  d'où  il  ne  pourrait  ré- 
sulter aucun  mouvement;  mais  si  la  hauteur  ae  de  l'une  est  plus  grande 
que  la  hauteur  ^y  de  l'autre,  l'excès  as  —  |3y  doit  produire,  selon  les  lois 
hydrostatiques  connues,  dans  tous  les  points  de  la  ligne  j3y,  une  pression 
contre  le  rectangle  1897$,  exprimée  par  cette  même  différence  de  hau- 
teur ae  — jS^,  en  faisant  la  pression  ou  la  force  accélératrice  de  la  gra- 
vité égale  à  l'unité.  Ainsi  la  pression  totale  qui  en  résultera  contre  l'élé- 
ment /5ç'7$,  et  qui  tendra  à  lui  imprimer  un  mouvement  horizontal,  sera 
(«c  —  ^9)  X  i^y;  donc,  divisant  par  la  masse  à  mouvoir  ^^^fy^,  on  aura 

(a€-fiy)X(39 
Pcpyd 

pour  la  valeur  de  la  force  accélératrice  horizontale  de  Télémeni  |3©7J, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  point  <f  suivant  la  ligne  9  V. 
Maintenant,  puisque 

aeo^  —  aEF6,     (^970  =  b¥Gd, 
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et  que 

aE¥b  =  b¥Gd, 

on  aura 


aE¥b       ^        aEFb 


ecp  •  •  cpy     ' 


donc 


97X^9  ËF 

puisque  la  différence  des  hauteurs  at,  ^cp  sur  les  hauteurs  primitives  aË, 
b¥  est  supposée  très-petite,  et  qu'ainsi  sy,  (py  ne  différent  qu'infiniment 
peu  de  EF.  Donc,  a  cause  de  ^cpyS  =  aEFb  et  de  |3y  égal  à  très-peu  près 
k  aE,  on  aura  pour  la  force  accélératrice  du  point  f  Texpression 

ëf' 

Mais 

€9  =  EF  -h  F9  —  Ee  ~  EF  -+-  PM  —  PL  rc=  EF  —  ML, 

9y  =  FG  -+-  Gy  -  F9  =  FG  -+-  PN  -  PM  r.:  EF  -  NM; 

donc  la  force  dont  il  s'agit  sera 

ML-NM    ^    «, 
— --_-, —  X  aE. 


EF 


Et  parle  même  raisonnement  on  trouvera  la  force  accélératrice  du  point  €, 
c'est-à-dire  du  point  E  dans  le  lieu  £,  exprimée  par 

(L/-ML)aE 

ëf' 

(ayant  pris  l'are  Eh  =^  IH  et  abaissé  l'ordonnée  A/),  c'est-à-dire  par 

L/-ML     (my 

c'est  la  force  qui  fait  parcourir  l'espace  PL  dans  le  temps  PH  suivant 
l'hypothèse.  Donc,  pour  que  cette  hypothèse  soit  légitime,  il  faut,  selon 
les  principes  de  Mécanique,  que  cette  force  soit  égale  au  rapport  de  la 
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différence  des  vitesses  ûâ  —  «r  à  Télément  du  temps  HI,  c'est-a-dire  (à 

cause  de  HA  -^  HI)  égale  à 

L/-ML 

Ces  deux  expressions  de  la  force  accélératrice  étant  comparées  donnent 
Téquation 


( 


HI  ,     ^    ,, 

gp)   XaE  =  i, 


laquelle  est,  comme  Ton  voit,  indépendante  de  la  figure  de  la  courbe  PH, 

EF 

et  sert  seulement  à  déterminer  le  rapport  constant  ™»  lequel  devient 

V^Ë.  Ainsi  la  loi  supposée  est  exacte,  et  la  courbe  PH  demeure  arbi- 
traire, comme  dans  la  Théorie  de  la  propagation  du  son. 

6.  Il  est  visible  que  la  détermination  de  la  courbe  PH  dépend  des 
ébranlements  primitifs  de  Teau,  c'est-à-dire  des  déplacements  des  co- 
lonnes aE¥b,  bYGd, . . .  dus  a  la  cause  qui  produit  les  ondes.  La  solu- 
tion est  donc  générale,  quels  que  puissent  être  ces  ébranlements;  et  la 
vitesse  des  ondes  en  est  entièrement  indépendante,  comme  celle  du  son; 
car  il  n*est  pas  difficile  de  voir  que  cette  vitesse  sera  exprimée  aussi  par 
le  rapport  constant  de  EF  à  HI,  puisque,  selon  la  construction,  après  le 
temps  HI  les  points  F  et  G  se  trouveront  avoir  parcouru  des  espaces  res- 
pectiveiiiont  égaux  à  ceux  que  les  points  K  et  F  avaient  parcourus  au 
commencenient  de  ce  temps,  et  qu'ainsi  leur  distance,  et  par  conséquent 
la  hauteur  de  la  colonne  qui  y  répond,  sera  la  même  après  ce  temps  que 
celle  de  la  colonne  qui  répondait  aux  points  E,  F  au  commencement  de 
ce  temps;  de  sorte  que  celle-ci  pourra  être  censée  avoir  avancé  pendant 
le  temps  HI  d'un  espace  égal  à  sa  hase,  qui  est  à  très-peu  près  égale  à  EF. 

Or,  ayant  trouvé  (numéro  précédent) 

EF 


HI 


=  v/aE, 


il  s'ensuit  que  la  vitesse  de  la  propagation  des  ondes  sera  celle  qu'un 
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corps  grave  acquerrait  en  tombant  de  la  moitié  de  la  hauteur  aE  (n*^  8, 
Section  première),  c'est-à-dire  de  la'moitié  de  la  hauteur  de  l'eau  dans  le 
canal.  De  sorte  qu'il  y  a  à  cet  égard  une  parfaite  analogie  entre  la  pro- 
pagation du  son  et  celle  des  ondes,  la  vitesse  de  celle-là  étant  due  à  la 
hauteur  de  l'air  supposé  homogène,  et  la  vitesse  de  cellcMÎ  étant  due  a 
la  hauteur  de  l'eau  dans  le  canal. 

7.  Au  reste,  quoique  la  Théorie  précédente  soit  fondée  sur  la  suppo- 
sition que  la  profondeur  de  l'eau  dans  le  canal  soit  très-petite,  elle  pourra 
néanmoins  toujours  avoir  lieu,  si  dans  la  formation  des  ondes  l'eau  n'est 
ébranlée  et  remuée  qu'a  une  profondeur  très-petite;  ce  qui  parait  très- 
naturel  à  cause  de  la  ténacité  et  de  l'adhérence  mutuelle  des  parties  de 
l'eau,  et  ce  qui  se  trouve  d'ailleurs  confirmé  par  l'expérience,  même  à 
l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer.  Ainsi,  la  vitesse  des  ondes  étant 
connue  par  l'expérience,  on  pourra  déterminer  réciproquement  la  pro- 
fondeur à  laquelle  l'eau  sera  agitée  dans  leur  formation,  cette  profondeur 
étant  toujours  double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  observée.  (  Voyez  nos 
Recherches  sur  le  mouvement  des  fluides  dans  le  volume  de  cette  Académie 
pour  l'année  1781  ('),  où  la  Théorie  des  ondes  est  traitée  d'une  manière 
plus  directe  et  plus  générale  que  nous  ne  l'avons  fait  ici.) 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  TV,  p.  6g5. 
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MÉMOIRE 


sra  OKE 


QUESTION  CONCERNANT  LES  ANNUITÉS. 


(Noiweaiix  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  années  1792  et  1793.) 


Ce  Mémoire  a  été  lu  à  TAcadémie  il  y  a  plus  de  dix  ans.  Gomme  il  n'a 
pas  été  imprimé  dans  le  temps»  j'ai  cru  pouvoir  le  lui  présenter  de  nou- 
veau, à  cause  de  l'utilité  dont  les  formules  et  les  Tables  qu'il  contient 
peuvent  être  dans  différentes  occasions. 

1.  Voici  l'objet  de"la  question  : 

On  demande  la  valeur  présente  d'une  annuité  constituée  sur  une  ou  plu- 
sieurs têtes  dont  les  âges  sont  donnés,  à  condition  quelle  ne  commence  à 
courir  qu après  la  mort  d'une  autre  personne  d'un  âge  donné,  et  quelle 
cesse  aussitôt  que  toutes  les  personnes,  sur  lesquelles  l'annuité  est  consti- 
tuée, auront  passé  un  âge  donné. 

Pour  se  faire  une  idée  plus  nette  de  l'état  de  la  question,  on  n'a  qu'à 
supposer  qu'un  père  veuille  assurer  à  ses  enfants  une  rente  annuelle 
payable  seulement  après  sa  mort,  et  jusqu'à  ce  que  le  plus  jeune  ait  at- 
teint un  âge  donné,  par  exemple  celui  de  la  majorité;  il  s'agit  de  déter- 
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miner  la  somme  qu'il  devrait  payer  pour  acheter  une  telle  rente,  Tàge 
du  père,  le  nombre  et  les  âges  des  enfants  étant  donnés. 

2.  On  pourrait  supposer  aussi  qu'au  lieu  de  payer  d'abord  une  cer- 
taine somme  le  père  s'engageât  k  payer  annuellement,  mais  seulement 
pendant  sa  vie  et  la  minorité  de  tous  ses  enfants,  une  somme  donnée 
pour  leur  assurer  après  sa  mort  une  annuité  qui  ne  durerait  que  jusqu'à 
la  majorité  de  tous  les  enfants. 

La  question  présentée  de  cette  manière  est  un  peu  plus  difficile,  parce 
qu'il  y  a  deux  annuités  a  estimer  :  Tune  constituée  conjointement  sur  les 
têtes  du  père  et  des  enfants  mineurs,  et  l'autre  constituée  seulement  sur 
les  têtes  des  enfants  et  sur  leur  minorité,  mais  qui  ne  doit  commencer 
qu'après  la  mort  du  père;  il  est  clair  que  l'état  de  la  question  exige  que 
la  valeur  absolue  ou  présente  de  chacune  de  ces  deux  annuités  soit  égale, 
pour  qu'on  puisse  échanger  au  pair  l'une  contre  l'autre. 

3.  Quoique  les  principes  nécessaires  pour  résoudre  ces  sprtes  de  ques- 
tions soient  connus,  l'application  en  est  néanmoins  d'autant  plus  diffi- 
cile que  les  questions  sont  plus  compliquées;  et  celle  que  nous  venons 
de  proposer  l'est  assez  pour  que  cette  application  ne  se  présente  pas  faci- 
lement. Comme  la  solution  de  cette  question  pourrait  être  utile  dans 
quelques  occasions,  j'ai  cru  qu'on  verrait  avec  plaisir  la  méthode  que  j'ai 
imaginée  pour  y  parvenir,  et  qui  réduit  la  difficulté  au  calcul  des  annui- 
tés ordinaires  et  constituées  sur  une  ou  plusieurs  télés.  Je  donnerai  d'ail- 
leurs des  applications  particulières  de  celte  méthode,  et  je  présenterai 
des  Tables  qui  serviront  à  résoudre,  avec  une  exactilude  suffisante,  la 
plupart  des  cas  qu'on  pourrait  proposer. 

4.  Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  simplifier  beaucoup  la  question 
dont  il  s'agit  par  la  considération  suivante. 

Soit  X  l'annuité  que  le  père  doit  payer,  et  dont  on  cherche  la  valeur, 
et  a  l'annuité  qu'il  veut  assurer  aux  enfants  après  sa  mort;  il  est  clair 
qu'on  peut  supposer,  sans  rien  changer  à  l'étal  de  la  question,  que  l'an- 
nuité X  soit  augmentée  de  a,  en  sorte  que  l'annuité  à  payer  par  le  père 
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soit  j?  H- a,  et  que  l'annuité  due  aux  enfants  commence  en  même  temps; 
car  de  cette  manière  ce  que  le  père  paye  de  trop  est  immédiatement  rendu 
aux  enfants;  mais,  en  envisageant  la  question  ainsi,  on  a  Tavantage  que 
les  deux  annuités  commencent  à  la  même  époque  et  sont  semblables, 
excepté  que  Tannuité  a-^x  dépend  de  la  vie  du  père,  et  que  l'annuité  a 
n'en  dépend  point. 

5.  Dénotons,  en  général,  par  M  la  valeur  présente  d'une  annuité  d'une 
unité  (par  exemple  d'un  écu,  ou  de  cent  écus,  etc.)  constituée  uniquement 
sur  la  minorité  des  enfants,  c'est-à-dire  payable  tant  qu'il  y  a  des  enfants 
mineurs;  et  dénotons  par  N  la  valeur  présente  d'une  annuité  égale,  mais 
constituée  conjointement  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  des  en- 
fants, c'est-à-dire  payable  seulement  tant  que  le  père  vit  et  qu'il  a  des 
enfants  mineurs.  La  valeur  absolue  de  l'annuité  a-hx  que  le  père  est 
supposé  payer  sera  donc  (a-f-icjN,  et  la  valeur  de  l'annuité  a  que  les 
enfants  reçoivent  sera  aM. 

Donc,  pour  que  ces  deux  valeurs  soient  égales,  il  faudra  que  l'on  ait 
l'équation 

{a-h  x)  N=:aM, 

laquelle  donne 

a(M~-N) 
^-         ^        , 

c'est  l'annuité  réelle  que  le  père  doit  payer.  Et  toute  la  difficulté  se  ré- 
duira à  déterminer  les  deux  quantités  M  et  N. 

6.  Pour  ramener  cette  question  aux  notions  ordinaires  et  rendre  ce 
que  je  vais  dire  plus  simple  et  plus  intelligible,  j'appellerai  le  père  P,  et 
les  différents  enfants  mineurs  A,  B,  G 

Ensuite  je  désignerai  par  A,  B ,  C, . . .  la  valeur  d'une  annuité  d'une 
unité  constituée  uniquement  sur  la  minorité  de  l'enfant  A,  ou  B,  ou  C,...; 

je  désignerai  de  plus  par  AB  la  valeur  d'une  pareille  annuité,  mais  con- 
stituée conjointement  sur  la  minorité  des  deux  enfants  A  et  B,  c'est- 
à-dire  payable  tant  qu'ils  sont  tous  les  deux  mineurs;  je  désignerai  de 


rj 
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même  par  ABC  la  valeur  d'une  égale  annuité,  mais  constituée  sur  la 
minorité  des  enfants  A,  B,  C,  c'est-à-dire  payable  tant  qu'ils  seront  tous 
les  trois  en  vie  et  en  minorité;  et  ainsi  du  reste. 


Enfin  je  dénoterai  de  même  par  AP  la  valeur  d'une  annuité  consti- 
tuée sur  la  minorité  de  l'enfant  A  et  sur  la  vie  du  père  P,  c'est-à-dire 
payable  pendant  que  l'enfant  est  mineur  et  que  le  père  est  en  vie;  par 

ABP  je  dénoterai  pareillement  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur  la 
minorité  des  enfants  A  et  B,  et  sur  la  tête  du  père,  c'est-à-dire  payable 
pendant  que  les  enfants  A  et  B  seront  mineurs  à  la  fois  et  que  le  père 
sera  vivant;  et  ainsi  de  suite. 

7.  Cela  posé  et  bien  entendu,  je  vais  parcourir  successivement  les  cas 
d'un  enfant  A,  de  deux  enfants  A  etB,...,  et  je  déterminerai  pour  chaque 

cas  les  valeurs  des  quantités  M  et  N  par  le  moyen  des  quantités  A,  AP, 

B,  AB  ,  BP, . . . ,  dont  la  signification  est  maintenant  connue,  et  dont  la 
détermination  peut  se  tirer  des  Tables  des  annuités. 

■ 

Et  d'abord,  s'il  n'y  a  qu'un  seul  enfant  A,  il  est  clair  que  la  valeur 

de  M  est  égale  à  A ,  et  que  celle  de  N  est  égale  à  AP .  On  a  donc  dans 
ce  cas 

M=:Â,        N  =  ÂP. 

I 

8.  En  second  lieu,  s'il  y  a  deux  enfants  A  et  B,  alors  la  valeur  de  M 
doit  être  celle  d*une  annuité  constituée  sur  la  plus  longue  des  minorités 
de  ces  deux  enfants,  et  la  valeur  de  N  doit  être  celle  d'une  annuité  con- 
stituée sur  la  plus  longue  minorité  des  enfants  et  en  même  temps  sur  Ih 
tète  du  père.  Je  suppose  que  la  minorité  de  A  soit  la  plus  courte,  soil 
parce  que  A  meure  ou  qu'il  atteigne  l'âge  de  majorité  avant  B.  Il  est 

clair  que  la  valeur  de  l'annuité  M  devra  être  égale  à  A,  plus  à  la  valeur 
d'une  annuité  constituée  sur  la  minorité  de  B,  mais  payable  seulemenl 
à  la  majorité  de  A.  Il  s'agit  donc  de  trouver  la  valeur  de  cette  dernière 
annuité.  Je  J'appelle  X,  et  je  considère  que  si  j'y  ajoute  la  valeur  d'une 
annuité  constituée  sur  la  minorité  des  deux  enfants  A  et  B,  valeur  que 

j'ai  désignée  par  AB,  j'aurai  alors  la  valeur  d'une  annuité  payable  peu- 
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dant  la  minorité  commune  des  enfants  A  et  B,  et  ensuite  après  l'extinc- 
tion de  la  minorité  de  A,  continuée  jusqu'à  la  majorité  de  B;  ce  qui  est 
évidemment  la  même  chose  qu'une  annuité  constituée  sur  la  seule  mino- 
rité de  B,  dont  la  valeur  a  été  désignée  par  B.  J'aurai  donc 

X-+^AB  =  B, 

et  de  là  ^ 

X=B-ÂB; 

donc,  puisque  _ 

M  =  A  4-  X, 

j'aurai 

M  =  Â4-B  — AB. 

J'ai  supposé  que  la  minorité  de  A  était  la  première  à  s'éteindre;  mais, 
si  l'on  supposait  que  ce  fût  celle  de  B,  on  parviendrait  au  même  résultat. 

9.  Reste  maintenant  à  trouver  la  valeur  de  N.  Pour  cela,  il  faut  faire 
un  raisonnement  semblable  au  précédent,  mais  en  combinant  la  vie  du 
père  avec  la  minorité  des  enfants. 

Je  considère  donc  que  la  valeur  de  N  est  celle  d'une  annuité  constituée 
sur  la  tête  du  père  et  sur  la  plus  longue  des  minorités  des  deux  enfants  A 
et  B;  et,  supposant  que  la  minorité  de  B  soit  plus  longue  que  celle  de  A, 
j'en  conclus  que  la  valeur  de  N  doit  être  égale  à  la  valeur  d'une  annuité 
constituée  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l'enfant  A,  valeur 

qu'on  a  dénotée  par  AP,  plus  à  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur 
la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l'enfant  B,  mais  qui  ne  commence 
qu'après  la  minorité  de  A.  Nommant  cette  dernière  valeur  X,  j'observe 
que  si  j'y  ajoute  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur  la  tête  du  père  et 
sur  la  minorité  commune  des  enfants  A  et  B,  valeur  que  nous  avons  dé- 
notée par  ABP ,  j'aurai  la  valeur  d'une  annuité  payable  pendant  la  vie 
du  père  et  la  minorité  totale  de  l'enfant  B,  c'est-à-dire  d'une  annuité 
constituée  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l'enfant  B,  valeur 

exprimée  suivant  nos  dénominations  par  BP.  Donc 


X-+-ABP=BP, 

V.  78 
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et  de  là 

X=:BP^ÂBP. 
Donc,  puisque 

N  =  ÏP4-X, 
on  aura  enfin 


N  =  AP-f^BP-ABP. 

Et  Ton  trouverait  la  même  expression,  si  l'on  supposait  que  la  mine* 
rite  de  l'enfant  B  s'éteignît  avant  celle  de  l'enfant  A. 

10.  En  troisième  lieu,  s'il  y  a  trois  enfants  A,  B,  C,  on  trouvera,  par 
des  raisonnements  analogues  que  je  supprimerai  pour  n'être  pas  trop 

Jong,       ^    _______  

M  =  A  4-  B  4-  C  -  AB  -  AC  -  BC  -h  ABC, 

et  de  même 


N  =c  AP  -+-  BP  H-  CP  —  ABP  -  ACP  -  BCP  4-  ABCP  ; 

et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  d'enfants. 

11.  De  là  je  conclus,  en  général,  que,  quel  que  soit  le  nombre  des 
enfants  mineurs,  la  valeur  de  M  est  toujours  égale  à  la  somme  des  va- 
leurs des  annuités  constituées  sur  la  minorité  de  chaque  enfant  en  parti- 
culier, moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées  sur  la  mino^ 
rite  commune  de  chaque  couple  d'enfants  pris  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles,  plus  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  minorité  commune  de  chaque  trio  d'enfants  pris  trois  à  trois  de 
toutes  les  manières  possibles,  moins,  etc. 

Et  la  valeur  de  N  sera  pareillement  égale  a  la  somme  des  valeurs  des 
annuités  constituées  sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité  de  chaque  en- 
fant en  particulier,  moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité  commune  de  chaque  couple  d'en- 
fants pris  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  plus  la  somme 
des  valeurs  des  annuités  constituées  sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité 
commune  de  chaque  trio  d'enfants  pris  trois  à  trois  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  moins,  etc. 
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12.  La  question  est  donc  réduite  maintenant  k  trouver  les  valeurs  de 
ces  différentes  annuités;  c'est  à  quoi  on  peut  parvenir  par  les  règles  con- 
nues pour  l'évaluation  des  rentes  viagères.  J'observerai  seulement  qu'en- 
tre une  annuité  ordinaire  constituée  sur  la  vie  d'une  ou  de  plusieurs  per- 
sonnes et  la  même  annuité  constituée  sur  la  vie  de  quelques-unes  de  ces 
personnes  et  sur  la  minorité  des  autres,  il  n'y  a  d'autre  différence,  si  ce 
n'est  que  la  première  doit  être  censée  continuée  jusqu'au  dernier  terme 
de  la  vie,  et  que  la  seconde  ne  doit  être  continuée  que  jusqu'au  temps 
où  le  plus  âgé  des  mineurs  deviendrait  majeur;  parce  qu'alors  cette  per- 
sonne, devenue  majeure,  est,  par  rapport  à  l'annuité,  dans  le  même  cas 
que  si  elle  mourait  tout  à  coup  dès  qu'elle  atteint  l'âge  de  majorité. 

Voici  les  formules  générales  pour  le  calcul  des  annuités. 

13.  Je  désigne  par  (i),  (2),  (3),...  les  nombres  des  personnes  nées  en 
même  temps  et  qui  ont  atteint  l'âge  d'un  an,  de  deux  ans^  de  trois  ans,.... 
Ces  nombres  sont  donnés  par  les  Tables  connues  de  mortalité,  ei  varient 
suivant  ces  différentes  Tables.  Suivant  la  Table  de  feu  Sussmilch,  donnée 
dans  la  première  édition  de  son  Ouvrage,  on  a 

(o)  =  1000,    (i)  =  74o>    (2)  =  660,    (3)  =  620,.... 

Ainsi  ces  nombres  sont  supposés  connus. 

Je  suppose,  de  plus,  que  l'intérêt  de  l'argent  soit  de  m  pour  100,  et 

je  fais,  pour  abréger, 

m 
I  H =  r. 

100 

Cela  posé,  la  valeur  présente  d'une  annuité  a  vie,  constituée  sur  une 
personne  de  l'âge  a,  et  payable  au  commencement  de  chaque  année,  est, 
y  compris  la  première  année,  de 

(a^i)       (a_4-2)    .    {a-+-3) 
r  r' 


.  (a)  . 

La°  valeur  présente  d'une  annuité  à  vie,  constituée  sur  deux  personnes 

78. 
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dont  les  âges  sont  a  et  b^  est,  y  compris  la  première  année,  de 


r»  r» 


[a)[h) 

La  valeur  présente  d'une  annuité  k  vie,  constituée  sur  trois  personnes 
dont  les  âges  sont  a,  6,  c,  est,  y  compris  toujours  la  première  année,  de 

r  r* 

[a){b)[c)  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Et,  si  Ton  veut  que  ces  annuités  dépendent  de  la  minorité  de  quel- 
ques-unes des  personnes  sur  lesquelles  elles  sont  constituées,  alors  si  a 
est  Tàge  du  mineur  le  plus  âgé,  il  ne  faudra  prendre  qu'autant  de  termes 
de  la  série  qu'il  y  a  d'unités  dans  26  —  a,  en  supposant  que  la  minorité 
cesse  k  aS  ans;  en  sorte  qu'il  faudra  s'arrêter  au  terme  qui  aura  r**^  au 
dénominateur. 

14.  L'application  de  ces  formules  n'a  plus,  comme  on  voit,  d'autre 
difficulté  que  la  longueur  du  calcul,  mais  on  peut  l'abréger  en  considé- 
rant que,  comme  les  Tables  de  mortalité  ne  sont  pas  rigoureusement 
exactes  et  qu'elles  n'ont  même  été  construites  que  par  des  milieux  pris 
entre  différentes  années,  il  suffira  de  prendre  les  années  de  quatre  en 
quatre,  ou  de  cinq  en  cinq,  et  de  supposer  que  les  termes  intermédiaires 
dans  les  formules  soient  en  progression  arithmétique. 

Or,  si  l'on  a  la  série 

a,  by  c,  d,  ^, . . . ,  u^ 

et  qu'entre  les  termes  consécutifs  de  cette  série  il  faille  placer  m  autres 
termes  qui  soient  en  progression  arithmétique  avec  les  termes  donnés, 
en  dénotant  para',  a",...  les  termes  entre  a  et  i,  pari',  b'\...  les  termes 
entre  b  et  c,  et  ainsi  de  suite,  il  est  clair  qu'on  aura,  par  la  propriété 


CONCERNANT  LES  ANNUITÉS.  621 

connue  des  progressions  arithmétiques, 

2 

6  ^  é'H- t^'H-.  .  .H- c  =  (6 -+.  c)  ^^î^=ti^, 

2 

/       m  j      i         ,.  in-f-2* 

c-<-c'-<-c^-+-...4-a  =  (c  H- a) î 


donc,  ajoutant, 


a -+- a' H- a" -h  .  .  .  H- 26  4-  6' -h  6" H- .  .  .  H- 2C -H  C' 4- C*' H- .  .  . -+- 2rf  H- .  .  . -+-  M 

m  +  2 


=  (a  H-  26  H-  2C  H-  2rf  H- .  .  . -h  w) 


2        ' 


et  par  conséquent  la  somme  entière  de  la  série 
sera 

(a-<-26-f-2C4-...4-  a) 6  —  c  —  a —  . . . 

2 

=  (a4-6-+-c-i-...-+-  tt) h{6-+-c-+-a4-...)  — 

^  2  2 

=  (a4-6-i-c-h...-+-a)(m-i-i)  —  (a-ha)  — • 

D'où  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  la  somme  de  la  série  interpolée,  il  n'y 
aura  qu'à  multiplier  la  somme  de  la  série  primitive  par  m 4-  i,  et  en  re- 
trancher la  somme  des  deux  termes  extrêmes  multipliée  par  —  • 

Si  l'on  ne  prend  les  années  que  de  quatre  en  quatre,  on  aura  alors 
/n  =  3,  et  il  faudra  quadrupler  la  somme  de  la  série  et  en  retrancher  les 
f  de  la  somme  des  termes  extrêmes. 

15.  J'ai  calculé  de  cette  manière  deux  Tables  pour  le  cas  d'un  seul 
enfant  mineur,  et  en  prenant  successivement  pour  l'âge  de  l'enfant  i,  5, 
9,  i3,  17,  21  ans,  et  pour  l'âge  du  père  3o,  34»  38,  4^»*-*  jusqu'à  90  ans; 
mais  dans  l'une  de  ces  Tables  j'ai  tenu  compte  de  la  mortalité  de  l'en- 
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fant  conformément  à  Fétat  de  la  question;  dans  l'autre,  au  contraire, 
j'en  ai  fait  abstraction,  c'est-à-dire  que  j'ai  supposé  que  l'enfant  par- 
vienne sûrement  à  l'âge  de  la  majorité.  Voici  la  raison  qui  m'a  engagé 
à  calculer  cette  seconde  Table  conjointement  à  la  première. 

16.  11  est  visible,  en  général,  que  plus  le  nombre  des  tètes  sur  les- 
quelles une  annuité  quelconque  est  constituée  est  grand,  plus  aussi  doit 
être  grande  la  valeur  présente  de  cette  annuité,  c'est-a-dire  ce  qu'il  fau- 
drait payer  pour  l'acheter,  parce  que  le  risque  de  la  perdre  par  la  mort 
de  toutes  les  personnes  sur  lesqueljes  elle  est  constituée  en  est  d'autant 
moindre.  Mais,  d'un  côté,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  de  ces  per- 
sonnes, la  valeur  de  l'annuité  sera  toujours  moindre  que  si  l'on  n'avait 
point  d'égard  à  leur  mortalité,  et  qu'on  supposât  que  la  plus  jeune  attei- 
gnit sûrement  un  âge  donné. 

De  là  il  s'ensuit  que,  si  une  annuité  est  constituée  sur  plusieurs  per- 
sonnes, sa  valeur,  quelle  qu'elle  soit,  sera  toujours  nécessairement  ren- 
fermée entre  ces  deux  limites,  dont  l'une  sera  la  valeur  de  la  même  an- 
nuité constituée  seulement  sur  la  plus  jeune  de  ces  personnes,  en  ayant 
égard  à  sa  mortalité,  et  l'autre  sera  la  valeur  de  l'annuité,  constituée  de 
même  sur  cette  personne,  mais  en  n'ayant  aucun  égard  à  sa  mortalité. 

Et,  s'il  arrive  que  ces  deux  limites  soient  peu  différentes  entre  elles, 

9 

alors  on  sera  assuré  que  la  valeur  de  l'annuité  est  à  peu  près  la  même, 
quel  que  soit  le  nombre  des  têtes  sur  lesquelles  elle  est  constituée. 

17.  On  doit  donc  regarder  les  deux  Tables  dont  nous  venons  de  parler 
comme  les  limites  de  toutes  les  Tables  pareilles  qu'on  pourrait  construire 
pour  les  cas  de  deux,  de  trois,...  ou  d'un  nombre  quelconque  d'enfants 
mineurs. 

Dans  ces  Tables  nous  avons  pris  pour  base  la  Table  de  mortalité  qui 
se  trouve  dans  la  nouvelle  édition  de  l'Ouvrage  de  Sussmilch  (tome  111. 
Table  XXII,  n*^  4),  et  qui  a  été  dressée  particulièrement  pour  ce  pays; 
suivant  cette  Table,  on  a 

(o)=:lOOO,       (1)^769,       l5)r=r6o3,       (9)—  552,.... 
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A  l'égard  de  l'intérêt  de  l'argent,  nous  l'avons  supposé  à  4  pour  loo, 

ce  qui  donne 

,  io4      26 

100        25 

Ces  Tables  donnent  iounédiatemeat  la  somme  annuelle  ou  l'annuité 
que  le  përe  devrait  payer  pendant  sa  vie  et  la  minorité  de  son  enfant, 
pour  lui  assurer  après  sa  mort  une  annuité  d'une  unité  qui  ne  durerait 
que  jusqu'à  ce  qu'il  eût  atteint  sa  vingt-cinquième  année.  Dans  la  pre- 
mière Table  on  a  fait  abstraction  de  la  mortalité  de  i'enfant,  et  l'on  voit 
que  les  nombres  sont  tous  un  peu  plifs  grands  que  dans  la  seconde,  où 
l'on  a  tenu  compte  de  cette  mortalité,  mais  on  voit  en  même  temps  que 
les  différences  des  nombres  correspondants  dans  les  deux  Tables  sont  en 
général  fort  petites.  De  sorte  que,  lorsqu'il  y  aura  plusieurs  enfants,  on 
ne  se  trompera  pas  beaucoup  en  prenant  le  milieu  entre  les  nombres 
donnés  par  ces  deux  Tables  et  relatifs  à  l'âge  du  père  et  à  celui  du  plus 
jeune  des  enfants.  Mais  on  pourrait  peut-être  dans  ce  cas  approcher  da- 
vantage de  l'exactitude  par  la  formule  suivante  : 

Soit  I  +  /i  le  nombre  des  enfants,  A  et  B  les  nombres  donnés  par 
la  première  et  par  la  seconde  Table,  pour  le  cas  du  plus  jeune.de  ces 
enfants,  on  prendra,  pour  l'annuité  que  le  père  doit  payer,  la  quantité 

-,  cette  formule  devient  égale  à  B  lorsque  n=-.o,  et  égale  à  A 

lorsque  /i  =  x> ,  ce  qui  doit  être. 
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TABLB  I. 

<M  rUSÀNT  ABSTUCTIONi  DB  LA  MORHUTt  DB  L'BNFANT. 


AGE 

^„.:n.^. 

1 

5 

9 

13 

J7 

21 

I 

3o 

o,,699 

o.iÎM 

0,1108 

o,o8i5 

o,o5»7 

o,oa5r 

2 

34 

■S97 

0617 

io33 

4 

4a 

^?i 

aii4 

i>44 

0736 

o358 

8 

ili 

3317 

aSiG 

-    1958 

i36i 

o84o 

(> 

4358 

3446 

•  Ao 

i8o5 

o5oj 

7 

Si 

5;.5 

4555 

Ë 

a4ia 

1489 

0676 

7360 

S94S 

3171 

0903 

9 

G-à 

9»89 

8uoa 

4094 

33lî 

1123 

10 

9760 

7fio4 

5417 

■  Sio 

70 

(Soi 

i,«i!7 

96aa 

4Î34 

igSo 

^t 

6987 
9S.6 

i,.473 

5iig 

3337 

13 

78 

3ii3 

'■',f^ 

487. 

1,0913 

7090 

1S 

a,oi3( 

61  aS 

i445 

70.S 

Ï359 

16 

90 

5770 

aM3 

7848 

a856 

7018 

ai6i 

TABLE  II. 
XN  TENANT  COMPTE  DE  LÀ  HORT&LITÉ  DB  L'ENFANT. 


âU 

AU  Dt'L'BIFAirT. 

pèr«. 

1 

s 

9 

13 

17 

21 

1 

3o 

o,iSi3 

o,i3a4 

0,1069 

o,o5i4 

o,oa46 

i 

14 

174» 

iiao 

0293 

3 

4 

inr. 

1707 

\if. 

Sî? 

0718 

o35o 

5 

46 

«06 

1881 

i3ao 

o38i 

6 

5o 

37S3 

3m5 

1488 

1748 

1076 

049a 

7 

.14 

4917 

4ï5i 

3398 

1449 

8 

58 

43Î9 

3o66 

088a 

9 

fia 

785, 

7035 

5568 

395a 

M19 

1095 

10 

66 

9844 

,,n 

7a5i 

5a  10 

1446 

11 

70 

1,1991 

9161 

«686 

4ao6 

'899 

12 

3^8 

3l<5 

■■S 

8o»a 

5o5g 

aa53 

13 

78 

a 

5o66 

9393 

5956 

a653 

14 

Si 

8983 

4'oi 

1 ,0481 

IS 

86 

8719 

8^4 

5ii4 

0957 

680a 

16 

90 

3,0001 

983» 

676. 

a.95 

673a 

aaoo 

î 
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DES  SÉRIES  RÉCURRENTES, 


LORSQUE    l'équation    ofiNÉRATRICE    A    DB8    RACINES    Éf.ALBS   (*). 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l* Académie  rojrale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin f  années  179a  et  1793.) 


J'ai  donné,  dans  les  Mémoires  de  1776  (**),  une  méthode  et  des  for- 
mules très-simples  pour  avoir  le  terme  général  d'une  suite  récurrente, 
dont  on  connaît  les  premiers  termes.  Mais  ces  formules  ont,  comme 
loutes  celles  qui  sont  des  fonctions  des  différentes  racines  d'une  même 
équation,  l'inconvénient  de  ne  pouvoir  servir  que  lorsque  toutes  les  ra- 
cines sont  inégales.  Le  cas  de  l'égalité  de  deux  ou  plusieurs  racines  de- 
mande des  réductions  et  des  transformations  fondées  sur  ce  principe  du 
Calcul  différentiel  que  des  quantités  égales  peuvent  être  supposées  dif- 
férer entre  elles  de  quantités  infiniment  petites;  mais  l'application  de  ce 
principe  aux  formules  dont  il  s'agit  exige  des  attentions  particulières,  et 

(*)  Ce  Mémoire  et  les  quatre  suivants,  les  derniers  que  Lagrange  ait  publiés  dans  le 
Recueil  de  l^ Académie  de  Berlin,  sont  compris  sous  le  titre  commun  :  Recherches  sur  plu- 
sieurs points  d'Analyse  relatifs  à  différents  endroits  des  Mémoires  précédents, 

[Note  de  r Éditeur.) 

(**)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  i5i. 

79- 
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donne  lieu  à  des  résultats*  nouveaux  et  remarquables  pour  leur  simpli- 
cité; c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  en  faire  la  matière  de  ce  Mémoire. 

1 .  Je  commencerai  par  rappeler  les  principales  formules  de  l'endroit 
cité. 

Soit  la  série 

y 99   jTi»   Xiy   Xa  •  •  •  »   y^tf  Xz-k-\y   .TV+-»>  •  •  •  ♦ 

dans  laquelle  on  ait  constamment  cette  équation,  entre  /i-h  i  termes  con- 
sécutifs, 

(A)  Aj,  H-  Bj,4-,  -4-  Cjx+a  -h  ...  H-  Nj,+*  =  o, 

A,  B,  C,...  étant  des  coefficients  constants  quelconques.  L'expression  du 
terme  général  j,  sera  de  cette  forme 

les  quantités  a,  p,  7,...  étant  les  différentes  racines  de  l'équation 

( B)  A  -+-  Bj^  -h  C/>  -h  D/«  -4- ...  -4-  Nj"  =  o, . . . , 

que  j'appelle  équation  génératrice,  et  les  coefficients  a^  b,  c,...  étant  de 
cette  forme 

^  _  r»-'  —  (P  -*-  y  -»-  ^  -»-•  -  Or»-»  h-  (Py  h-  p^  -f-  y3  -4-. .  .)/„-,  — . . . 

(a— (3)(a  — y)(a  — a)...  ' 

b  —  J"-'  —  (g  -H  y  H- ^-4-. .  .),rn-3-f-  (gy-h«(^H-y3-h. .  .)Xn-i  —  -' . 
-  ((3-a)((â-y)((3-(î)...  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  donner  à  ces  expressions  une  forme 
plus  simple  et  plus  commode  pour  le  calcul,  en  observant  que,  si  dans  le 
produit 

on  change  après  le  développement  les  puissances 

A<»9      iv»  1       .«■«•2      •v'S  «.n — I 

en 
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on  aura  le  numérateur  de  l'expression  de  a;  que  de  même  on  aura  celui 
de  l'expression  de  b  en  faisant  le  même  changement  dans  le  produit 

et  ainsi  des  autres^.  De  sorte  qu'avec  cette  condition  on  pourra  supposer 
d'abord 

(a-(3)(a— yUa  — d)...' 

___  (r—  a)  (r  —  y)  (r  —  *)... 


b= 


((3-a)(i3-y)(P-â)... 


(y-«)(y-P)(y-d)...' 


2.  Cela  posé,  soit  j3  =  a,  les  deux  premiers  termes  a  a*,  èj3'  de  l'ex- 
pression de  yjc  deviendront  infinis. 
Faisons,  pour  abréger, 

(a-y)(a-d)...  ^•^^'^)' 

on  aura 

et  les  deux  termes 
deviendront 

Faisons  maintenant 

P=:  a  -4-  w, 

o  étant  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura 

a  —  (3  =  —  co,     P  —  «  =  &), 

* 

(r— P)(r— yH/— 5)...=(j— «)(^— y)(7— d)...  — &)0-  — yuj— «î)..., 


«30  SUR  L'EXPRESSION  DU  TERME  GÉNÉRAL 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  termes  dont  il  s'agit»  effaçant  ce 
qui  se  détruit  et  faisant  ensuite  o)  =  o,  on  aura  pour  résultat 

(r-y)(r-^)---/(a)-<-(r-a)(r~y)(r~^^----^^' 

c'est  la  valeur  des  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  y^-  Et  le 
troisième  terme  cy*  de  la  même  expression  deviendra  alors,  à  cause  de 

(r-«)'(.r-^)--»  . 

La  valeur  des  autres  ne  sera  sujette  à  aucune  difficulté. 

Si  outre  |3  =  a  on  avait  encore  y  =  a,  ce  qui  est  le  cas  de  trois  racines 
égales,  alors /(a)  deviendrait  infini,  ainsi  que  la  valeur  du  troisième 
terme;  les  trois  premiers  termes  seraient  donc  infinis,  et  il  faudrait  faire 
de  nouveau  y  =  a  -h  w. 

Soit 

(a-a)(«_e)...  ==-^'^^)' 

on  aura 

«  —  y 

et,  diiïerentiant  suivant  a, 

df(oL)  _i_  df'(a  f\oL) 


doL  a  — y       doL  [oL  —  y? 

Donc,  faisant 

y  =  a  -4-  0), 

on  aura 

/(«,=  _  />i,      ^/(«)^        '    df'ioL)        fia) 

0)  d(x  on       da  ''.>' 

De  plus 

'J  —  yjix—à)... 

deviendra 

U  —  a  )  i^-  —  (5  1 .  .  .  —  0)  (  r  —  <5  ) .  .  . , 

et 

[  r  —  a)  [r  —  y  lir  —  6). . . 

deviendra 
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Enfin  le  troisième  terme  étant  représenté  par 

{r-»)'ir-à)-..  f,,. 

deviendra,  en  mettant  a  -h  w  pour  y, 

-~r-'---  -  /  («  -^  ")' 

savoir 


(ù' 


|^/(a)  +  «  ^_^_  + --,  ___  4-.  ..J 


Faisant  toutes  ces  substitutions,  effaçant  ce  qui  se  détruit  et  faisant  en- 
suite o)  =  o,  on  trouvera  pour  la  valeur  des  trois  premiers  termes  de  j^ 
la  quantité 

Si  Ton  avait  encore  $  =  a,  en  sorte  que  les  quatre  racines  a,  j3,  7,  $ 
fussent  égales  entre  elles,  on  trouverait,  en  suivant  la  même  marche, 
que  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  dej^r»  savoir 

dont  chacun  serait  infini,  pris  ensemble  se  réduiraient  à  la  quantité  sui- 
vante 

(r-e).../'(«)  +  (r-«)(r-e)...Î^U(7-«)'(r-.e)...i5^^ 

+  (r-«)Mr-e)...,-:3-4H' 

en  faisant 

./"(«)  =  («-e)(«-Ç).-.' 

et  ainsi  de  suite,  la  loi  de  la  progression  étant  visible  d'elle-même. 
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Pour  pouvoir  employer  ces  expressions,  il  faudra  développer  les  dif- 
férents produits 

(r- y )(r— *)•••»   (r- «) (r- y) (r- *)•••» 
(r-*)---»  (r-«)(r-*)--M   (r-«)'(r- *)••- 

et  ainsi  de  suite  en  puissances  de  y,  et  changer  ensuite  dans  ces  puis- 
sances les  exposants  en  indices,  c'est-k-dire  changer 


•  0        «^t        ^2 


en 

Xo9   Xxy    Xly  •  •  •  > 

en  conservant  les  coefficients  de  ces  puissances. 

3.  La  difficulté  qui  résulte  des  racines  égales  est  donc  résolue  d'une 
manière  générale;  mais  les  expressions  qu'on  vient  de  trouver  étant  don- 
nées en  fonction  de  toutes  les  racines  a,  |3,  7,...,  on  peut  désirer  de  les 
avoir  en  fonction  de  la  seule  racine  a,  ce  qui  donnera  même  à  nos  for- 
mules plus  de  simplicité. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  que,  puisque  a,  |3, 7,...  sont  les  racines 
de  l'équation  (B),  on  aura 

A  -h  Bj  -+-  Cj' -h. . .  -h  Nj"  ==  N(j~  a)  (j-  (3)  (j-  y). . . . 
En  faisant  j=  a,  on  aura 

retranchant  cette  quantité  du  premier  membre  de  l'équation  précédente 
et  divisant  ensuite  par  j  —  a,  on  aura 

0  -f-  Rj -h  Sj^  -+-  Tr*  -+-...-+-  Nj"-'  ii_-  N(j—  (3) (r  —  y) (y  —  5). . . , 

en  faisant,  comme  dans  le  n^  2  du  Mémoire  cité, 

RnrC  -f-Da-f  ..., 
s  ==D-h..., 
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Faisons  dans  Téquaiion  précédente  j'  =  |3,  on  aura 

Q  ^- R (3 -I- S(3' 4- T(3» -+- .  . .  =  o; 

retranchant  cette  quantité  du  premier  membre  de  la  même  équation  et 
divisant  le  tout  par  j  — 13,  on  aura 

en  faisant 

Q'i=R-hS{3-hïp» 

R':=S-hT|3 

S'  =  T  -i- . . . 


Pareillement  on  trouvera 
en  faisant 

0"=::R'-+- S'y -h  T'y' -+-..., 

R"=rS'-+-T'y-h..., 

S"  r:rT'-h..., 


et  ainsi  de  suite. 

4.   1°  Soit  maintenant  p  --  a,  on  aura 

N(j --  oc)[x-  yj(7— a)...  — Q-hR^v-hS^'-f-..., 
iN\  r  --  y  )  (/ -  a). .  .=  0'-+-  R'j  -+-  S'x'  -h  • . . . 

Faisant  dans  Q',  R',  S', . . .  j3  n:=  a,  et  substituant  les  valeurs  de  Q,  R, . . 
en  a,  on  trouve 

rfa 
R'=D-f-2Ea-h...=  ^, 


S    —   E  -4-  .  .  .  :=  -j  ~  ? 


dS 


V.  8o 
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Donc 

^.      dQ      dR        rfS    , 

N(r~y)(r-«)  =  ^-^rf^r-^rf^r-^...; 

2®  Soit  Y  =  |3  =  a,  on  aura  d'abord 

N(r- «)nr- *)•  •  —  Q -<- Rr -+- sr -+- •  • - 

dQ       dh         dS     , 

N(j_a)...  — Q''^-R'y-^-SV-^-•••• 
Faisant  dans  Q",  R",  S",...  y  =  a,  et  substituant  les  valeurs  ri-dessus  de 
Q',  R',  S', . . . ,  on  trouve 


2   da^ 


S"=-— , 
2  rfa» 


De  sorte  qu'on  aura 


I  d'Q       I  rf'R         I  <i'S    , 


N(/— a)...  =  -  -T-^  -h  -  -rrr 

^^  2   cfa^         2  cfa'  -^ 


rfa= 


r'  4- ...  ; 


et  ainsi  de  suite. 

Faisons  ces  substitutions  dans  les  formules  trouvées  plus  haut  pour 
le  cas  des  racines  égales,  et  changeons,  comme  nous  l'avons  presrril, 
les  puissances  y^, y\ y^, ...  en  Jo>y,,  r2>. . . ,  on  trouvera  ces  résultais 
fort  simples  : 

1°  Dans  le  cas  où  j3  ~  a,  la  quantité 

1  rf[(Qr*-^Rr.-HSja4-...)/«)] 

N  doL 

pour  la  valeur  des  deux  termes 
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a""  Dans  le  cas  de  y  =  ^  =  a,  la  quantité 

'  rf'[(Qro-<-Rr.-+-Sr^-^-0/(«)] 

2N  da} 

pour  la  valeur  des  trois  termes 

aocf  -^  6(3*-+-  cy'; 
et  ainsi  de  suite 

5.  En  considérant  ces  résultats,  il  est  clair  qu'on  eût  pu  les  trouver 
plus  simplement,  en  substituant  dans  l'expression  du  coefficient  a,  à  la 

place  de 

j,^ ,  —  (  P  -h  y  -h  a  -h . . .  )  j„_,  H-  (  (3y  H-  (3  a  -h . . .  )  y^^  — . . . , 

sa  valeur 

Qj^-h  Rji  -h  S/,  -4- . . . 

N  ' 

et  considérant  cette  quantité  comme  une  fonction  de  a;  car,  en  la  dési- 
gnant par  F  (a),  on  eût  eu,  de  même,  pour  le  coefficient  t,  la  quantité 

7„-,  —  (  a  H-  y  -h  a  -h . . .  )Xn-t  -h  («y  -f-  a*  -+- . . .  )/»-i  — . . .  =  F(P)  ; 

de  sorte  que  l'on  eût  eu  pour  les  deux  termes  ao*  -f-  &|3*  l'expression 

F(a)/(«)  _^  F((3)/((3) 
a-(3  (3-a    ' 

laquelle  eût  donné  sur-le-champ,  en  faisant  j3  =  a  -f-  w, 

rf[F(«)/(a)] 

On  eût  trouvé  de  la  même  manière,  pour  le  cas  de  trois  racines  égales,  en 
faisant 

•^  a  —  y 

que  les  trois  premiers  termes 

ao'H-  6P'-+-cy' 

8o. 


^ 
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auraient  donné 

d[¥(a)r{oc)] 

da  F(a)f(a)    .    F(y)/^(yj, 


a—  y  (a  — y)'  (y—  «)' 

ce  qui,  en  faisant  y  -  -  a  -f-  co,  se  réduit  à 

I  d^[V(a)f{a)] 

C'est  aussi  de  cette  manière  que  je  m'y  étais  pris  d'abord  pour  résoudre 
le  cas  des  racines  égales;  mais,  quoiqu'elle  conduise  à  des  résultats 
exacts,  il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  l'adopter  sans  précaution;  car  il 
est  remarquable  que  la  quantité  qu'on  y  prend  pour  une  simple  fonction 
de  a  contient  toutes  les  autres  racines  /3,  7,...  sans  a;  que,  de  même, 
celle  qu'on  y  prendrait  pour  une  fonction  de  |3  contiendrait  les  autres 
racines  sans  |3,  et  ainsi  de  suite;  ce  qui  doit  au  moins  laisser  quelque 
doute  sur  la  bonté  de  cette  méthode;  mais  d'après  celle  que  nous  avons 
suivie,  il  n'en  doit  rester  aucun  sur  l'exactitude  de  nos  résultats. 

6.  Mais  ces  résultats  n'ont  pas  encore  toute  la  simplicité  dont  ils  sont 
susceptibles;  car  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par/(a),/'(aj,... 
dépendent  à  la  fois  des  différentes  racines  a,  7,  5, . . . ,  et  il  faut  les  ré- 
duire a  n'être  que  des  fonctions  de  la  seule  racine  a. 

Pour  cela  je  fais,  comme  dans  le  n"  2  du  Mémoire  déjà  cité, 

P  — A-h  Ba-hCa^-hDa^-h..    -h  Na'; 

je  change  pour  un  moment  a  en  y;  j'aurai 

P=iO 

pour  l'équation  (A)  du  n""  1  ci-dessus,  dont  les  racines  sont  «,  |3,  7 

De  sorte  que,  par  la  nature  des  équations,  j'aurai 

P  —  N- j  —  ccjix—  ;3.;(r—  y). . ., 
équation  identique. 
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Donc*  : 

i"  En  (lifférentianl  et  faisant  ensuite  y—  a,  on  aura 

rfP 

—  =  N(a—  3)(a-  yj(a  — d)...; 

2"*  Si  a  ---  /3,  on  a 

p  — Nir-  a)^'J-  y)ir--  o)  — 

Soit 

l»'-.Nij--y)(r-e)..., 

on  aura 

(lonr,  (lillÏTentiant  et  faisant  ensuite  y  —  a,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  D'où  Ton  tire 

,,,      I  d'V      ^/P'         1     d'P      d'P'         I     d*P 

?.  f'/a'         da         ?. .  3  c/a*         da^         3 . 4  ^a* 

i"*  Si  «      {5  -  y,  on  a 

P  — N(r --  a}Mr  —  ^Wj—  e) 

Soit 

on  aura 

P=:()  -a)>P''. 

Différentiant  et  faisant  ensuite  y  -    a,  on  aura 

«y 

r/P  r/'P  d'V  ^_      rf*P  o,rfP"      ^*P        .,    ,.r/*P" 

f/a  f/a^  //«=  rfa*  ^  Ja       doc'  ^        da} 

(l'oii  l'on  lire 


\f' 


\     d'V      dP^_    J_  ^'^      ffP"_      1       rf*P     ^» P"  _      I      J^P 


2.3  c/a^        dx       2.3.4  ^<3t*        f/a-         3.4.5  da'       d(x}        4  •  ^  •  ♦>  doL* 

et  ainsi  de  suite. 


I 
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On  aura  donc  par  ces  substitutions,  en  supposant  qu'on  ait  mis  a  à  la 
place  de^  dans  F,  P*, . . . , 

/{et)~-pr'     /^(«)  =  -pî-t 

et  ainsi  de  suite  (2).  Donc  enfin,  substituant  ces  valeurs  dans  les  for^ 
mules  du  n°  3,  on  trouvera  : 

1°  Que,  loreque  a  =  p,  les  deux  ternies 

de  l'expression  du  ternie  général /,  se  réduiront  ï  cette  expression 
en  faisant 

a  (/a*         dec        a. 3  daf  ' 

a"  Que,  lorsque  a  =  j3  =  7,  les  trois  termes 

aot'  +  ip'-Mîy* 
se  réduiront  k 

--  —  j^^5 , 

en  faisant 

p„_  J_  ±P       dp"  _       I        rf'P        ^__       1       d'P 
3.3  rfa''      (/«   ~  2.3.4  ^'       <!»'    ~  3T43  7^'^ 

3"  Que,  lorsque  a  ^=  j3  =  y  =  3.  les  quatre  termes 

(ise'+  6^'  +  cy'-t-  di' 

se  réduiront  à  ' 
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en  faisant 

p.          '       d'P 

d?^             I         d*P       d'JT 

I         d'V 

2.3.4  da* 

doL         2.3.4.5  doL^        da} 

■  »  ■        „ ,    ■    ,         ■  I    1                  • 

3.4-5.6  doL^  ' 

da}         4  •  ^  •  6  •  7  da'  ' 

et  ainsi  de  suite. 

7.  Ces  formules  sont  un  peu  différentes  de  celles  que  j'avais  données 
sans  démonstration  dans  le  Mémoire  cité  pour  le  cas  de  Tégalité  des 
racines. 

Je  m'étais  aperçu  de  leur  inexactitude  après  l'impression  du  iMémoire; 
mais  entraîné  par  d'autres  objets,  j'avais  toujours  différé  à  revenir  sur 
celui-ci  que  je  regardais  comme  moins  important;  et  j'ai  été  prévenu  à 
cet  égard  par  un  Membre  de  la  Société  Italienne,  Jean  François  Malfatti, 
qui  a  donné  sur  ce  sujet  un  savant  Mémoire  dans  le  tome  III  du  Recueil 
de  cette  Société.  Comme  l'analyse  de  cet  Auteur  est  fort  longue  et  con- 
duit à  des  résultats  un  peu  compliqués,  j'ai  cru  devoir  chercher  à  résou- 
dre cette  question  d'une  manière  plus  directe  et  plus  conforme  à  la  sim- 
plicité de  la  méthode  générale  exposée  dans  mon  Mémoire  de  1775; 
c'est  ce  qui  a  occasionné  les  recherches  précédentes;  mais,  quoique  les 
formules  auxquelles  je  suis  parvenu  ne  paraissent  rien  laisser  à  désirer 
pour  la  simplicité  et  la  généralité,  néanmoins,  comme  ces  formules  sont 
différentes  pour  les  différents  cas  de  l'égalité  de  deux  racines,  de  trois, 
de  quatre,...,  on  pourrait  désirer  encore  une  formule  qui  renfermât  tous 
ces  cas;  et  voici  celle  que  j'ai  trouvée,  et  que  je  présente  aux  Géomètres 
en  les  invitant  a  la  démontrer  directement. 

En  conservant  les  valeurs  de  P,  Q,  R,...  des  n^  3  et  6,  savoir,  en 
faisant 

P  =  A  -h  Ba  -+-  Ca»  -+-  Da»  -+-  Ea*  -h . . . . 
Q  z=  B -t- C  a -h  D  «^ -h  E  a*  H- . .  . , 
R=:G-l-  Da-4-Ea» -+-..., 


da        2  doL^        2.3  da} 

et,  après  l'avoir  développée  en  série  suivant  les  puissances  ascentlanles 
de  w,  je  ne  retiens  que  les  termes  où  la  quantité  w  ne  se  trouve  point,  en 
rejetant  ceux  qui  se  trouveront  divisés  ou  multipliés  par  des  puissances 
de  co;  je  dis  que  ces  termes  seront  ceux  de  l'expression  du  terme  gé- 
néral y^,  qui  proviendront  de  la  racine  a,  soit  que  cette  racine  soil  une 

racine  simple,  ou  double,  ou  triple, 

Ainsi,  si  a  est  une  racine  simple,  on  aura  tout  de  suite 

F(g) 


dix 

pour  le  terme  dû  à  cette  racine. 
Si  a  est  une  racine  double,  alors  -j-  ==  o,  et  la  formule  se  réduira  à 

aoL 


1,/    X  d¥[a)  rfF(a)        _,,    ,     i     rf^P 

da  F(a)  da,  '    ^  2.3  tfa' 


G() 


rf^P        w'    c^»P  «  rf^P        I  rf^P  /i  d'^V 


2  da*        2 . 3  da^       '  '  '        2  da*        2  rfa* 

Donc  les  termes  dus  à  la  racine  double  a  seront 

rfF(a)  1     rf»P 

da  -,         2.3  da' 

2  da'  \2  da'  / 

OU  bien  (6) 

_i_  dF(a)  __  F>)  d^ 
F      da  F'     da' 


il  ^ 
V2  da' 


-hw  X.  . 
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ou  bien  encore 

p/ 

comme  on  Ta  trouvé  dans  le  numéro  cité. 
Si  a  est  une  racine  triple,  alors  on  aura 

f/P  _         JvP_ 
da  '     Sa' 

ce  qui  réduira  la  formule  à  celle-ci 


V{cc)  H-  0) 


da  9.       doL 


2 


r.)'    /(/»P        w  rf*P         w'    rf*P 


?..3  \da}         4  c/a<        4.5  c/a' 


...) 


Faisant  le  développement  suivant  les  méthodes  ordinaires,  on  trou- 
vera que  les  termes  indépendants  de  co  seront  les  mêmes  que  ceux  qui 
résultent  des  formules  données  ci-dessus  pour  le  cas  de  trois  racines 
égales;  et  ainsi  de  suite. 


V.  8i 


MÉMOIRE 


SUK 


LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQIES. 


8i 


m 


MÉMOIRE 


SOR 


LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES. 


(Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Leitres 

de  Berlin f  années  179a  et  1793.) 


J'entends  par  sphéroïdes  elliptiques  ceux  dont  toutes  les  sections  sont 
des  ellipses,  et  dont  Téquation  générale,  réduite  à  la  forme  la  plus  sim- 
ple, est 

x'        r*        z^ 
a^        6*        c' 

J'ai  donné  dans  le  volume  de  l'année  1773  un  Mémoire  sur  l'attraction 
de  ces  sortes  de  sphéroïdes  (*).  Je  me  propose  dans  celui-ci  de  présenter 
aux  Géomètres  quelques  formules  générales,  qui  pourront  être  utiles 
pour  la  solution  de  différentes  questions  relatives  à  ces  mêmes  sphé- 
roïdes. 

1.  Supposons 

z  — rcos^J^,     r= '•sin^J^  sin(p,     ar=:  rsin^/ coscp; 

rsera  le  rayon  partant  du  centre  qui  est  l'origine  des  trois  coordonnées 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  l.  lU,  p.  619. 


*? 
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0?,  K,  z;  ^  sera  l'angle  fait  par  ce  rayon  avec  Tune  des  ordonnées  z,  et  9 
sera  l'angle  que  la  projection  du  même  rayon  sur  le  plan  des  coordon- 
nées a:  et  y  fait  avec  l'une  des  ordonnées  x.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  Téquation  du  sphéroïde,  on  en  tirera 

I  sin'^cos*9       sin*^  sin*9       cos'^ 

et  de  là  on  aura  les  valeurs  de  a?,  j,  z  en  ^  et  f. 

2.  Désignons  par  M  la  masse  totale  ou  plutôt  le  volume  du  sphéroïde; 
on  aura,  comme  l'on  sait, 

rfM  =  r'rfr.  sin<J^rf^rf9; 

et  pour  avoir  la  valeur  de  M  il  faudra  intégrer  d'abord  depuis  r  ==  o  jus- 
qu'à r  égal  au  rayon  du  sphéroïde,  c'est-à-dire  en  donnant  à  r  la  valeur 
trouvée  ci-dessus;  on  intégrera  ensuite  depuis  ^  =0  jusqu'à  ^  =  180", 
el  enfin  depuis  y  =  o  jusqu'à  9  =  Jôo*'. 

Intégrant  d'abord  suivant  la  variable  r,  on  aura 

où  il  faudra  substituer  pour  r  sa  valeur  en  9  el  ^. 
Soit  pour  plus  de  simplicité 


—  —      b  —   ' 


I 

c 


—  T 


on  aura 

_  \^ 
rz=z  (asin^^'Cos'ç  -+-  psin^vp  sin'cp  -+-  y  cos'^^f  ' 

Supposons  de  plus 

R  =  asin'^l'  cos'9  -h  (âsin^^p  sin'9  -h  y  cos*^, 
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en  sorte  que 

I 

on  aura 

,-.      sin  4*  d^  rfcp 
a  ta  = 3 

3R' 

3.  Considérons  maintenant  les  formules 

x'rfM,    /'rfM,     z»rfM,     jerfM,...,     xydMy...; 

m 

en  substituant  pour  a?,  j,  z  leurs  valeurs  r  sin  (J;cos(p,  rsin^sinç),  rcos^|;, 
et  pour  rfM  l'élément  r^dr.sin^d^df,  intégrant  ensuite  suivant  r,  et  fai- 
sant r:=-j=zy  on  aura  après  cette  première  intégration 

,  j,^      sin*  ^  cos*  9 .  sin  (1/  d^h  do 
x^dM  = -^-^ — - — - — -  y 

5R^ 
--___  sin' i{/  sin' y . sin vp  rfi{/ rf<p 

•  j»*       cos*^.s\ndfd\bdo 
2'aM= ~ — - — -y 

5R^ 

^w^__  sin*i|/ cos^9.siniJ^rfi|/rf9 

7R' 


,    .  im*       sin^iJ/cos'(Psin'9.siniLrfiLrf9 

x^X  dM  = ^ ~ j T— x_j:, 

7R' 


Si  maintenant  on  compare  ces  différentes  expressions  à  celle  de  dM 
trouvée  ci-dessus,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  peuvent  toutes  se  déduire 
de  celle-ci  par  la  simple  variation  des  constantes  a,  j3,  y.  Ainsi,  dénotant 
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par  !S  les  différentielles  relatives  à  ces  quantités,  oo  aura 

3R' 
5  9    a«' 


et.  engéDérai, 

la  quantité  (m+n+/)  indique  le  nombre  des  facteurs  ?>  ->■■•  qu'il  faut 
prendre,  et  le  si^e  supérieur  doit  avoir  lieu  lorsque  ce  nombre  sera 
pair,  l'inréneur  lorsqu'il  sera  impair. 

Pour  avoir  les  valeurs  totales  de  ces  différentes  formules,  il  ne  faudra 
plus  que  les  intégrer  relativement  à  tf  et  f  ;  et,  comme  les  variations 
de  «,  ^,  y  sont  indépendantes  des  variations  de  i|'  et  7,  il  est  clair  que 
les  intégrations  dont  il  s'agit  le  feront  aussi.  Dénotant  donc  ces  intégra- 
tions totales  par  le  signe  j  ,  on  aura  d'abord 

M  —   /*sin  ^  dif  dtf 
~J         3R* 
et  ensuite 


/■ 
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Ainsi,  lorsqu'on  aura  trouvé  la  valeur  de  la  masse  M  en  fonction  de  a, 
|3, 7,  on  pourra,  par  de  simples  difTérentiations  relatives  à  ces  constantes, 
trouver  les  valeurs  des  intégrales  de  j?*rfM,  j^rfM, . . . ,  et  généralement 
de  x^^y^^z^^dM  pour  toute  la  masse  du  sphéroïde. 

A  regard  des  quantités  où  dînl  serait  multiplié  par  des  puissances  im- 
paires de  j?,  j,  2,  il  est  facile  de  voir  que  leur  intégrale  totale  serait  tou- 
jours nulle,  les  mêmes  éléments  se  trouvant  avec  des  signes  contraires 
et  se  détruisant  par  conséquent  réciproquement. 

4.  Cherchons  donc  la  valeur  de  M.  Soit  cos^]^  =  u;  on  aura 
,.  -  I  du  do 

«M  =r  — L ^, 

[acos*<p  -f-  psin'9  -4-  (y  —  acos'9  —  Psin'ç)!/^]' 

dont  l'intégrale  relative  à  m  est  (en  prenant  une  constante  k) 

m 

I  j         '  ^do 


3  (acos*9-4-  Psin'cp)  v^[acos*9-+-  (îsin'cp  -f-  (y  —  acos*9  —  (îsin'(p)a*] 

Comme  cette  intégrale  doit  commencer  à  ^|;~o  et  finir  k  ^=  180°,  il 
faudra  qu'elle  soit  nulle  lorsque  m~  i,  et  complète  lorsque  m=  —  i. 
Donc  on  aura  d'ahord 


--=.» 


3(acos'9  -f-  (îsin'9)^y 

et  l'intégrale  complète  sera 

2  É/9 


^  [a  cos'9  -4-  P sîn'9 )  ^y 

laquelle  devra  encore  être  intégrée  depuis  9  =  0  jusqu'à  y  ~  36o**.  Di- 
visant le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  acos*^,  et  observant  que 

~-  =rftang(p,  cette  différentielle  deviendra  l  en  faisant /=  ^^^"^  Y 

£ di 

V.  8:, 
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dont  rinlégrale  est 

2  arctang/ 

^^  M     ■       ■  I  ■  ■  ^         • 

Lorsque  9  ~  o  on  a  /  =  o,  et  lorsque  (jf  ~-  36o**  on  a  de  nouveau  /  =  o; 

donc  arctang/  est  dans  le  premier  cas  --  o  et  dans  le  second  =^  36o". 

2  36o° 
Donc  la  valeur  complète  de  cette  dernière  intégrale  sera  ^  -7='  Donc 

enfin  on  aura 

. .      2  36o« 

M  =  -5  ■  . * 

3  y/apy 

5.  Cette  quantité  différentiée  successivement  donnera 


dM           I  M 

da             2  a 

3M            I  M      dM 

dp            2  (3'      3y 

2  y' 

dm     I  3  M 

3*M             I  I   M 

3a*         22  a' 

ôa3(3            2  2  ap' 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu'on  aura,  en  général, 


3*+«^M         .   Ti  3  5  n  Ti  3  5  |  Ti  3  5         .  T     M 


.ri  3  5       ^     ,-|  fi  3  5       ^     nri  3  5        ,  1 

',  =  ±1 m        (n)\\ [l) 

'  L2  2  2  J  L2  2  2  J  L2  2  2         '  j 


3a-3p-3y' L^  2  2        '     J  L^  2  2        '    'J  L^  2  2  Jo-^-y'^ 

le  signe  supérieur  a  lieu  lorsque  m-h  n-h/est  pair,  l'inférieur  lorsque 

ce  nombre  est  impair,  et  les  quantités  (m),  (n),  il)  dénotent  le  nombre 

I    3    5 
des  facteurs-»  -»  -,...  qu'il  faut  multiplier  ensemble. 

222^  * 

Donc  enfin,  faisant  cette  substitution  dans  la  formule  intégrale  du  n"*  3 
et  remettant  pour  a,  /3,  y  leurs  valeurs  — »  v^i  — ?  on  aura,  en  général, 
cette  formule  très-remarquable 

/*«.    ,-  ,/jmr       fi  .3.5. .  .;m)l  fi  .3.5. .  .(/i'jI  fi  .3.5. . .; /il  __   ,   .      ., 
5.7.9. .  .(/n  -f-  n  -f-  /) 


OÙ  M  =  :^  3Go''  X  ahc, 
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6.  De  ce  que  (3j 

I  xjrdM  =  o,       1  xzdM  =  o,       /  yzdM  =  o, 

il  s'ensuit  que  les  axes  des  coordonnées  oo^y^  z  sont  les  trois  axes  prin- 
cipaux du  sphéroïde.  Les  moments  d'inertie  autour  de  ces  axes,  dont  la 
détermination  est  nécessaire  pour  le  calcul  de  la  rotation,  seront  donc 
exprimés  par  les  formules 

j(X''hz')dM,      j{x'-{-z')dM,      j(x'-{-x')dM, 

dont  les  valeurs  sont  par  la  formule  générale 

M(&'-4-c')       M(a»-t-c»)       M(a»+6') 
5         '  5  '  5         ' 

Dans  la  Théorie  de  la  libration  de  la  Lune  [Mémoires  de  1780  (*)J, 

on  a  fait 

a  b 

c  c 

et  regardant  e  et  i  comme  des  quantités  très-petites  vis-k-vis  de  l'unité, 
ce  qui  suffisait  alors  pour  mon  objet,  on  a  trouvé  pour  les  moments  dont 
il  s'agit  les  quantités 

2M    ,,  2M    ,,         ^      2M     . 

-^c»(i-+-i),     -^c»(i-+-6),     -^c'(i4-e-f-i), 

M  étant  =  ^  36o^xc^  (i  -he-h  t).  En  comparant  ces  valeurs  avec  les  pré- 
cédentes, il  est  aisé  d'en  conclure  qu'on  peut  rendre  les  formules  de  la 
Théorie  citée  rigoureuses,  en  prenant  d'abord  pour  M  sa  vraie  valeur 

-T  36o**  X  abCf  et  faisant  ensuite 


a^  —  c*       .      6»  — 


r.ï 


e  = , — j     I  = 

2  c'  2  c' 


(  *  )  OEuvres  {te  Lagrange,  t.  V,  p.  1 . 

82. 


652  MÉMOIRE 

Au  reste  les  quantités  que  nous  désignons  ici  par  a,  6,  c»  M  le  sont  dans 
l'endroit  cité  par/,  g-,  A,  m. 

7.  On  sait  que  l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  quelconque  dont 

la  position  dans  l'espace  serait  déterminée  par  les  coordonnées/,  g-,  h 

rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  coordonnées  a?,  j,  z  dépend  de  la 

formule 

dVi 


I 


s/if-  xf  -+-  [g-r?  +  e^  -  ^y 


que  j'appelle  V,  l'intégration  étant  rapportée  à  toute  la  masse  du  sphé- 
roïde. Car,  si  dans  la  quantité  V  regardée  comme  fonction  de/,  g",  h  on 

lait  varier  séparément  ces  dernières  quantités,  on  aura  -^>  -j-»  ^j-  pour 

les  attractions  totales  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées/  ^,  A. 
Et  si  l'on  change  ces  coordonnées  en  un  rayon  vecteur  p  avec  deux  an- 
gles ).  et  fJL,  tels  que 

A  =  p  cosX,    g*  =  psinXsinfx,    /=  psinXcos/x, 

rfV  p  ..      ..  .       .  ,  ,  I  rfV        I      rfV 

on  aura  -r-  pour  I  attraction  suivant  le  rayon  p,  et  -  ^>  — r-^  nr-  pour 

les  deux  attractions  perpendiculaires  au  rayon,  Tune  dans  le  plan  qui 
passe  par  l'axe  des  ordonnées  A,  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan. 

La  recherche  de  l'attraction  du  sphéroïde  dépend  donc  simplement 
de  la  détermination  de  la  quantité  V  en  fonction  de  a,  b,  c,/,  g,  h.  Dans 
le  Mémoire  déjà  cité  sur  T attraction  des  sphéroïdes,  j'ai  résolu  la  question 
pour  le  cas  où  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  ou  à  la  surface;  et  dans 
une  Addition  à  ce  Mémoire,  imprimée  dans  le  volume  de  Tannée  177% 
je  l'ai  résolue  aussi  pour  le  cas  où  le  point  attiré  est  sur  le  prolongement 
d'un  des  trois  axes.  Les  autres  cas  ont  été  résolus  d'abord  par  Legendre 
pour  les  seuls  sphéroïdes  de  révolution,  ensuite  par  Laplace  et  Legendre 
pour  des  sphéroïdes  quelconques.  On  ne  peut  regarder  leurs  solutions 
que  comme  di^s  chefs-d'œuvre  d'analyse,  mais  on  peut  désirer  encore 
une  solution  plus  directe  et  plus  simple;  et  les  progrès  naturels  de  l'Ana- 
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lyse  donnent  lieu  de  l'espérer.  En  attendant,  voici  l'usage  qu'on  pour- 
rait faire  des  formules  précédentes  dans  cette  recherche. 

8.  Si  l'on  réduit  le  radical 


v/(/-^)*H-(êr-r)'-+-(A~'2r 

en  série  ascendante  relativement  aux  quantités  a?,  j,  z,  la  quantité  V  se 

trouvera  composée  de  termes  de  la  forme  k  j  oj^'^y^^z^'rfM,  dont  on 

aura  la  valeur  par  la  formule  du  n^  3,  le  coefficient  k  ne  dépendant  que 
des  quantités/,  g,  h. 

Si  le  point  attiré  est  assez  éloigné  relativement  aux  dimensions  du 
sphéroïde,  ce  qui  est  le  cas  des  corps  célestes,  cette  réduction  en  série 
sera  toujours  assez  exacte,  et  il  suffira  de  ne  tenir  compte  que  des  pre- 
miers termes,  comme  dans  les  Problèmes  de  la  précession  des  équinoxes, 
de  la  libration  de  la  Lune  ou  des  autres  Planètes. 

En  substituant  pcosX,  psinXsinjj.,  psinXcosfxà  la  place  de  A,  g-,  / 
f7],  on  pourra  réduire  le  radical  dont  il  s'agit  en  une  série  de  la  forme 


I  (l)  (2)  (3) 

-  -h  ~-  -h  ^^ — -  -+-  -— ^ 

3  p'  p*  p* 


•  % 


les  quantités  (i),  (2),  (3),...  étant  des  fonctions  homogènes  de  a?, y,  s 
des  dimensions  1,  2,  3, Ainsi,  en  multipliant  par  c/M  et  intégrant, 

on  aura 

V^M    ,   /(i)rfM   .   /(2)rfM    ^   /(3)rfM 


p  p'  p>  p< 


Mais,  par  ce  que  nous  avons  observé  plus  haut  (3),  il  est  clair  que  les  va- 
leurs de 

seront  nulles;  que,  de  plus,  dans  les  valeurs  de 


f(9.)dM,     r(4)trti,.... 
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les  quantités  provenant  des  termes  de  (2),  (4)»«--  qui  contiendraient  des 
puissances  impaires  de  x^y,  z  seront  nulles  aussi.  D'où  il  s'ensuit  que 
Ton  aura  simplement 

M       f{^)dM       /(4)rfM        fi6)dM^ 

p  p'  p'  p' 

les  quantités  (2),  (4)»--  •  étant  de  la  forme 

(  4  ;  =:  k'x'  4-  B'j*  -h  C'z'  -4-  D'x'x^  -^  E'x'z-  -h  F'y'z-, 

» 

(6)  =  A''^*  -f-  B"j«  -h  C'z'  -^  D":cy  -+-  E":c*z' 

et  ainsi  de  suite 

Les  coefficients  A,  B,  C,  A',  B', . . .  seront  des  fonctions  des  angles  À 
et  jjL  qu'on  déterminera  facilement  par  différents  moyens. 

Appliquant  donc  à  ces  quantités  la  formule  générale  du  n^  5  ci-des- 
sus, on  aura  sur-le-champ 

Aa)  rfM  =  y  (  Aa»  -h  Et»  -+-  Cf-M, 

C{/^)dM  =  ^{3  \'a*  -h  3  B'b*  -f-  3  Ce'  -h  D'a'b'  -h  EVC  -^  Y'b'C  , 

Aô)  rfM  =  ^-^  (3.5  A'V-h  3.5  B'>-+- 3.5CV-f- 3D'V/>=-f- 3  E'Vc= 

-{-  3  F''a'^*  -h  3  G'Vi'c«  -i-  3  H"6^c»-+-  3r'6^6-^  -h  K'a'h'c",; 

et  ainsi  de  suite. 

9.  J'observe  maintenant  qu'il  y  a  nécessairement  entre  les  différents 
coefficients  A,  B,  G,...  des  relations  indépendantes  des  angles  X  et  p. 
dont  ils  sont  fonctions,  et  qui  viennent  de  ce  que  la  série 

-  -h  ^-^  -f-  -— ^  -+-  •  •  • 
p       p''        P' 
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résulte  du  développement  de  la  fraction  irrationnelle 


— ? 

2 


dans  laquelle/,  g,  h  sont  données  en  p,  X,  jjl  (numéro  précédent).  On 
sait  qu'en  nommant  cette  fraction  m,  elle  satisfait  à  l'équation 

d^u      d}n      d}u 

dx^       dy^        dz^ 

quelles  que  soient  les  valeurs  de/,  g,  h,  comme  on  peut  s'en  assurer  par 
la  différentiation.  Donc,  substituant  à  la  place  de  u  la  série  dont  il  s'agit, 
il  faudra  qu'on  ait  autant  d'équations  semblables  pour  chacune  des  (|uan- 
tités(i),  (2),  (3),...,  c'est-à-dire 

dx'  "^  rfj'  **■  rfz'  '"*''      dx'     '     rfr'   "^"SF""^''"/' 

et,  comme  ces  équations  doivent  être  indépendantes  d'aucune  relation 
entre  Xy  7,  z,  il  faudra  égaler  à  zéro  les  termes  qui  après  la  différentia- 
tion resteront  affectés  des  mêmes  produits  de  ces  variables. 
Ainsi  l'équation 

rf»(2)       d^ii)       (i\^}  _ 
dx^  rfj'  dz^    ~~ 


A  -4-  B  -+-  C  =  o. 


— - — — -  -+-  — - — —   -i-  — - — — -  z=: 


donnera  l'équation 
L'équation 

dx^     '     djr^     ^      dz^ 

donnera  ces  trois  équations 

4.3A'-+-2D'-h2E'  =  o, 
4.3R'-h2D'-h2F  — o, 

4.3C-+-2E'-f-2F'rrT-0. 


o 


L'équation 


d'iS)       dH6)       dH6) 


:  -4 _  -I 

dx*  dy^  dz^ 


^ 
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donnera  ces  six  équations 

6.5  A" -h  2  D"-^  2  E"  r..  o,  4-3  ir  -f-4.3  F'  -i-  2  K'  =-  o, 

().5B''-f-2F"-+-2H"::--.  o,  4. 3  E" -f- 4. 3  G" -f- 2  K"    -   o, 

6.5C"-+-2G"-+-2  r  --.o,  4.3H"-+-4.3r  ^-2K'  =:  o; 

el  ainsi  des  autres. 
Donc  : 
i"*  On  aura  A  =  —  B— C;  cette  valeur,  substituée  dans  l'expression 

de    1(2)  rfM,  donnera 
2**  On  aura 

2.3A'- -D'-E',      2.3B'=-  -D- F',      2.3C::-  -E  -  F  ; 

ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de   /  (4)rfM,  la  réduiront  à 
cette  forme 

r(4)  rfM  =z  -^  [-  D'(  6'  —  a')*-  E'(c'  -  a^y  -  ¥'(c'  -  b'Y]. 
j  2.0.7 

3**  On  aura  d'abord 

3.5A''zrz-D'  -E",      3.5B'        -  F  -H',      3.5C"=  -G  -  F  ; 

ensuite,  tirant  des  trois  dernières  conditions  les  valeurs  de  E",  G'\  K' , 
on  aura 

K'  r_.  -  2  .  3  H'  -2.3F',       G'  r:^  H'  -+-  F  -  E'  ,        F'  zzr  H'  -h  F  -  D^         • 

et  par  conséquent 

3.5  B'  ^  -  2  H' -  F  H-  D' ,     3.5  (r  ==  -  H'  -  2  F  ^  F . 

Les  coellicients  A",  B",  G",  F",  G",  K"  sont  donc  donnés  en  D',  E  , 
H",  V\  et,  ces  substitutions  étant  faites  dans  l'expression  de  /    6)  rfM, 
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elle  se  réduira  à  cette  forme 


/' 


(6 )  (IM  =z  -3-  [ D"(  b'  -  a»  )•  -f-  E"( c'  -  a')»  -  H"(  c'  -  b'  Y 
5.7.9  '• 


el  ainsi  de  suite. 
10.  Comme 

C  —  b^  =  c'—a'—(b^—a^ }, 

il  est  visible  que  les  valeurs  de  /(2jrfM,  /  (4)  û?M,.  ..  se  trouvent  ex- 
primées par  M  multipliée  par  des  fonctions  de  b'^  —  a^  et  c^  —  a^.  Si  Ton 
pouvait  tirer  de  l'induction  précédente  une  conclusion  générale,  il  s'en- 
suivrait que  la  quantité  V  du  n"  7  ci-dessus  pourrait  toujours  s'exprimer 
par  M  multipliée  par  une  fonction  de  b^  —  a^  et  de  c^  —  à^\  que  par  con- 
séquent, k  cause  de  M  =  ^  36o°  x  abc  (5),  on  aurait,  en  général,  rela- 
tivement aux  quantités  a,  b,  c  qui  entrent  dans  la  valeur  de  V, 

la  caractéristique  F  dénotant  une  fonction  des  deux  quantités  renfer- 
mées entre  les  crochets  et  séparées  par  une  virgule. 

Supposons  qu'en  mettant  a^  H-  e,  6^  -+-  e,  c'^  -f-  e  à  la  place  de  a*,  b^,  c^ 
dans  la  quantité  V,  elle  devienne  V,  e  étant  une  quantité  arbitraire,  on 
aura  donc  pareillement 


donc 


T  =  \/(-»f{-F)(-5) 


Ainsi,  si  Ton  peut  trouver  la  valeur  de  V  pour  une  valeur  quelconque 
de  e,  on  en  tirera  celle  de  V. 

11.  Pour  appliquer  à  cette  recherche  les  formules  données  dans  le 
Mémoire  cité  de  177^,  et  pour  rendre  les  dénominations  employées  dans 
ces  formules  conformes  k  celles  des  formules  précédentes,  nous  change- 
y.  83 
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rons  dans  celles-là  k  en  c^,  m  en  -j»  et  n  en  t^?  pour  que  l'équation  de 
Tellipsoide  soit  comme  ci-dessus 

X*        r'       z' 

a»  ^  6»  ^c^""    ' 

nous  y  changerons  ensuite  les  quantités  a,  6,  c,  qui  représentaient  les 
coordonnées  du  point  attiré  en/,  g^  h;  et  nous  conserverons  l'emploi 
des  quantités  r,  />,  y,  dont  la  première  représente  la  distance  du  point 
attiré  à  la  molécule  rfM;  les  deux  autres  représentent  les  angles  décrits 
par  ce  rayon. 

D'après  ces  dénominations  on  aura,  par  la  méthode  du  Problème  III 
du  même  Mémoire, 

/—  x=:  rsinpcosq^     g-  — j=  rsïnp  sinj,     h  —  z=:  rcosp, 

et 

rfM  =  r*  sinp  dp  dq  dr, 

et  par  conséquent 

rfV=  ,  ^  rdrsinpdpdq. 

Intégrant  d'abord  relativement  à  r  suivant  les  procédés  du  Problème  IV 
pour  les  points  extérieurs,  on  aura 

(  r^—  r'^)  sinp  dp  dq 

7. 

r'  et  r"  étant  les  deux  racines  de  l'équation  en  r,  résultante  de  la  substi- 
tution de 

/— rsin/>  cos^,     g— rslnps'mqj     A  — /cosp 

à  la  place  de  a?,  j,  z  dans  l'équation  du  sphéroïde.  On  intégrera  ensuite 
relativement  à/>  et  y,  et  l'on  prendra  les  intégrales  entre  les  limites  don- 
nées par  l'égalité  des  racines  r'  et  r";  mais  lorsque  l'équation  n'aur;i 
qu'une  racine,  alors  on  intégrera  depuis  y?  =  o  juvsqu'à  p  —  i8o*^  et  de- 
puis q  =  o  jusqu'à  q  =  i8o^,  suivant  les  règles  prescrites  dans  le  n^  5 
du  Mémoire  cité. 
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L'équation  en  r  devient 

Mr^— 2Nr-hP  =  o, 

en  supposant 


^ sin*/>  cos'g       sin*/i  sin*g       cos'/i 

^ fsinp  cosg       gsinpsinq       hcosp 


a 


6'  c» 


^  -+-  ?r  H-  -^  —  I. 


a' 


Les  deux  racines  r'  et  r"  sont  donc 


N±:v^>-MP, 


M 

de  sorte  qu'on  aura 

r*  —  r 


.      ,.,^4N^N»--MP. 


M' 


par  conséquent  la  valeur  de  d\  sera 


d\=: î-rjr|^ sitipdpdq. 

Ce  qui  rend  les  intégrations  qui  restent  à  faire  très-difficiles,  c'est  le  ra- 
dical; mais  ce  radical  disparaîtrait  si  P  =  o.  Or  on  peut  prendre  P  =  o 
dans  la  valeur  de  rfV  en  déterminant  convenablement  l'arbitraire  e. 

12.  Supposons  donc  que  dans  les  expressions  de  M,  N,  P  on  mette 
partout  a^-h  e,  b^-he,  c^-^-e  à  la  place  de  a^,  6^»  c^,  et  que  ces  expres- 
sions deviennent  alors  M',  N',  P';  on  aura  de  même  (10) 


rfV'= 5L-_ sinpdpdq. 

DonCt  si  l'on  prend  e,  en  sorte  que  P'  =  o,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 


'    « .  •      •  —  I  =  o, 


83. 
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alors  la  valeur  de  dV  se  simplifiera  et  deviendra 

rfV  ~  -jTjTj-  smp  dp  dq. 

De  plus,  dans  ce  cas  l'équation  en  r  deviendra 

M'r-2N'  =  o 

et  n'aura  plus  qu'une  seule  racine;  de  sorte  que  les  intégrations  relatives 
à  />  et  y  seront  indépendantes  et  devront  se  faire  depuis  p  =  o  jusqu'à 
p  =  180**,  et  depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  180^.  Ainsi  l'on  aura  la  valeur 
complète  de  V  par  cette  double  intégration  de  la  formule  suivante 

Jfsînpcosq       gsmpjmg  ^  àcospV 


/sin^pcos^q       sin'j?sin*ç        cosp  y 


qu'on  peut  réduire  à  celle-ci  plus  simple 

ffcosq        ffsincfX'   .  ,         /     A     \»       , 
{—, ^ -+- -^^ — ^1  sin»p-h    -; )   cos'w 

2 ; ^ siïïpdpaQ, 

/sm^pcos^q       sm^psin^q       cos^py  r   r    ^ 

par  la  raison  que  toute  formule  telle  que  Qcospdp,  où  Q  serait  une 
fonction  rationnelle  de  sin^p  et  cos^ç',  étant  intégrée  depuis /?~o  jus- 
qu'à p  =  180**,  donne  un  résultat  nul. 

L'intégrale  relative  à  p  n'a  aucune  difficulté;  il  n'y  a  qu'à  faire 
Qosp  =  w,  et  l'on  aura  une  différentielle  rationnelle  en  m,  mais  dont 
l'intégrale  renfermera  un  arc  de  cercle;  l'intégrale  relative  à  ç'  se  trou- 
vera de  la  même  manière  en  faisant  tangy  =^  t,  et  sa  valeur  complète 
sera  algébrique;  ainsi  il  y  a  de  l'avantage  à  commencer  par  cette  der- 
nière; mais  l'intégration  suivante  relative  à  q  dépendra  alors  de  la  recti- 
fication des  sections  coniques. 

Au  reste,  comme  la  propriété  que  nous  avons  trouvée  par  induction 
dans  le  n^  10  a  été  démontrée  rigoureusement  par  Laplace  et  Legendre, 
les  résultats  précédents  doivent  aussi  être  regardés  comme  rigoureux. 
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LA  MÉTHODE  D'INTERPOLATION. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- Letttvs 

de  Berlin,  années  179a  et  1793.) 


La  méthode  d'interpolation  est,  après  les  logarithmes,  la  découverte 
la  plus  utile  qu'on  ait  faite  dans  le  calcul;  elle  est  surtout,  comme  les 
logarithmes,  d'un  usage  immense  dans  l'Astronomie,  où  elle  sert  non- 
seulement  pour  remplir  dans  les  Tables  les  lieux  intermédiaires  entre 
ceux  qu'on  a  calculés  directement,  mais  encore  pour  suppléer  dans  une 
suite  d'observations  à  celles  qui  manquent.  Lorsque  les  nombres  donnés, 
entre  lesquels  il  s'agit  d'insérer  des  nombres  intermédiaires,  sont  en  pro- 
gression arithmétique,  il  est  naturel  de  supposer  que  les  termes  inter- 
médiaires forment  aussi  une  même  progression  arithmétique  avec  les 
nombres  donnés.  Il  n'y  a  donc  alors  qu'a  insérer  des  moyens  arithmé- 
tiques entre  les  nombres  donnés  :  c'est  en  quoi  consiste  la  méthode  des 
parties  proportionnelles  dont  l'usage  parait  connu  de  tout  temps. 

Mais  cette  méthode  si  simple  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les 
nombres  donnés  croissent  ou  décroissent  également,  c'est-k-dire  par  des 
différences  constantes.  Si  ces  différences  ne  sont  pas  constantes,  on  ne 
peut  pas  supposer  non  plus  que  celles  des  termes  intermédiaires  le 
soient,  et  la  question  se  réduit  alors  à  trouver  la  loi  de  l'augmentation 
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ou  diminution  des  nombres  donnés  pour  pouvoir  y  assujettir  aussi  les 
nombres  intermédiaires  :  c'est  l'objet  de  la  méthode  d'interpolation. 

(]e  qui  se  présente  de  plus  simple  dans  cette  recherche,  c'est  d'exa- 
miner si  les  différences  des  nombres  donnés  forment  elles-mêmes  une 
progression  arithmétique;  dans  ce  cas  il  est  visible  qu'on  peut  appli- 
quer la  méthode  des  parties  proportionnelles  à  la  suite  des  différences, 
ensuite  il  n'y  aura  qu'à  remonter  de  cette  suite  à  celle  des  nombres 
cherchés.  De  même,  si  les  différences  des  nombres  donnés  ne  formant 
pas  une  progression  arithmétique,  les  différences  de  ces  différences, 
qu'on  appelle  différences  secondes,  en  forment  elles-mêmes  une,  on 
pourra  trouver  les  termes  intermédiaires  de  cette  dernière  suite,  et  re- 
monter de  la  successivement  à  celle  des  différences  premières  et  enfin 
à  celle  des  nombres  à  interpoler.  C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondée  la 
Théorie  ordinaire  de  l'interpolation ,  laquelle  se  réduit  ainsi  à  la  solu- 
tion de  ce  Problème  : 

Étant  donnée  une  suite  de  termes  dont  les  différences  d'un  ordre  quel- 
conque soient  constantes,  trouver  un  nombre  quelconque  de  termes  inter- 
médiaires qui  suivent  la  même  loi, 

iMouton,  Astronome  de  Lyon,  est  le  premier  qui  ait  envisagé  l'inter- 
polation sous  ce  point  de  vue,  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Obsen^ationes 
diametroruni  Solis  et  Lunœ,  etc.,  et  imprimé  à  Lyon  en  1G70.  Ayant  en- 
trepris de  calculer  une  Table  des  déclinaisons  du  Soleil  pour  chaque 
degré  el  minute  de  longitude,  il  a  vu  qu'on  pouvait  se  contenter  de  la 
calculer  directement  do  degré  en  degré,  et  de  l'étendre  ensuite  de  n)i- 
nute  en  minute  par  la  méthode  des  différences.  Il  explique  par  diffé- 
rents exemples  l'usage  de  cette  méthode,  et  il  donne  d'après  François 
Regnaud,  à  qui  il  avait  proposé  cette  question,  un  procédé  général, 
mais  très- long,  pour  trouver  la  loi  des  termes  à  interpoler  dans  une 
Table  dont  les  ternies  ont  des  dill'érences  constantes  d'un  ordre  donné. 

Il  paraît  néanmoins  que  la  Théorie  de  l'interpolation  est  plus  an- 
cienne; et  il  est  bien  naturel  de  p^'user  en  elîét  qu'elle  a  dû  se  présenter 
aux  premiers  calculateurs  des  Tables  trigonométriques  et  logarilhmi- 
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ques,  vu  les  secours  prodigieux  qu'elle  offre  dans  ces  sortes  de  calculs. 
Aussi  je  trouve  que  Henri  Briggs,  qui  a  calculé  le  premier  les  loga- 
rithmes des  nombres  naturels  depuis  l'unité  jusqu'à  20000,  et  depuis 
90000  jusqu'à  looooo,  propose,  pour  remplir  la  lacune,  une  méthode 
d'interpolation  fondée  sur  la  considération  des  différences  successives, 
qu'il  dit  avoir  employée  avec  succès  dans  la  construction  du  Canon  trigo- 
nométrique  pour  les  sinus  et  tangentes  des  degrés  et  centièmes  de  degré. 
{Voyez  le  Chapitre  XIH  de  son  Arithmetica  logarithmica,  et  le  XH*  de  sa 
Trigonometria  Britannica.  )  Cette  méthode,  dont  Briggs  donne  les  résul- 
tats sans  démonstration,  a  été  ensuite  généralisée  par  Cotes  dans  sa  Ca- 
nonotechnia  sive  constructio  tabidarwn  per  differentias;  mais  ce  dernier 
a  également  supprimé  la  démonstration  de  ses  formules,  et  je  ne  connais 
personne  qui  jusqu'ici  ait  entrepris  d'y  suppléer;  ce  qui  vient  peut-être 
de  ce  que  d'un  côté  ces  formules  sont  un  peu  compliquées,  et  de  l'autre, 
de  ce  que  l'usage  en  a  été  abandonné  depuis  que  Newton  en  a  proposé 
de  plus  simples,  fondées  sur  la  considération  des  courbes  paraboliques. 

Tout  le  monde  connaît  la  formule  de  Newton  pour  trouver  une  ordon- 
née quelconque  d'une  courbe  parabolique,  par  les  différences  successives 
des  ordonnées  équidistantes;  c'est  celle  dont  on  se  sert  journellement  en 
Astronomie  pour  interpoler  les  lieux  des  Planètes.  Cette  formule  donne 
en  effet  tout  de  suite  le  terme  que  l'on  cherche,  et  est  par  conséquent 
très-utile  pour  calculer  la  valeur  de  quelques  termes;  mais,  comme  elle 
demande  un  calcul  particulier  pour  chaque  terme,  elle  est  peu  commode 
pour  construire  des  Tables,  où  l'on  aurait  un  grand  nombre  de  termes 
consécutifs  à  interpoler;  au  lieu  que  la  méthode  de  Mouton,  qui  consiste 
à  déterminer  par  les  différences  de  la  série  donnée  celles  de  la  série  in- 
terpolée, et  à  remonter  de  celles-ci  aux  termes  de  cette  série,  a  l'avan- 
tage de  réduire  tout  le  calcul  à  des  additions  successives;  ce  qui  doit  la 
rendre  aussi  propre  pour  la  construction  des  Tables  que  celle  de  Newton 
Test  peu. 

Mais  la  difficulté  est  de  trouver  ces  différences,  quel  que  soit  le  nom- 
bre des  termes  à  interpoler  et  l'ordre  des  différences  constantes  de  la  série 
primitive.  Mouton  a  fait  le  premier  cette  remarque  importante  que,  dans 
V.  84 
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une  série  qui  conduit  k  des  différences  constantes  d'un  ordre  quelcon- 
que, si  Ton  prend  tes  termes  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  en  Iroîs,  ou,..., 
on  a  une  série  du  même  genre,  mais  dont  la  différence  constante  est  égale 
à  la  différence  constante  de  la  première  série  multipliée  par  le  nombre  2, 
ou  3,  ou  4»  •  •  •  élevé  à  une  puissance  égale  à  l'exposant  de  Tordre  de  U 
différence  constaiîte.  D'où  il  a  conclu  réciproquement,  qu'en  insérant 
dans  une  série  à  différences  constantes  des  termes  intermédiaires  qui  di- 
visent chaque  intervalle  en  2,  3,  [\,...  parties,  la  nouvelle  série  aura  des 
différences  constantes  du  même  ordre  que  celles  de  la  série  donnée,  et 
qui  seront  égales  a  celles-ci  divisées  par  les  nombres  2,  3,  4»--«  élevés  à 
la  puissance  dont  l'exposant  indiquera  l'ordre  des  différences  constantes. 
On  peut  donc  trouver  ainsi  la  différence  constante  de  la  série  interpolée, 
et  il  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  les  différences  des  ordres  inférieurs,  et 
même  il  suffit  d'avoir  les  premiers  termes  des  suites  de  ces  différences. 
Mouton  ne  donne  pour  cela  que  quelques  règles  particuliëi'es  sans  dé- 
monstration, et  il  renvoie  pour  la  solution  générale  a  la  méthode  de  Re- 
gnaud,  qui  consiste  à  construire  une  série  dont  les  différences  d'un  ordre 
donné  soient  constantes,  à  prendre  cette  série  pour  la  série  interpolée,  et 
à  comparer  ses  termes  pris  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  ou,... 
avec  ceux  de  la  série  donnée  à  interpoler,  suivant  qu'on  veut  partager 
l'intervalle  d'un  terme  à  l'autre  en  deux,  en  trois  ou  en  un  nombre  plus 
}î:rand  de  parties;  mais,  quoiqu'on  puisse  toujours  de  cette  manière  ré- 
soudre la  question  dans  clKHjue  cas,  il  reste  néanmoins  a  trouver  des 
formules  générales.  Lalandc»  est,  je  erois,  le  seul  qui  en  ait  cherehé  pour 
les  eas  de  la  seconde  et  de  la  troisième  différence  constante,  dans  un 
Mémoire  sur  les  interpolations  imprimé  parmi  ceux  de  TAcadéniie  des 
Sciences  de  Paris  pour  1761.  Sa  méthode  est  a  proprement  parler  celle 
de  Regnaud  réduite  en  Analyse,  et,  si  l'on  voulait  l'appliquer  aux  séries 
dont  les  différences  constantes  seraient  d'un  ordre  supérieur  au  troi- 
sième, on  tomberait  dans  des  calculs  longs  et  peut-être  impraticables;  à 
plus  forte  raison  serait-il  comme  impossible  de  parvenir  par  celte  voie  à 
la  solution  générale  pour  des  différences  constantes  d'un  ordre  quelcon- 
que. J'ai  donné  en  1772  une  formule  <iui  renferme  celte  solution  dans 
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un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Sur  une  nouvelle  espèce  de  calcul^  et  qui  est 
imprimé  dans  le  volume  de  cette  année  (*);  mais,  comme  je  ne  pensais 
pas  alors  à  Tusage  dont  elle  pouvait  être  pour  les  interpolations,  je  ne 
cherchai  pas  à  développer  cette  formule. 

Je  crois  donc  devoir  revenir  sur  cet  objet,  et  donner  ici  une  solution 
complète  du  Problème  dont  il  s'agit,  pour  servir  de  Supplément  au  Mé- 
moire cité.  La  méthode  que  j'ai  employée  dans  ce  Mémoire  est  fondée  sur 
une  analogie  singulière  qui  a  lieu  entre  les  exposants  des  puissances  et 
les  indices  du  rang  des  termes  dans  une  série,  ou  de  Tordre  des  diffé- 
rences de  ces  termes,  en  vertu  de  laquelle  on  peut  traiter  ces  indices 
comme  si  c'étaient  des  exposants,  et  y  appliquer  les  mêmes  règles.  Je  ne 
m'arrêterai  pas  ici  a  démontrer  cette  analogie,  dont  on  peut  aisément 
vérifier  les  résultats  par  les  méthodes  connues;  je  me  contenterai  de  m'en 
servir,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait,  comme  d'un  instrument  propre  à  décou- 
vrir des  formules  qu'on  ne  pourrait  trouver  par  les  moyens  ordinaires 
qu'en  connaissant  leur  forme  d'avance;  je  l'emploierai  même  ici  d'une 
manière  plus  simple  et  plus  uniforme,  ce  qui  servira  a  donner  encore  à 
ce  nouvel  instrument  d'Analyse  un  plus  grand  degré  de  perfection. 

1 .  Pour  distinguer  les  indices  des  exposants,  je  les  placerai  au  bas  des 
quantités,  comme  ceux-ci  le  sont  au  haut;  on  suivra  d'ailleurs  le  même 
algorithme  pour  les  uns  et  les  autres. 

Soient  donc 

TT        T        T  TP        TP  T 

les  termes  consécutifs  d'une  série  quelconque,  et 

Ui,     MJiy     1^3,  •   •   •  f 

les  différences  successives  de  ces  termes,  c'est-à-dire  D|  la  différence  pre- 
mière T,  — To,  Dj  la  différence  seconde  Ta  —  2T1  -hTo,  D,  la  différence 
troisième  T»  —  STj  -f-  3T,  —  T©,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  sur-le-champ 
l'expression  de  la  différence  m'^'^  par  l'opération  suivante. 

(*)  OEuvres  cie  Lagrange,  t.  HI,  p.  44 1* 

84. 
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Puisque 


D.  =  T.  -  T 


•9 


en  élevant  les  deux  membres  à  rindice  m,  on  aura 

D«  =  (T.-T.)«; 

développant  le  second  membre  comme  un  binôme,  en  mettant  les  expo- 
sants au  bas  pour  servir  d'indices,  on  aura 

2  2,6 

formule  connue  et  qu'on  peut  trouver  par  induction. 

Si  Ton  fait  m  =  o,  on  a 

D,  =  T., 

d'où  il  s'ensuit  que  le  terme  Do  qui  doit  précéder  le  terme  D|  dans  la  série 
des  différences  est  égal  k  To. 

Si  l'on  fait  m  négatif,  les  différences  se  changent  en  sommes;  de  sorte 
que  désignant  les  sommes  de  différents  ordres  par 

Oif   Sî,  Ss»  •  •  •  » 

on  aura 

par  conséquent,  en  changeant  m  en  —  m,  on  aura 

^  —T  _i_  r^T    .  m(m -h|i)^ 

3m  =  l_«  -h  m  1  _«_,  H '—  T_«_,  -h . . . , 

2 

formule  connue  aussi. 

2.  Si  au  contraire  on  veut  avoir  l'expression  d'un  terme  quelconque  T„ 
par  le  moyen  des  différences,  on  reprendra  l'équation 

D.  =  T.  -^  T., 

laquelle  donne 

T.  rr:  T.  -h  D, 
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ou  bien,  en  mettant  pour  To  le  terme  Do  qui  lui  est  égal, 

T.=:D.-hD,; 

élevant  k  l'exposant  ou  indice  n,  on  aura  de  même 

T,  =  (D.-4-D.)„ 

et  développant  par  la  formule  du  binôme,  en  ayant  soin  de  mettre  les 
exposants  au  bas  pour  servir  d'indices, 

2  2.0 

OÙ  Ton  se  souviendra  que  Do  est  la  même  chose  que  T©.  C'est  la  formule 
différentielle  de  Newton,  dont  on  se  sert  communément  pour  les  inter- 
polations, en  donnant  à  l'indice  n  des  valeurs  fractionnaires. 

Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  on  peut  construire  cette  formule  par 
des  additions  successives;  la  manière  la  plus  simple  est  de  ranger  les 
différences 

D#,    1J|,    lia,   iJj,  •  .  . 

dans  une  ligne  horizontale,  et  de  former  au-dessous  successivement  d'au- 
tres lignes  correspondantes,  en  faisant  chaque  terme  de  ces  lignes  égal 
a  la  somme  de  celui  qui  est  au-dessus  et  de  celui  qui  est  k  la  droite  de 
celui-ci  dans  la  ligne  immédiatement  supérieure;  la  première  ligne  ver- 
ticale contiendra  par  ordre  les  termes  D©  ou  T©,  T^  Tj,  T,, On  peut 

ainsi,  quand  la  série  des  différences  se  termine,  ce  qui  a  lieu  pour  toutes 
les  suites  qui  conduisent  k  des  différences  constantes,  construire  une 
Table  aussi  étendue  que  l'on  voudra,  pour  avoir  successivement  tous  les 
termes  de  la  suite  proposée. 

Mais  ce  moyen  mécanique  ne  peut  plus  être  employé  lorsque  le  nom- 
bre n  est  fractionnaire.  Alors  il  faut  calculer  chaque  terme  séparément 
par  la  formule  (B),  en  donnant  successivement  k  n  les  valeurs  conve- 
nables; ainsi,  s'il  était  question  d'interpoler  partout  un  terme  entre  deux 
termes  consécutifs  de  la  série 

l»,    ii,    -la,  •  •  • , 
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il  faudrait  trouver  les  valeurs  des  termes 


?        T        ? 


en  faisant  successivement 


I    3   5 

2      2      2 


et  ainsi  des  autres  cas  semblables.  La  méthode  de  Mouton  a  TayanUige 
de  réduire  tous  ces  cas  au  premier,  et  de  rendre  par  conséquent  le  pro- 
cédé des  additions  successives  applicable  aux  interpolatioio»,"  comme 
nous  le  verrons  plus  bas. 

3.  Si  Ton  voulait  que  la  formule  (B)  fût  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances mêmes  de  n,  ce  qui  en  rendrait  peut-être  Tusage  plus  eommade 
dans  le  cas  de  n  fractionnaire,  rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  lui  donner 
cette  forme  par  le  moyen  de  notre  Analyse. 

On  n'a  qu*k  reprendre  l'équation 

T.=:D.-+-D„ 

et  récrire  d'abortf  ainsi        ; 

Ti  =  D,(i4-D.); 

ce  qui  est  la  même  chose,  puisque 

D.  X  D.  ==r  DoH-.  =  D., 

en  observant  pour  les  indices  les  lois  des  exposants;  on  transformera 
ensuite  i  -hD,  en  e^''*^''*'^'\  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique désigné  par  log  est  l'unité;  ce  qui  donnera 

T.  =:D.  xe'*^»^'^'*^ 

et,  élevant  les  deux  membres  à  l'exposant  ou  indice  /i, 


** 
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or  on  a  par  les  formules  connues 

^io,(,-HD.)  =  i^n  log(i  -h  D.)  -4-  ^  [log(i  -h  D.)p  -f-  -^  [log(i  -4-  D,)]»  -4- ...  ; 
donc  on  aura 
(C)     T.  =  D.  +  »log(i-t-D,)+  -[log(n-D,)]'  +  -^[Iog(i+D,)'  +  ..., 

2  2  •  O 

j'ai  négligé  ici  de  multiplier  par  D©  les  termes  qui  contiennent  des  puis- 
sances de  log(i  -hD,),  parce  que  cette  multiplication  n*y  apporterait 
aucun  changement,  l'indice  o  ne  pouvant  rien  changer  à  ceux  auxquels 
il  se  trouverait  ajouté. 

Maintenant  il  n'y  aura  qu'à  développer  log(i  +  D,  )  par  les  formules 
ordinaires,  et  l'on  aura 


T„=:D.-4-/i  ^D,-iD,-h|D,-...^ 
^|(D.-iD,^lD3-...)' 


où  il  reste  encore  à  développer  les  puissances  de 

D, -iD,-4-iD5~... 

2  3 

à  la  manière  ordinaire,  en  traitant  les  indices  comme  des  exposants. 
Cette  formule  ne  sera  donc  que  le  développement  de  la  formule  (B)  en 
effectuant  les  multiplications  et  ordonnant  suivant  les  puissances  de  n; 
mais,  de  la  manière  dont  elle  est  présentée,  on  y  voit  la  loi  des  termes 
qu'il  serait  très-difficile  de  découvrir  par  le  développement  dont  il  s'agit. 

4.  Au  reste  la  formule  (C)  donne  le  moyen  de  trouver  d'une  manière 
générale  l'expression  de  la  différence  d'iin  ordre  quelconque  de  toute 
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série  algébrique  dont  le  terme  général  T„  serait  de  la  forme 


n*  ^        n* 


T„  =  P.  -h  /iP,  -+-     -  P,  H 5  P,  -4-  .  .  ., 

S(  2.3 

Po,  Po  P2.  • .  •  étant  des  cociBcients  donnés,  et  n  étant  supposé  successi- 
vement o,  1 ,  2,  3, Car,  en  comparant  cette  expression  de  T^  à  celle 

de  la  formule  (C),  on  aura 

p.  zr:  D,  =  T.,    P.  =  log  I  -h  D.  ),    P,  =  [log{i  -+-  D. )]S . . . , 
et,  en  général, 

P,  =  [log(i4-D.)]'. 

Cette  équation  donne 


P,  =  log(  iH-  D,  ),     I  -4-  D.  =  e"*»  =  I  -h  P,  -h  -  P,  -h  ^  P,  -h . . .  ; 

2  2.0 


donc 


D.  =  P.-i--P,4--^P,-i-..., 

2  2.3 


et  de  là,  pour  un  indice  quelconque  5, 

où  il  n'y  aura  qu'à  développer  la  puissance  s,  en  convertissant  les  expo- 
sants de  P  en  indices,  et  observant  relativement  à  ces  indices  les  mêmes 
lois  que  pour  les  exposants.  Cette  formule  peut  être  utile  dans  quelques 
occasions;  elle  l'est  suntout  pour  transformer  une  série  de  la  forme 

P.-+-/iP,-H-P,-h-^P,-h... 

2  2.3 

en  une  série  équivalente  de  la  forme 

-^  _        n(n  —  i)^       w(/i  — 1)  (/i  — 2)  ^ 

D.  4-  wD,  H ^ D,  H — ^  D,  4- 

2  2.3 
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5.  Considérojis  maintenant  deux  séries  correspondantes,  Tune  repré- 
sentée par 

dont  les  différences  successives  soient 

D.,  D„  Du  D„... 
comme  plus  haut,  l'autre  représentée  par 

*0,      'l,      'j,      '»,••• 

et  dont  les  différences  successives  soient 

M»,     U|,     tfj,     U3,.   .   .^ 

supposons  que  les  termes  de  la  première  série  soient  identiques  avec  les 
termes  de  la  seconde  pris  à  des  intervalles  égaux,  de  manière  que  Ton 
ait,  en  général, 

**  — —  *m*» 

c'est-k-dire  que  si  par  exemple  m  =  2  on  ait 

si  m=  3  on  ait 

et  ainsi  de  suite;  on  propose  de  trouver  la  relation  entre  les  différences 

Do,  D,,  Da,...  et  les  différences  d^,  rf,,  rf^, 

L'équation 

Ts  =  U 

se  réduit,  en  extrayant  la  racine  5,  à 

T,  =  /., 

et,  mettant  pour  T,  sa  valeur  Do  +  D,  (2)  de  même  que  pour  t,  sa  valeur 

do-hd,,  elle  donnera 

D.-f-D.  =  (rf.+  rf.),; 

d'où  Ton  tirera  la  valeur  de  D,  en  d,,  ou  de  d,  en  D,  suivant  qu'on  vou- 
V.  85 
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dra  avoir  les  différences  de  la  première  série  exprimées  par  celles  àt  la 
seconde»  ou  réciproquement. 

6.  Nous  aurons  d'abord 

D.  =  (d,-i-rf,)«-D.; 
mais 

D.  =  Tg  =  lg  =  d.; 

donc  é    i 

et»  élevant  à  l'indice  s^ 

Or  {d^-^di)n  ^  développe  dans  la  série 

,  ,       m(m  —  i)  ,       m(m— 4)(m  —  2)   . 

a  2.3 

donc»  faisant  cette  substitution»  on  aura 


( 


-.,  *v       r     j       m(m  — i)j       m(m  —  i)(m  —  2)  ,  1 


(Ml  déveroppera  le  second  membre  de  cette  équation  comme  si  c*était  la 
puissance  s^'^  d'un  polynôme  en  d,  en  ayant  soin  de  placer  toujours  au 
bas  de  la  lettre  d  les  exposants  qui  devraient  affecter  la  quantité  d  suivant 
les  règles  des  exposants. 

Ainsi»  si  l'on  suppose,  pour  abréger, 

[/n(m  — I)     ,      mfm  —  i)(m  —  2)    ,  1' 

2  2.3  J 

on  aura  sur-le-champ 

D,  =  kd,  -4-  Brf,^,  -h  Crf,^.,  -h  Erf,^,  -f- 

Cette  formule  peut  servir,  comme  Ton  voit,  à  trouver  les  différences 
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de  tous  les  ordres  d'une  série  proposée  dans  laquelle  on  ne  prendrait 
les  termes  que  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  en  trois,  ou,  en  général, 
de  m  en  m. 

A  l'égard  des  coefficients  A,  B,  C,...,  on  peut  les  trouver  par  le  déve- 
loppement de  la  puissance  s  du  polynôme,  ou  bien  par  la  comparaison 
des  termes  qui  contiendront  les  mêmes  puissances  de  x,  après  avoir  pris 
les  dilTérentielles  logarithmiques  des  deux  membres.  Ce  dernier  procédé 
donne  les  formules  suivantes  dont  la  loi  se  présente  d'elle-même 

A  =  m', 


ç, 2j(m— i}(m  —  2)  .        s  —  \  m  —  i 

2                      2.Û                                        2  2 

„ 3*  (m  —  1 1  (m  —  2)  (m  —  3)  2S  —  i  (m  —  i  )  (m  —  2)          s  —  2  m  —  i  ^ 

3                   2.3.4  ^                  2-3                        3          2        "' 


7.  La  même  équation 

D.    -hD,    =(rf,    -hrf,);„, 

en  extrayant  pour  ainsi  dire  la  racine  m,  donnera  celle-ci 

rf. -^-rf,  =  (D. -f^D.Ji, 


m 


d'où  l'on  tire,  à  cause  de  rf^  =  Do, 


fl^,  r=(D. -f-D.),   -D., 


m 


et  de  là 

rf.  =  [(D.H-D,),  -D,]„ 


m 


formule  qu'on  développera  comme  la  précédente;  et  il  est  clair  qu'il  n'y 

85. 
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aura  pour  cela  qu*à  changer,  dans  les  formules  du  numéro  précédent, 

D  en  </  et  m  en  —  •  Ainsi  Ton  aura,  eh  général, 


d»  =  aD,  -¥■  tD*4.,  4-  cD^,  -4-  eD,^^  -4- 


en  faisant 


I  ' 

m* 


.  I  —  m 

6  =  « a, 

2in 


a«  (i  —  m)(i  — am)     •     «  — i  i  — m. 
c  = 5 — ;- a  H 0, 


2.3  m'  2        2m 


. 3£  (i— m)(i-— 2in)(i— 3m)         2^'— i  (1— -m)(i~2m)  .       s  —  2  1 — m  • 

3  2.3.4''(*  3  2.3m*  3        am     * 


Ces  formules  renferment  la  solution  générale  du  throblëme  de  Mouton. 
En  effet,  si  Ton  a  k  interpoler  la  série 

■l»,    •'•if    *a>  •  •  •» 

dont  les  différences 

sont  connues,  et  qu'on  veuille  partager  en  m  parties  chaque  intervalle 
d'un  terme  k  l'autre  en  y  insérant  m  —  i  termes  intermédiaires  qui 
soient  liés  entre  eux  et  avec  ceux  de  la  série  donnée  par  une  même  loi, 
en  supposant  que 

soit  la  nouvelle  série  interpolée,  il  faudra  par  les  conditions  du  Problème 
que  les  termes  de  cette  série,  pris  de  m  en  m,  coïncident  avec  les  termes 
de  la  série  donnée,  en  sorte  qu'on  ait 

ce  qui  est  l'équation  fondamentale  d'où  nous  sommes  partis  pour  la  so- 


# 
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lution  (lu  Problème  que  nous  venons  de  traiter  (5).  Ainsi  Ton  aura  par 
les  formules  ci -dessus  l'expression  de  la  différence  d'un  ordre  quel- 
conque s  de  la  série  interpolée,  au  moyen  des  différences  données  de  I» 
série  proposée.  On  connaîtra  donc  par  Ik  les  différences  successives 

de  la  série 

dont  le  premier  terme  /^  =  To,  et  au  moyen  de  ces  différences  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  termes  de  cette  série  par  des  additions 
successives,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n**  2,  parce  qu'en  employant 
ces  différences,  un  terme  quelconque  /„  de  la  série  dont  il  s'agit  sera 
exprimé  par  la  formule 

2  2.3 

dans  laquelle  n  sera  un  nombre  entier  comme  dans  le  n'^  2. 
8.  Si  D^  est  la  dernière  différence  de  la  série  donnée 

en  sorte  que 

on  aura  : 

1^  En  faisant  s  =  r, 

c/r  =  aDr     et     «=—-: 

ce  qui  s'accorde^ avec  ce  que  Mouton  avait  trouvé  par  induction. 
2^  En  faisant  *  =  r  —  i , 

j  r.  trk  .  *  A        {r— i)(i  — m) 

3^  En  faisant  s  =  r—  2, 
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et 

(r  —  2)(i  —  m)(i  —  2mj        (r— 2)(r— 3)(i  —  m)*^ 

^'  ""  2.3  m''  '  Sm^^  ' 

et  ainsi  de  suite.  A  l'égard  des  différences  plus  hautes  que  la  r^*'»»*,  elles 
seront  toutes  nulles,  comme  on  le  voit  par  la  formule  en  faisant  j>r. 
Ainsi  il  suffira  de  chercher  les  valeurs  de  rf^,  rfj»  rfj»...  jusqu'à  d^x  et 
Ton  pourra  ensuite  employer  les  additions  successives  pour  former  et 
continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  la  Tahle  des  termes  /o*  ^i»  ^s* 

9.  Si  dans  la  formule  f  D;  du  n**  6  on  fait  m  infiniment  grand,  et  par 
conséquent  les  différences  représentées  par  </ infiniment  petites,  on  aura 
la  relation  entre  les  différences  finies  et  les  différentielles  d'une  fonction 
quelconque.  Considérant  donc  une  fonction  y  de  x,  dont  les  différences 
finies  soient  désignées  par  Dj,  et  les  différentielles  par  dy^  celles  de  x 

l'étant  de  même  par  Do;  et  dx\  il  n'y  aura  qu'à  faire  m  =  -y—»  et  écrire 

D/,  dy  au  lieu  de  D  et  rf,  en  plaçant  suivant  l'usage  les  indices  de  l'ordre 
des  différences  et  des  différentielles  au  haut  des  lettres  D  et  rf.  On  aura 
ainsi 

-^,    _/I).r^/>         Dx^d^y        ï>x^d\r  y 

\    (Tx  ->.  (ix^  2 . 3  dx*       '  '  •  j  '' 

où  il  n'y  aura  qu'à  développer  le  second  membre  comme  une  puissance  .^ 

D  V  dy 

du  polynôme  -^— ^  -f-...,  en  ayant  soin  d'écrire  d'^^y  ^u  lieu  de  id"^y  ". 

Par  cette  formule  on  peut  trouver  les  différences  finies  de  tous  les 
ordres  au  moyen  des  différontielles,  et,  si  l'on  fait  5  négatif,  ce  qui  chan- 
gera les  différences  en  sommes  et  les  différentielles  en  intégrales,  on 
aura  la  somme  d'un  ordre  quelconque  des  termes  d'une  série  par  les 
intégrales,  et  les  différentielles  de  la  fonction  qui  exprime  le  terme  gé- 
néral de  la  série. 
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10.  Réciproquement,  si  dans  la  même  formule  (D)  on  change  D  en  d 
et  /w  en  —  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n®  7,  et  que  par  conséquent 
suivant  l'hypothèse  du  numéro  précédent,  on  écrive  dy  au  lieu  de  D,, 
D'j  au  lieu  de  d,  et  ^r  ^^  '^^^  ^^  ^^*  q^i  devient  alore  une  quantité  infi- 
niment petite,  on  aura 


(F) 


où  il  faudra  de  même  développer  le  second  membre  comme  une  puis- 
sance Sy  en  ayant  soin  d'écrire  D'"'*j  au  lieu  de  (D'^y)". 

Cette  formule  donnera  les  différentielles  de  tous  les  ordres  d'une  fonc- 
tion quelconque  par  le  moyen  de  ses  différences  finies,  et,  si  l'on  fait 
s  négatif,  elle  donnera  les  intégrales  de  la  fonction  par  le  moyen  des 
sommes  et  des  différences  des  valeurs  de  la  même  fonction  répondantes 
aux  valeurs  de  x  dont  D^  est  la  différence  finie;  ce  qui  revient  à  la  dé- 
termination des  aires  par  les  ordonnées  équidistantes.  j  Voyez  là-dessus 
le  Mémoire  cité  dans  le  volume  de  1772  (*  j. 


11.  On  peut  traiter  par  les  mêmes  principes  les  séries  doubles,  tri- 
ples, . . . ,  c'est-à-dire  celles  dont  les  termes  varient  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs manières  différentes,  et  qui  forment  des  Tables  à  double,  à  triple 
entrée,....  Soit,  par  exemple,  la  série  double 


T... 

T... 

T,.. 

T... 

T..., 

T.., 

T,.. 

T.,, 

T,., 

T.,., 

T.,, 

T,,, 

T.,, 

T.., 

T..„ 

T.,, 

T,., 

T,,, 

*  3,J» 

T,.„ 

T... 

T,.4 

T,. 

T.., 

^4,4» 

dans  laquelle  un  terme  quelconque  comme  T;„,„  a  deux  indices,  le  pre- 
mier m  pour  marquer  son  rang  dans  la  direction  horizontale,  et  le  se- 
cond n  pour  marquer  son  rang  dans  la  direction  verticale. 


(*)  OE  livre  s  de  Lagrange,  t.  UI,  p.  44»- 
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Si  l'on  désigne  de  même  par 

et,  en  générait  par  D^^n  les  différences  successives  de  ces  termes,  de  ma- 
nière que  le  premier  indice  m  indique  des  différences  prises  dans  le  sens 
horizontal,  et  le  second  n  des  différences  prises  dans  le  sens  vertical ,  on 
aura 

Di,«  =  Ti,»  ^-  T»,# 

Di,#  =  Ti,#  —  2T1.»  -f-  T»,# 


Dt.i  =  T»,j  —  aTt,,  -f-  T#,# 


i^M  —  Ti,i  — ^Ti.i  —  (T|,t  —  Ti,i)  —  Ti,t  —  T|,#  —  T#,i  -h  Ti,t 
•;•••• • » 

et  ainsi  de  suite;  et  l'on  pourra  trouver  tout  de  suite  Texpression  de  D 
par  une  opération  semblable  à  celle  du  n^  1 . 

12.  Car,  puisque 

on  aura  d'abord,  en  élevant  aux  indices  m  et  n, 

et,  multipliant  ces  équations  Tune  par  l'autre,  en  observant  de  rapporter 
toujours  les  premiers  indices  aux  premiers  et  les  seconds  aux  seconds,  ii 
viendra 

c'est-à-dire,  en  développant  d'abord  les  deux  facteurs, 

L  2  J 

(G)  ( 

L  2  j 
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Maintenant  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  le  produit  de  ces  quantités,  en  ob- 
servant la  règle  prescrite»  et  l'on  aura 

lï     -T  ^T  .    m(m  — i)^ 

^m,n  —   *  m,n         »'•  *  m— i,b  ~t~  Im— 2,ii         •  •  • 

2 

—  n  i«.w-i  -+-  nrn  ifl,_i,„_,  —  n i«_j,„_j  -t- . . . 

2 

n(n-i)  n{n-i)  ■ 


13.  Réciproquement  on  aura  l'expression  d'un  terme  quelconque  T!m,n 
par  les  différences,  au  moyen  des  équations 

T...  =  Do..  -+-  D.,0     et     T...  =  D.,0  -+-  D«., , 
à  cause  de 

comme  il  résulte  de  la  formule  précédente;  car,  en  élevant  d'abord  la 
première  a  l'indice  m  et  la  seconde  à  l'indice  n,  les  multipliant  ensuite 
l'une  par  l'autre,  on  aura 

d'où  l'on  tirera  comme  dans  le  numéro  précédent 


T         fik            rk         fn{m  —  i)  ,.  1 

X    Do..-^-  «Do.,  H '  Da.2-4-...  j 


:=  Do,o  -h  m  U,.o  H Uj.o  H-  .  .  . 

2 


IV  rv  ''^1''*  — ')   i\ 

-h  «D,,-»  -f-  /imD,,,  -hn Dï,,-h. . . 


> 


Do.i-i mD,.,H î^ '  D,., 


V.  86 
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14.  On  peut  aussi  étendre  par  des  opérations  semblables  les  formules 
des  n**  6  et  7  pour  les  interpolations  aux  séries  doubles.  En  effet,  si  Ton 
imagine  la  nouvelle  série 

dont  les  différences  soient  désignées  par 

tf»,»f         W|,o»         tf 2,0,  .  .  .,  •   •   •, 

et  qui  soit  telle  qu'un  terme  quelconque  t^s^r  soit  égal  k  T,.;.;  en  faisant 
^  ==  i  et  r=  o,  on  aura 

et,  faisant  5  =  0,  r  =  i ,  on  aura 

deux  équations  qui,  étant  élevées  Tune  a  l'indice  s  et  l'autre  à  l'indice  r, 
et  multipliées  ensuite  l'une  par  l'autre,  redonnent  l'équation  générale. 
Or  ces  deux  équations,  en  y  substituant  Do,o  -hD,,o  à  la  place  de  T,,o» 
Do.o  H-  Do,«  à  la  place  de  To,,  et  de  même  rfo,o  -^-  ^i,o  à  la  place  de  /,  p 
^t  rfo.o-Hc'o.i  à  la  place  de  ^©.it  par  conséquent  (rfo.o  H-^i.ojm  à  la  place 
de  /;„,o  et  (rfo,o-^-c?o,^)/t  à  la  place  de  ^o,/i»  deviennent 

d'où,  a  cause  de 

comme  il  résulte  des  formules  ci-dessus,  on  aura 

par  conséquent,  en  multipliant  l'une  par  l'autre. 
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et,  développant  leâ  deux  facteurs, 

-.         f      ,          m{m—i)  j          m(m  — i)(w-— 2)    ,  1 

D,,r=    mrf...  H '— dt,.  H ^^ ^ ^  c?,,o  -f- . . . 

(H)        ^ 

[,  /i(n  — I)    ,         /i(n  — i)(n  —  2)    ,  I 

De  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  développer  suivant  les  indices  s  et  r, 
comme  on  l'a  fait  dans  le  n^  6,  et  ensuite  effectuer  la  multiplication 
comme  dans  les  deux  numéros  précédents.  On  aura  ainsi  pour  les  séries 
doubles  une  formule  semblable  à  celle  du  n^  6  pour  les  séries  simples. 
Pareillement,  par  l'extraction  des  indices  m  et  n,  on  aura 

c?... -4- Jm  =  (D,., -f- D,..), , 


m 


c?.,o-4-c?..,  =:(Do,. -f-D.,,)i; 


et  de  là  on  tirera  par  un  procédé  semblable  au  précédent 

d.,r=  [(D.,.  +  D,,,),  -  D...],  X  [(D.,.  -I-  D.,,)i  —  D.,.]„ 


m 


savoir 


(I)  { 

où  il  faudra  encore  développer  le  second  membre  comme  dans  la  for- 
mule (H)  ci-dessus.  Cette  expression  de  d^r  sera  analogue  à  celle  de  d, 
du  n®  7,  et  pourra  servir  aux  mêmes  usages  pour  l'interpolation  des 
Tables  à  double  entrée. 

15.  Enfin,  si  l'on  suppose  m  et  n  infinis,  les  différences  désignées 

par  d  deviendront  infiniment  petites,  et  l'on  aura  pour  les  fonctions  à 

deux  variables  des  formules  analogues  à  celles  des  n®'  9  et  10.  Ainsi, 

en  regardant  z  comme  fonction  de  x  et  j,  et  désignant  par  la  caractéris- 

86. 
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tique  D  les  différences  finies  et  par  la  caractéristique  d  les  différentielles^ 

on  fera 

D*  Dr 

dx  dy 

et  la  formule  (H)  se  transformera  en  celle-ci 

dont  il  faudra  développer  le  second  membre  par  les  méthodes  ordinaires, 
en  regardant  et  traitant  les  exposants  des  différentielles  de  z  comme  des 
exposants  de  puissances.  Cette  formule  donnera  la  valeur  de  la  diffé- 
rence finie  de  %  de  Tordre  s  par  rapport  k  x^  et  de  Tordre  r  par  rapport 
à  y^  exprimée  par  les  différentielles  de  z  relativement  \xe\.y. 

« 
16.  Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  la  formule  (I)t  et  écrivant 

les  indices  de  Tordre  des  différences  et  des  différentielles  en  forme  d*ex- 

posants  suivant  la  notation  reçue»  on  aura  cette  transformée 

a£^^  ""  \  D*  )  \  Dr  r 

qu'on  développera  suivant  les  méthodes  ordinaires,  en  observant  relati- 
vement aux  exposants  des  différences  les  mêmes  règles  que  pour  ceux 
des  puissances,  et  ayant  soin  de  calculer  séparément  les  premiers  expo- 
sants qui  sont  relatifs  à  la  variable  x  et  les  seconds  qui  se  rapportent  a 
la  variable  y^ 
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L'ÉQUATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- Lettres 

de  Berlin,  années  1792  et  1793.) 


Dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  Planètes  qui 
-est  imprimée  dans  les  volumes  des  années  1781  et  1782  (*),  je  n'avais 
point  considéré  les  variations  des  mouvements  moyens,  parce  que  j'avais 
cru  pouvoir  les  regarder  comme  invariables  à  cause  de  l'invariabilité  des 
grands  axes,  que  j'avais  démontrée  d'une  manière  directe  et  générale. 
Ayant  ensuite  examiné  plus  scrupuleusement  ce  point  important  de  la 
Théorie  des  Planètes,  j'ai  reconnu  que  les  mouvements  moyens  pouvaient 
être  sujets  à  des  variations  séculaires  dépendantes  des  carrés  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  et  j'ai  donné  le  premier  dans  un  Mémoire  im- 
primé dans  le  volume  de  1783,  la  Théorie  et  les  formules  de  ces  varia- 
tions (**).  J'en  fis  alors  l'application  à  Jupiter  et  à  Saturne;  mais,  n'ayant 
trouvé  pour  les  variations  de  leurs  mouvements  moyens  que  des  quantités 
presque  insensibles,  je  pensai  qu'il  était  inutile  d'étendre  cette  recherche 
aux  autres  Planètes.  D'autres  objets  m'ayant  ensuite  fait  perdre  celui-ci 
de  vue,  je  négligeai  d'appliquer  aussi  mes  formules  à  la  Lune,  ce  qui  ne 

(*)  ORuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  laS  et  ai  1 . 
(**)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  38i. 
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demandait  que  des  substitutions  numériques  trës^faciles  et  plus  simples 
que  pour  les  Planètes  principales.  Vers  la  fin  de  1787,  Laplace  annoiiça 
à  FAcadémie  des  Sciences  de  Paris  qu'il  avait  trouvé  moyen  d'expliqow 
Féquation  séculaire  de  la  Lune  par  la  variation  de  Texcentricité  du  So*  * 
.  leil  ;  et,  par  le  Mémoire  qu'il  a  donné  ensuite  sur  ce  sujet  et  qui  est  im» 
^  primé  dans  lé  volume  de  1 786,  on  voit  que  cette  équation  est  produite 
par  les  mêmes  termes  qui  composent  ma  formule  des  variation»  du  mou- 
vement  moyen.  Ciomme  ce  résultat  est  un  des  plus  intéressants  de  la 
Théorie  générale  des  variations  séculaires,  j'ai  cru  devoir  le  développer 
dans  ce  Mémoire,  pour  compléter  mon  travail  sur  une  partie  si  impor- 
tante de  l'Astronomie  physique. 

1 .  En  regardant  la  Terre,  la  Lune  et  le  Soleil  comme  formant  un  sys- 
«"^  tème  particulier  de  trois  Planètes  qui  s'attirent  mutuellement  et  dont  les 

deux  dernières  tournent  autour  de  la  première,  il  est  clair  que  ce  système 
peut  être  comparé  k  celui  du  SoleiK  de  Jupiter  et  de  Saturne,  que  nous 
'avons  considéré  k  part  dans  notre  Théorie  des  variations  séculaires,  et 
pour  lequel  nous  avons  donné  des  formules  générales.  Ainsi  il  suffira  m^ 
substituer  dans  ces  forinules  la  Terre  au  Soleil,  la  Lune  k.Jupiter  etle 
Soleil  k Saturne;  de  sorte  que,  comme  les  lettres  sans  trait  s'y  rapportent 
k  Saturne  et  celles  avec  un  trait  k  Jupiter,  nous  rapporterons  ici  les  pre- 
mières k  l'orbite  du  Soleil  autour  de  la  Terre  et  les  secondes  k  l'orbite  de 
la  Lune.  Quant  aux  masses,  nous  remarquerons  que  nous  avons  pris  pour 
plus  de  simplicité  dans  nos  formules  la  masse  du  Soleil  pour  Tunité  des 
masses;  mais  il  est  facile  de  voir,  en  remontant  aux  équations  fonda- 
mentales, qu'a  la  rigueur  c'est  la  masse  du  Soleil  augmentée  de  celle  de 
la  Planète  dont  on  cherche  le  mouvement,  qui  doit  être  prise  pour  l'u- 
nité des  masses  des  Planètes  perturbatrices,  parce  que  son  mouvement 
autour  du  Soleil  n'est  pas  simplement  dû  à  l'action  du  Soleil,  mais  k  la 
,  somme. des  actions  mutuelles  du  Soleil  et  de  la  Planète;  ainsi,  pour  ap- 
pliquer  a  la  Lune,  en  tant  qu'elle  est  dérangée  par  le  Soleil,  les  équations 
de  Jupiter  dérangé  par  Saturne,  il  n'y  aura  qu'à  regarder  comme  rela- 
tives à  la  Lune  les  quantités  désignées  par  les  lettres  affectées  d'un  trait. 
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et  comme  relatives  au  Soleil  celles  qui  le  sont  par  des  lettres  sans  trait; 
et  quant  à  la  masse  T  qui  dans  ces  équations  exprime  le  rapport  de  la  . 
masse  de  Saturne  à  celle  du  SoleiU  ou  plus  exactement  \  la  somme  des 
masses  de  Jupiter  et  du  Soleil,  il  faudra  la  supposer  égale  au  rapport  de 
la  masse  du  Soleil  à  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  c'est- 
à-dire,  a  cause  de  la  petitesse  de  la  masse  de  la  Lune  à  Tégard  de  celle 
de  la  Terre,  simplement  égale  au  rapport  de  la  masse  du  Soleil  à  celle  de 
la  Terre;  ce  qui  revient  encore,  comme  Ton  voit,  à  substituer  le  Soleil  à 
Saturne  et  la  Terre  au  Soleil. 

2.  Cela  posé,  voici  d'abord  la  formule  que  nous  avons  trouvée  dans 
la  troisième  Section  du  Mémoire  cité  de  1783  pour  la  variation  séculaire 
du  mouvement  moyen  de  Jupiter  produite  par  Faction  de  Saturne  (*) 

Pour  l'appliquer  à  la  variation  séculaire  du  mouvement  moyen  de  la 
Lune,  causée  par  l'action  du  Soleil,  il  n'y  aura  donc  qu'à  supposer  que 
p'  est  l'angle  décrit  par  le  mouvement  moyen  et  uniforme  de  la  Lune  au- 
tour de  la  Terre,  que  2'  est  l'altération  de  son  mouvement  moyen,  et  que 
les  quantités  (xf  ,y\  s',  u!  se  rapportent  à  la  Lune  et  les  quantités  a?,  y^ 
s  y  U  au  Soleil,  de  manière  qu'en  faisant  suivant  les  dénominations  de 
notre  Théorie  des  variations  séculaires  [n*^  17  de  la  deuxième  Partie,  Mé- 
moire de  1782  ('*)] 

j:  =  Xsin9,     ^  =  Xcos9,      5  =  6sinû),      «  =  6cosû), 
a:'=:X'sin9',    ^'=Vcos9',    5'=  Ô'siiîw',     u  =  B'cos(ù' 

on  ait  X  et  X'.pour  les  excentricités  du  Soleil  et  de  la  Lune,  ^,  <f'  pour  les 
lieux  de  leurs  apogées,  Q,  0'  pour  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur 
l'écliptique  fixe  de  1700,  et  w,  w'  pour  les  lieux  de  leurs  nœuds  sur  cette, 
écliptique.  A  l'égard  des  coeflicients  (o),  (i),  (2), . . . ,  ils  sont  des  fonc- 

(*)  Œuvres  fie  Lagrange,  t.  V.  p.  4lî*• 
(**)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  a 39. 
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lions  données  de  la  quantité  2  =  —9  où  r  sera  maintenant  la  distance 

moyenne  du  Soleil  et  r'  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre. 

Mais  avant  de  donner  les  valeurs  de  ces  coeflicients  nous  devons  recti- 
fier une  inexactitude  qui  s'est  glissée  dans  l'expression  du  coefficient  (2) 
du  n**  22  duMémoire  cité  (*).  Dans  le  numérateur  de  cette  formule  le  se- 
cond terme  est  r^r'^  (r,  r'),,  au  lieu  qu'il  doit  être  r*r'{r,  r'),,  comme  il 
est  aisé  de  s'en  convaincre  en  faisant  les  substitutions  indiquées  dans  le 
numéro  précédent.  Au  moyen  de  cette  correction  la  valeur  générale  du 
coefficient  (2)  devient  égale  à  celle  du  coefficient  (4)  prise  avec  un  signe 
contraire;  et  c'est  ainsi  qu'il  faut  corriger  les  expressions  du  coeffi- 
cient (2)  des  n*^  23  et  27  pour  Saturne  et  Jupiter.  De  cette  manière  l'é- 
quation pour  la  détermination  de  la  quantité  2' se  simplifie  et  devient 

OÙ  l'on  aura  (n^  27  du  Mémoire  cité) 

(o)z=T  — , — -î 


(I)=:T 


—  6z»M-4-3(z'— 3zON 
4(1 -z»)» 


en  supposant 


'^)  =  ^ 4(1 -zM» ' 

M  =  I  -f-  a'2'  "f-  (3*2*  -+-  y^z*  -4- . . . , 
N  =a2  —  «(32^  —  (3yz*  — . . ., 


III  1    I    3 

a  r:z:  —  î        Szr:— •-t?        V  r=  —.  —  .  —  »...  • 
9.  ^  24  240 


A  l'égard  de  la  quantité  T  qui  représentait  la  masse  de  Saturne,  ou 
plutôt  le  rapport  de  cette  masse  à  celle  du  Soleil,  elle  devra,  comme 

(•)   OE livres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  407. 
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nous  Tavons  vu  ci-dessus,  être  supposée  égale  au  rapport  de  la  masse  du 
Soleil  à  celle  de  la  Terre.  Or,  nommant  n  le  rapport  du  mois  périodique 
à  Tannée  sidérale,  on  sait  que  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  a  celle 

du  Soleil  est  exprimé  par  ~>  de  sorte  qu'on  aura  T  =  —-,  et,  suivant  les 

déterminations  que  nous  avons  données  dans  le  n^  6  de  la  deuxième 
Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires  {Mémoire  de  1782),  on  a 

logn  =  8,8739093,    /i  =  0,074801, 
logz  =  7,3960320,     z  =  0,002483. 

Ainsi,  z  étant  une  fraction  fort  petite,  on  pourra,  en  développant  les 
expressions  des  coefficients  (o),  (i),...,  s*en  tenir  aux  termes  qui  con- 
tiendront les  puissances  de  z  les  moins  élevées.  On  fera  donc 

4  2      10 

et,  substituant  ces  valeurs,  on  trouvera  en  ne  retenant  que  le  premier 
terme 

(o):=_,^^        '^i):=-^l^,       (3)^_;i2^^        ^S^)^_, 

3.  Il  reste  encore  à  déterminer  les  quantités  x,  y,  x\  y\  s,  u,  s',  w'. 
Comme  les  quantités  x,  y,  s,  u  se  rapportent  maintenant  à  l'orbite  du 
Soleil  autour  de  la  Terre,  il  est  visible  qu'elles  ne  sont  autre  chose  que 
celles  que  nous  avons  désignées  par  x'\  /'",  s'\  u'"  prises  avec  un  signe 
contraire  (parce  que  celles-ci  se  rapportaient  a  l'orbite  de  la  Terre  autour 
du  Soleil),  et  dont  nous  avons  donné  les  expressions  générales  et  com- 
plètes dans  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  citée. 

Mais,  pour  les  quantités  x\y\  s",  u'  qui  se  rapportent  maintenant  à 
l'orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  il  faudra  les  déterminer  par  des 
équations  analogues  à  celles  qui  ont  servi  à  déterminer  ces  quantités 
pour  Jupiter  en  tant  qu'il  est  dérangé  par  Saturne.  Il  n'y  aura  donc  qu'à 
appliquer  ici  les  équations  différentielles  du  n^  49  de  la  deuxième  Partie 
de  la  Théorie  citée  [Mémoire  de  i782f*)];  mais,  comme  dans  les  formules 

(*)  OEuvfes  de  Lagrange,  t.  V,  p.  288. 

8^ 


î        '       t 


'        » 


*•.' 


f  • 


r  I 


MÉMOIllE 


»     sf 


f  ^ 


px  *   ^ 


„  ♦ 


priinitires  de  la  première  Partie  on  avait  substitué  aimpieiiient  r  'd!r, 

r^" 'dSr, .  • .  pour  4p,  dft\ . .  «  parc^  que  les  Plauët^  étaut  toutes  ret^iues 
dans  leurs  orbites  par  Tattraetion  du  Soleil  leurs  vitesses  aagulwes 
moyenjoes  sont  mmplement  en  raison  inverse  des  racines  carrées  des 

cubes  des  distantes  moyennes,  il  faudra  ici  restituer  r^f  dft  pour  iftt 
puisque  le  Soleil  et  la  Lune»  quoique  décrivant  leurs  oiliiies  autour  de 
la  Terre,  sont  cependant  retenus  dans  ces  orbites  par  des  forces  diffé- 
rentes, la  Lune  par  Tattraction  de  la  Terre  et  le  Soteil  par  sa  propre  at- 
traction sur  la  Toffe;:  de  S(^rte  que  leurs  vitesses  angulairps  moyennes  ne 
sont  plus  amplement  dans  le  rapport  inverse  des  racines  carrées  de» 
cubes  des  distances.  On  aura  donc  de  c^ttë  manière  les.  quatre  équations 


«  *■ 


grj;- -  r'»(i,o)^'-».r'^[i,o]^=o, 

* 

^  +  r"(i.o)«'^r'^[i,o]*=o, 

^4.r'»(i;o)(«'-«):^o, 


du! 
df/ 


-r'^(i,o)(#'-»)  =  o. 


Les  valeurs  des  coeflBcienls  (i ,  o)  et  [i ,  q]  sont  données  par  ces  formules 
[n**  3  de  la  deuxième  Partie  citée  (*)  j 


(i,o)  = 


PT 


M'N        ^^ 


\/rV        [i  —  z^Ysl^'^ 


[.,o]  =  Mi±.f!)l!L^iflMT. 

(i-z»)V" 
les  quantités  M,  N,  z  etT  étant  les  mêmes  que  ci-dessus;  de  sorte  qu'à 

(  *)  OEupres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  ai 5. 
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cause  de  la  petitesse  de  la  valeur  de  z,  on  aura  simplement 

3    n*        r       T       i5  n?z 

(l,0)  =  7    -r=:»         ll,0l  =  —7    -^=:- 

4.  Si  donc  on  fait  ces  substitutions,  et  que,  pour  éviter  toute  confu- 
sion, on  désigne  par  p,  ts,  tj/,  §,  in  les  valeurs  de  r\  p\  1\  a/^y'  qui  se 
rapportent  maintenant  à  la  Lune,  qu'on  fasse  de  plus,  pour  abréger, 

on  aura  ces  équations  relatives  aux  variations  séculaires  de  la  Lune 

dans  lesquelles  Tsr  sera  Tangle  du  mouvement  moyen  uniforme  de  la 
Lune,  ^  la  variation  séculaire  de  ce  mouvement,  p  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à  la  Terre,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour  Tunité,  en  sorte 
que  p  =  z,  et  n  la  longueur  du  mois  périodique  en  prenant  Tannée  pé- 
riodique pour  Funité, 

Les  valeurs  des  quantités  x\  j'^,  s"\  u^  ont  été  données  dans  la 
deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires  ïn^^  63  et  70  du 
Mémoire  de  1783  (*)],  et  elles  sont  de  cette  forme 

a:*' :=  A*"  sin  (a/  H-  a)  H-  B*' sin  (  6/  -h  (3 H- . . . , 
X"'=  A'^cosCa^  ■+-  a)  -+-  B^cos(fi/  H-  (3)  -h. . ., 

s^  ==  Â^'sinâ  +  B*'sin(6/  -4-  P)  H-. . ., 

u"  =  Â^'cosâ  -h  B'*'cos(6/  +  P)  -h . . . , 

(*)  OEuvrcs  de  Lagra/ige,  t.  V,  p.  817  lel  33o. 


«a  désif^nant  par  n  l'angle  que  le  Soleil  parcourt  relativement  au\ 
étuilus  fixes  dans  l'espace  d'une  année  Julienne,  el  que  nous  avons 
Irouvé  =1295977",  53  (n"  15  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  eiteej.  1 

5.  Voilà  les  formules  et  les  données  nécessaires  pour  délenniner  les 
vuriations  séeulaires  de  la  Lune.  Nous  remarquerons  d'abord  que.  comme 
I»  valeur  de  jS  ou  de  2  est  très-petite,  on  pourra  dans  la  première  approxi- 
mation négliger  dans  les  équations  ei-dessus  les  termes  multipliés  par  n'o 
vis-k-vis  de  ceux  qui  sont  simplement  multipliés  par  n'.  De  plus  les  ter- 

(/("    ,  t/u'       .  ,         I ,  -    I  ■  ■  nfi         ne 

mes  j—  et  -:;—  se  trouveront  mulliplies  par  -=  uu  tt  "u  ■--.  el.  romme 

dta  ara  '  "^         Il  H 

la  plus  grande  des  valeurs  S,  c,  rf, . , .  est  moindre  que  a6"  (n"*  53  et  70 
de  la  deuxième  Partie  citée),  il  s'ensuit  que  les  multiplicateurs  de  ces 
termes  deviendront  extrêmement  petits,  de  sorte  qu'on  pourra  aussi  les 
négliger  sans  crainte  d'erreur. 

Par  ces  réductions  nos  équations  deviendront 


''ï  . 


d^ 


,'S  =  o,  ■ 
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Les  quatre  premières  donnent  d*abord 

d'où  Ton  tire 

$«  H-  y}*  =  consi.,     cr'  -h  u*  —  consl. 

Comme  les  termes  constants  de  la  valeur  de  ^  ne  peuvent  donner  dans 

celle  de  l'angle  ^  que  des  termes  proportionnels  à  w,  et  qui  doivent  par 
conséquent  se  fondre  dans  le  mouvement  moyen,  il  est  clair  qu'on  peut 
les  rejeter  dans  la  détermination  de  la  variation  séculaire  ^;  de  sorte  que 
cette  détermination  se  réduira  à  Féquation 


la 


ê 

dans  laquelle  (n^  2  ci-dessus) 

X'^  étant  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre  ou  du  Soleil.  Ainsi  l'on  aura 
simplement 

où  il  ne  faudra  plus  que  substituer  la  valeur  de  X''''  tirée  de  la  Théorie 
citée. 


6.  Nous  y  avons  donné  deux  formules,  l'une  pour  trouver  la  variation 
annuelle  de  cette  quantité,  l'autre  pour  trouver  sa  valeur  au  bout  d'un 

dV 
temps  indéfini.  Si  a  et  6  sont  les  valeurs  de  X''  et  -^  pour  1700,  on  aura, 

pour  un  nombre  t  d'années  comptées  de  cette  époque, 

pourvu  que  ce  nombre  ne  soit  pas  trop  grand.  Or  on  a  (n**26  et  suivants 


leK  ({uantités  ;j.,  ji',  '/',  ix.'",  jj."  étant  les  corrections  qu'on  pourrait  taire 
aux  masses  que  nous  avimsilélermiiiécs  de  Sain rne,  Jupiter,  Mars,  Vénus 
et  Mercure,  de  manière  que  ces  masses  soient  augmentées  dans  les  rai- 
sons de  I  à  i-i-fi,  i-\-ii.',  1  -t-fi^"i Done,  substituant  a'-*-  2ai/pour)."', 

et  négilgeanl  le  terme  tout  constant  a*  qui  ne  donnerait  dans  •if  qu'un 
terme  proportionnel  au  mouvement  moyen'©,  on  aura,  à  cause  de 


cette  valeur  de  l'équation  séculaire  comptée  de  1 700 


oïl  l'on  remarquera  que,  comme  la  valeur  de  ab  est  exprimée  en  se- 
condes, ainsi  que  celle  de  n,  il  faudra  diviser  l'une  ou  l'autre  par 
306264.8  nombre  de  secondes  de  l'arc  égal  au  rayon.  De  cette  manii-re 
on  trouve  pour  l'équation  séculaire  du  mouvement  moyen  de  la  Lune,  la 
formule 

1^  =iO°, 0010459/'  -4-0", 0000049 ftC-l-  o". 0009488^1'/' 

-)-  o",ooo2926fi"('  — o", 0002476 ft'*l' -ko'. 0000474 f*' 'S 

t  étant  le  nombre  des  années  Juliennes  écoulées  avant  ou  aprës  l'époque 
de  1700. 
Ainsi  l'on  aura  pour  le  premier  siècle,  en  faisant  /=  100, 

1^  =  io",459  +  9",488«'-»-  2'',926fi''—  a",476fi". 

.  Mayer  l'a  établie  de  9",  ce  qui  s'accorde  assez  bien  avec  notre  détertnina- 
lion  en  rejetant  les  corrections  des  masses.  On  voit  aussi  que,  s'il  fallait 
diminuer  beaucoup  la  masse  de  Vénus,  comme  quelques  AstroDomes  le 
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prétendent,  l'équation  séculaire  en  serait  augmentée;  par  exemple,  si 

Ton  voulait  réduire  cette  masse  à  la  moitié,  il  faudrait  faire  fx"'  = » 

ce  qui  donnerait  i'',  238  d'augmentation  pour  l'équation  du  premier 
siècle. 

7.  Quoique  la  formule  précédente  puisse  servir  pour  plusieurs  siècles 
sans  erreur  sensible,  il  est  néanmoins  important  pour  l'Astronomie  phy- 
sique d'avoir  la  véritable  loi  de  cette  inégalité  séculaire  de  la  Lune.  On 
la  trouvera  en  substituant  pour  \'^^  sa  valeur  donnée  par  les  formules  du 
n**  63  (Partie  citée).  Car,  puisque 

il  n'y  aura  qu'à  ajouter  ensemble  les  carrés  de  a?*'  et  de  j*^,  en  négligeant 
les  termes  tout  constants  par  la  raison  donnée  ci-dessus.  On  aura  ainsi 
après  l'intégration 

,            3/inA«'B'^    .    .  .   ^  ^  ^. 

^  = ___sin[ia-6  /-^a-(3] 

3nnA*'C-'    .    r, 

; sin|  a  —  c)/  -h  a  —  y  I 


en  faisant  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  six  coefficients  k'\ 
B*^,  C,  D\  E^F'^,  ainsi  que  des  six  angles  a/ h- a,  bt-^^,  et -h  y,  dt-h8, 
et-^è^/t-hrs;  mais,  comme  les  valeurs  de  a,  é, ...  sont  données  en  se- 
condes, il  faudra;  de  plus,  multiplier  chaque  terme  de  la  formule  précé- 
dente par  l'angle  égal  au  rayon,  pour  avoir  ip  exprimé  en  angles.  Nous 
nous  dispenserons  de  donner  ici  Ja  valeur  numérique  de  cette  expression 
de  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  parce  qu'elle  parait  peu  nécessaire 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  et  qu'elle  est  facile  à  trouver  d'ail- 
leurs, puisqu*on  a  les  valeurs  numériques  de  toutes  les  quantités  d'où 
elle  dépend.  Peut-être  serait-il  utile  d'avoir  égard  à  ces  équations  dans 
la  comparaison  des  lieux  de  la  Lune  très-éloignés,  pour  en  déduire  le 
vrai  mouvement  moyen,  c'est-à-dire  la  partie  de  ce  mouvement  qui  est 
V.  •      88 
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réellament  uniforme,  et  qui  dans  le  mouvemeDt  moyen  des  Tables  de 
cette  Plaoète  eat  eocore  combinée  avec  la  partie  de  l'équation  sèt^ulatre 
qui  croît  proportioDDelIemeDt  au  temps,  tant  qu<-  tt-s  angles  {a  —  h)i, 
(a  —  c](,. . .  soDt  peu  considérables. 

Enfin  cette  formule  pourrait  servir  pour  avoir  une  valeur  de  if  plus 
approchée  que  celle  que  nous  avons  donnée  plus  haut,  en  ré&ulvant  les 
sinus  en  série  suivant  les  puissances  de  {a  —  b)t,  {a  —  c)i,. . .,  négli- 
geant les  termes  constants,  ainsi  que  ceux  qui  ne  ronliendraient  que  la 
première  puissance  de  t,  et  qui  sontdéjk  compris  dans  le  nuiuveraenl 
moyen  des  Tables. 
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(  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin j  année  i8o3.) 


»04 


Le  Mémoire  sur  la  Théorie  des  lunettes,  qui  est  imprimé  dans  le  Recueil 
de  Tannée  1778  (**),  contient  des  formules  générales  pour  déterminer 
la  route  des  rayons  qui  traversent  un  nombre  quelconque  de  lentilles 
dont  les  foyers  sont  donnés.  Ces  formules  donnent  un  résultat  remar- 
quable par  sa  simplicité  et  sa  généralité,  que  je  n'ai  fait  qu'indiquer 
dans  le  Mémoire  que  je  viens  de  citer,  et  qui  mérite  particulièrement 
l'attention  des  savants,  parce  qu'il  offre  une  loi  aussi  utile  en  Optique 
que  la  loi  des  vitesses  virtuelles  l'est  en  Mécanique.  C'est  ce  que  je  vais 
développer  dans  ce  nouveau  Mémoire. 

Je  commencerai  par  rappeler  les  formules  principales,  relatives  à  l'ob- 
jet dont  il  s'agit.  Si  l'on  considère  un  rayon  qui  traverse  successivement 
plusieurs  lentilles  rangées  sur  un  même  axe,  et  qui  change  de  direction 
à  la  rencontre  de  chaque  lentille;  et  qu'on  nomme,  comme  dans  le  Mé- 
moire cité, 

(*)  Lu  à  TAcadémie,  le  17  mars  i8o3. 
(**)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  535. 


mAmoire 

les  tangeoleB  des  angles  que  la  directton  do  rtyon  liiit  «aectonnrenkenl 
livec  l'axe,  et 

les  distances  k  l'axe  des  points  des  lentilles  par  lesquels  passe  le  rayon, 
distances  que  nous  prendrons  pour  les  demi-diamètref  des  onvertures 
des  lentilles,  on  aura  ces  relations  entre  les  quantités  «,«',«".... 

X'  =  P'«'-(-Q'jr, 


(  A  )      .  «<-J  =  Pf-)**  +  Qt-)  jf, 

dans  lesquelles  les'  quantités  P*,  P" P<">,  Q*.  Q*. . . . .  Q*"'  sont  des 

fonctions  des  distances  entre  les  lentilles  et  des  distuioee  focales  des  len- 
tilles, c'est^rdire  des  distances  de  leurs  foyers  pour  les  rayons  parallèles 
et  infiniuMnt  proches  de  l'axe,  en  faiaant  abstraction  de  l'épaisMur  des 
lentilles  et  de  la  différmte  réfranpbiUté  des  rayent. 

Nous  avons  donné  dans  le  Mémoire  cité  les  nleon  de  e«a  fooetions; 
mais  il  suffira  ici  de  rappeler  la  loi  qui  règne  entre  elles,  et  qui  est  ren- 
fermée dans  cette  formule  générale 

(B)  p(-)Q(— )_Q(-)p(— .)=,. 

[D»ns  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  on  avait  trouvé  la  formule 

PC**')Q(M  _^(Wi)p(M  =  ±  1. 

OÙ  le  signe  supérieur  était  pouf  le  cas  de  X  pair  et  l'inférieur  pour  celui 
de),  impair;  maison  s'était  trompé  sur  les  signes;  caries  deux  équations 
d'où  l'on  avait  déduit  cette  formule  étant  (15) 

fO*'}  —  mip(i>  +  pi*-.)  =  o. 
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elles  donnent  évidemment 

(P(^t)  4-  pC^O)  Q^)  —  (Q^+i)  -h  Q^-O)  p(»  =z  o, 

et  par  conséquent 

p(X+i)Qa)  _  Q(^+i)  p(^)  —  p^)  Q(V-i)  _  Q(X)  p(X-i) . 

d'où  Ton  voit  que  la  valeur  de  F^^*)Q(^)  —  Q(>-^«)p(>)  ^st  constante  pour 
toutes  les  valeurs  de  X.  Or,  faisant  X  =  o,  on  a 

FQ-Q'P  =  i, 

puisque 

P'=i,    Q=i,    Pmo,    Q'=o. 

Donc  on  a,  en  général, 

P(U.|  )  Q(X)  __  Q(Vi-i  )  p(>)  —  ,  . 

et,  mettant  {m  —  i)  à  la  place  de  X,  on  aura 

P('")Q(«»->)  _  Q('»)p('"-i)  =  I. 

Au  reste  cette  méprise  sur  les  signes  n'influe  en  rien  sur  la  suite  du 
Mémoire,  mais  je  suis  bien  aise  de  profiter  de  cette  occasion  pour  hi 
réparer,] 

Quoique  ces  formules  n'aient  été  trouvées  que  pour  les  rayons  qui  sont 
réfractés  par  des  lentilles,  elles  s'appliquent  également  aux  rayons  ré- 
flectés  par  des  miroirs;  car,  les  fonctions  P,  ?**,•..,  Q%  Q*',...  ne  dépen- 
dant que  des  distances  focales  des  lentilles  et  de  leurs  distances  entre 
elles,  il  n'y  aura,  pour  changer  une  lentille  en  miroir,  qu'à  prendre  h 
distance  focale  du  miroir  à  la  place  de  celle  de  la  lentille,  en  lai  don- 
nant le  signe  — ,  pour  que  le  foyer  se  trouve  au  devant  du  miroir. 

Ainsi  l'on  peut  regarder  les  formules  précédentes  comme  contenant 
toute  la  Théorie  de  la  Dioptrique  et  Catoptrique,  en  tant  qu'on  fait  abs- 
traction des  effets  de  l'aberration,  soit  de  réfrangibilité,  soit  de  sphé- 
ricité. 

Gela  posé,  considérons,  en  général,  un  télescope  ou  un  microscope 
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quelconque  composé  de  n  lentilles,  dont  la  première  soit  l'objectif  et 
dont  la  /i^^"*"^  soit  Toculaire.  Soit  un  objet  considéré  comme  un  point 
placé  à  la  distance  a  au  devant  de  Tobjectif,  et  à  la  distance  b  de  Taxe 
qui  passe  par  les  centres  de  toutes  les  lentilles;  et  soit  un  rayon  qui, 
partant  de  cet  objet,  entre  dans  Tobjectif  à  la  distance  x'  de  son  centre. 
Il  est  facile  de  voir  que  ce  rayon  fera  avec  Taxe  un  angle  dont  la  tan- 

{çente  sera  — ^^— -,  de  sorte  qu'on  aura 


A  la  sortie  de  ce  rayon  par  l'oculaire,  la  tangente  x  deviendra  a:^^"\ 
puisque  l'oculaire  est  supposé  être  la  n"^'^  lentille.  Or,  en  faisant  m  =  2f? 
dans  la  formule  générale  (A),  on  a 

x(*")=PWx'-hQW:r, 

et,  substituant  pour  x  la  valeur  qu'on  a  trouvée  ci-dessus,  on  aura 


/  0(**H  b 


Cette  valeur  de  x^^"^  exprime  la  tangente  de  l'angle  que  le  rayon  fait 
«vec  l'axe  après  sa  sortie  de  l'oculaire;  et  l'on  voit  qu'elle  est  différente 
pour  les  différents  rayons  qui,  partant  du  même  point  de  l'objet,  entrent 
dans  l'objectif  à  différentes  distances  x'  de  l'axe.  Mais,  pour  que  tous 
ees  rayons  puissent  former  dans  l'œil  une  image  distincte,  il  faut  qu'ils 
y  entrent  parallèles  ou  à  très-peu  près  parallèles;  or  ils  ne  peuvent  être 
parallèles  entre  eux  qu'autant  que  la  valeur  de  j?^'"^  sera  la  même  pour 
tous  les  rayons;  ainsi  il  faudra  que  cette  valeur  soit  indépendante  de  ht 
quantité  x\  et  que  par  conséquent  on  ait 

a 
(l'est  la  condition  nécessaire  pour  que  l'assemblage  des  n  lentilles 
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puisse  former  un  télescope  ou  un  microscope.  Pour  le  microscope  la  dis- 
tance a  est  ordinairement  très-petite,  et  l'on  peut  la  prendre  à  volonté; 
mais  pour  les  télescopes  cette  distance  doit  être  fort  grande,  et  Ton  peut 
la  supposer  infinie.  Alors  la  condition  se  réduit  simplement  à 

La  valeur  de  x^^"^  deviendra  donc Q^'^^  Or  -  est  la  tangente  de 

Tangle  sous  lequel  Tœil  placé  au  centre  de  l'objectif  verrait  la  ligne  b 
perpendiculaire  à  l'axe;  mais,  par  le  télescope  ou  le  microscope,  cette 
même  ligne  sera  vue  sous  l'angle  dont  la  tangente  sera  x^^^\  égale  à 

Q(2»).  donc  le  diamètre  des  objets  vus  par  le  télescope  ou  le  micro- 
scope sera  augmenté  dans  la  raison  de  i  à  —  0^*"^  Ainsi  l'amplification 
des  diamètres  apparents,  ou  le  grossissement  linéaire  produit  par  l'in- 
strument, sera  exprimé  par  la  fonction  —  Q}^^K 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  déterminer  la  valeur  de  cette 
fonction  sans  connaître  sa  composition  ni  les  quantités  dont  elle  dépend. 

L'équation  (C)  donne 


p(jn)  -_ 


a 


substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (B)  après  y  avoir  fait  m  ~  an, 

on  aura 

/0(*^'>  \ 


d'où  l'on  tire 


—  Q(»»)  = 


Ve  .     p(aii-i) 


Considérons  l'expression  de  x^^^^\  en  faisant,  dans  la  formule  (A), 
m=i  in  —  I,  on  aura 
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Substituons  pour  x  sa  valeur  en  x'  donnée  ci-dessus >  on  aura 

\  a     )       a 

Supposons  maintenant  6  =  0,  on  aura  simplement 


donc 


P("-')-t-  -^^^ = j—\ 


par  conséquent 


—  Q(»-)  = 


^' 


x(*^') 


Ainsi  l'amplitication  des  diamètres  des  objets  apparents,  que  nous 
avons  vu  être  proportionnelle  à  —  Q^^''^  sera  aussi  exprimée  par  le  rap- 

Or  x'  est  dans  ce  cas  la  distance  au  centre  de  Tobjectif  du  point  où  un 
rayon  parti  de  l'axe  traverse  l'objectif,  et  a?^^**"^^  est  de  même  la  distance 
au  centre  de  l'oculaire,  du  point  où  le  même  rayon  traverse  l'oculaire; 
ainsi  l'augmentation  du  diamètre  de  l'objet  sera  dans  la  proportion  de  la 
première  distance  a  la  seconde. 

Si  l'on  suppose  un  point  lumineux  placé  dans  l'axe,  à  l'endroit  où  est 
l'objet  vu  par  le  télescope  ou  le  microscope,  il  est  visible  qu'il  enverra 
dans  l'objectif  un  cône  de  lumière  dont  la  base  sera  l'aire  de  l'objectif; 
et  cette  lumière,  si  elle  ne  rencontre  aucun  obstacle  dans  le  passage  de 
l'objectif  à  l'oculaire,  sortira  tout  entière  par  l'oculaire  en  formant  un 
cylindre  autour  de  l'axe.  Car  la  valeur  de  x^^'^\  qui  est  la  tangente  de 

l'inclinaison  des  ravons  à  l'axe  en  sortant  de  l'oculaire,  étant 0}^"^ 

devient  nulle  lorsque  i  =  o;  de  sorte  que  tous  les  rayons  doivent  sortir 
parallèles  a  l'axe. 

Dans  ce  cas  donc,  en  considérant  les  rayons  qui  passent  par  les  bords 
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de  Tobjectif,  il  est  clair  que,  si  l'on  prend  le  demi-diamèlre  de  l'objeclif 
pour  a?',  la  valeur  correspondante  de  x^^'^*^  sera  le  deini-diamèlre  de  la 
section  du  cylindre  de  lumière  qui  sortira  par  Toculaire.  D'où  il  s'ensuit 
que  les  diamètres  des  objets  apparents  seront  toujours  augmentés  dans 
la  raison  du  diamètre  de  l'objectif  au  diamètre  de  la  section  du  cylindre 
lumineux  sortant  de  l'oculaire;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  mesurer  ce 
diamètre  et  le  comparer  à  celui  de  l'objectif,  pour  avoir  l'augmentation 
du  diamètre  des  objets  produite  par  l'instrument  optique. 

Pour  les  télescopes,  l'objet  étant  à  une  distance  très-grande,  les  rayons 
sont  censés  entrer  parallèles  dans  l'objectif.  Le  cône  lumineux  devient 
alors  un  cylindre  dont  la  base  est  l'aire  même  de  l'objectif,  et  ce  cylindre 
sort  de  nouveau  par  l'oculaire  sous  la  forme  de  cylindre. 

On  peut  donc  établir  cette  conclusion  générale,  que  dans  un  télescope 
ou  microscope  quelconque,  quels  que  soient  le  nombre,  l'arrangement 
et  la  force  des  lentilles  ou  des  miroirs  qui  le  composent,  l'augmentation 
des  diamètres  des  objets,  qui  constitue  le  grossissement  produit  par  l'in- 
strument, est  toujours  dans  le  rapport  du  diamètre  de  l'ouverture  de 
l'objectif  au  diamètre  de  l'ouverture  de  l'oculaire,  en  prenant  pour  cette 
ouverture  la  section  du  cylindre  lumineux  qui  sort  de  l'oculaire,  et  sup- 
posant que  le  faisceau  de  lumière  que  l'objet  envoie  dans  l'objectif  n'est 
intercepté  nulle  part  dans  son  trajet  et  peut  ressortir  tout  entier  par 
l'oculaire. 

La  bonté  d'un  télescope  ou  d'un  microscope  exige  que  tous  les  rayons 
qui  entrent  directement  par  l'objectif  sortent  par  l'oculaire,  pour  que  les 
objets  y  paraissent  aussi  éclairés  qu'ils  peuvent  l'être  :  c'est  pourquoi  on 
fait  ordinairement  l'ouverture  du  dernier  oculaire,  et  même  celles  des 
oculaires  précédents,  plus  grandes  qu'il  n'est  nécessaire  pour  le  passage 
de  tous  les  rayons.  Leurs  limites  à  cet  égard  sont  déterminées  par  les 
valeurs  des  quantités  x",  x"",...,  en  y  faisant  x  =  o  pour  les  télescopes, 

on  x=  —  pour  les  microscopes,  où  a  est  la  distance  de  l'objet  à  l'objec- 
tif. Mais,  pour  pouvoir  juger  à  posteriori  si  la  condition  dont  il  s'agit  est 
remplie,  il  suffira  de  diminuer  à  volonté  l'ouverture  de  l'objectif  par  le 
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moyen  d'un  anneau  de  carton,  et  d'observer  si  l'ouverture  proprement 
dite  du  dernier  oculaire,  c'est-à-dire  la  section  du  cylindre  lumineux  qui 
en  sort,  est  diminuée  dans  la  même  proportion;  car  la  valeur  de  a?^***"*^ 

est  toujours  proportionnelle  k  x\  en  faisant  a?  =  o,  ou  a?  =  —  • 

Or  rien  n'est  plus  facile  que  de  mesurer  le  diamètre  de  cette  section. 
Pour  les  télescopes,  il  n'y  a  qu'à  les  diriger  vers  le  Soleil,  et  recevoir  la 
lumière  qui  en  sort,  sur  un  carton  perpendiculaire  k  l'axe  du  télescope; 
le  diamètre  du  cercle  lumineux,  formé  sur  le  carton,  sera  le  diamètre 
cherché.  Mais,  comme  on  ne  veut  tenir  compte  que  des  rayons  qui  en- 
trent parallèlement  k  l'axe,  il  sera  bon  d'allonger  le  tuyau  du  télescope 
du  côté  de  l'objectif,  pour  intercepter  les  rayons  qui  viendraient  des 
bords  du  Soleil  et  qui  seraient  inclinés  k  l'axe.  Pour  les  microscopes,  il 
n'y  aura  qu'k  placer  une  lumière  au  lieu  de  l'objet,  ou  plutôt,  pour  évi- 
ter l'effet  de  la  grosseur  de  la  lumière,  la  placer  un  peu  plus  loin,  et  la 
faire  ensuite  passer  par  un  petit  trou  placé  dans  l'axe  k  l'endroit  ou  l'ob- 
jet  doit  être  situé;  ensuite  recevoir  de  même  sur  un  carton  le  cylindre 
lumineux  sortant  par  l'oculaire,  et  mesurer  le  diamètre  du  cercle  lumi- 
neux formé  sur  le  carton. 

Le  rapport  du  diamètre  de  l'objectif  k  celui  du  cercle  lumineux  don- 
nera sans  autre  connaissance  le  grossissement  linéaire  de  l'instrument. 

Je  crois  que  cette  manière  de  juger  du  grossissement  d'une  lunette 
n'est  pas  tout  a  fait  inconnue  aux  artistes  opticiens.;  mais  j'ignore  si  elle 
a  été  démontrée  jusqu'ici  d'une  manière  générale. 

Comme  il  y  a  en  Mécanique  la  loi  générale  des  vitesses  virtuelles,  par 
laquelle  on  peut  connaître  l'augmentation  de  force  produite  par  une 
machine,  sans  connaître  la  nature  ni  la  construction  de  la  machine,  mais 
par  le  simple  rapport  des  vitesses  simultanées  du  point  où  est  appliquée 
la  puissance  et  du  point  auquel  cette  puissance  est  transmise  par  la  ma- 
chine; de  même  on  peut  dire  qu'il  y  a  en  Optique  une  loi  analogue,  par 
laquelle,  sans  connaître  la  disposition  intérieure  d'un  télescope  ou  d'un 
microscope,  on  peut  juger  de  sa  force  par  le  simple  rapport  du  diamètre 
de  l'ouverture  de  robjectif  au  diamètre  de  l'ouverture  de  l'oculaire. 


SUR  UNE  LOI  GÉNÉRALE  D'OPTIQUE.  709 

Une  conséquence  très-importante  de  cette  loi  générale  d'Optique  est 
qu'un  objet  vu  par  un  instrument  quelconque  d'Optique  doit  toujours  pa- 
raître aussi  éclairé  qu'il  paraîtrait  à  la  vue  simple,  en  faisant  abstraction 
de  toute  perte  de  lumière  occasionnée  par  les  lentilles  ou  les  miroirs. 

Car  il  est  évident  que  la  densité  des  rayons  qui  sortent  de  l'oculaire 
est  à  leur  densité,  en  entrant  dans  l'objectif,  en  raison  inverse  des  es- 
paces qu'ils  occupent  dans  l'oculaire  et  dans  l'objectif,  c'est-a-dire  des 
aires  de  leurs  ouvertures;  par  conséquent  la  densité  des  rayons,  en  sor- 
tant de  l'instrument,  sera  à  leur  densité,  en  y  entrant,  comme  l'ouver- 
ture de  l'objectif  est  a  l'ouverture  de  l'oculaire.  D'un  autre  côté,  nous 
venons  de  démontrer  que  l'amplification  des  diamètres  apparents  des 
objets  vus  par  un  instrument  optique  est  mesurée  par  le  rapport  du  dia- 
mètre de  l'objectif  au  diamètre  de  l'oculaire;  par  conséquent  les  surfaces 
apparentes  seront  augmentées  dans  la  raison  des  carrés  de  ces  diamètres 
ou  dans  celle  des  aires  des  ouvertures  de  l'objectif  et  de  l'oculaire. 

Donc  la  densité  des  rayons  est  augmentée  dans  la  même  raison  que 
les  surfaces  des  objets  vus  par  l'instrument  optique.  D'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  la  clarté  doit  rester  la  même.  Si  l'instrument  diminuait  les 
objets,  la  densité  de  la  lumière  serait  diminuée  dans  la  même  proportion 
que  les  surfaces  apparentes,  et  la  clarté  demeurerait  encore  la  même. 
C'est  ainsi  que,  sans  la  perte  de  lumière  qui  se  fait  dans  le  passage  par 
l'air,  la  clarté  ou  l'éclat  d'un  même  corps  lumineux  vu  k  une  distance 
quelconque  doit  être  constant;  car  la  densité  des  rayons  et  la  grandeur 
de  l'image  apparente  diminuent  dans  la  même  proportion  inverse  des 
carrés  des  distances,  de  sorte  que  la  force  de  la  lumière  dans  chaque 
point  de  l'image  est  toujours  la  même. 

Suivant  la  plupart  des  opticiens,  la  clarté  dans  les  télescopes  et  les 
microscopes  est  simplement  en  raison  directe  de  l'ouverture  de  l'objec- 
tif, et  en  raison  inverse  du  carré  des  amplifications  linéaires;  ils  parais- 
sent croire  que  la  clarté  augmente  à  mesure  que  l'ouverture  de  l'objectif 
augmente,  parce  qu'en  effet  la  quantité  de  lumière  reçue  par  cette  ou- 
verture est  aussi  plus  grande  dans  la  même  proportion;  mais  sa  densité 
n'augmente  pas,  tant  que  la  disposition  des  surfaces  réfringentes  ou  ré- 
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Qéchissantes  reste  la  même.  L'augmentation  de  l'ouverture  de  Tobjectif 
produit  une  augmentation  proportionnelle  dans  l'ouverture,  de  Tocu- 
laire;  et,  si  Toeulaire  est  trop  petit,  le  surcroit  de  lumière  fourni  par 
l'objectif  est  perdu. 

Il  est  important  de  détruire  une  erreur  qui  me  parait  accréditée  chez 
les  opticiens  et  dans  plusieurs  Ouvrages  d'Optique  :  c'est  le  but  prin- 
(*ipal  de  re  Mémoire. 
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[Histoire  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  BeUes^ Lettres  de  Berlin, 

années  1781  et  1782.) 


Rapport  d'une  quadrature  du  cercle. 

L'Académie  m'ayant  chargé  de  lui  rendre  compte  de  cet  Ouvrage  sur 
la  quadrature  du  cercle,  je  Tai  examiné  avec  toute  Faitention  dont  je  suis 
capable  ;  mais  je  suis  obligé  d'avouer  qu'il  ne  m'a  pas  été  possible  de  dé- 
couvrir les  principes  de  l'Auteur,  ni  la  marche  de  ses  opérations.  Je  n'y 
ai  trouvé  nulle  trace  de  démonstrations  géométriques,  et  moins  encore 
de  calculs  algébriques;  et  je  n'ai  pas  pu  comprendre  ce  que  signifient 
les  Tables  des  progressions  arithmétiques  de  la  quadrature  du  cercle,  les- 
quelles paraissent  servir  de  fondement  a  tout  l'Ouvrage. 

Je  n'entends  pas  non  plus  ce  que  l'Auteur  nomme  points  carrés  mathé- 
matiques y  ni  ce  qu'il  appelle  liaison  du  diam^èlre  et  de  la  périphérie^  et 
qu'il  fait  consister  dans  la  somme  de  leurs  valeurs. 

Ne  pouvant  donc  rien  dire  de  la  méthode  et  des  raisonnements  de  l'Au- 
teur, je  me  contenterai  d'en  examiner  le  résultat,  c'est-à-dire  la  valeur 
qu'il  donne  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Cette  va- 
leur est  exprimée  par  la  fraction  ^gg^>  laquelle  se  réduit  k  celle-ci  plus 

{*)  Nous  reproduisons  ici  les  deux  seuls  Rapports  de  Lagrange  que  V Histoire  de  l^ Académie 
de  Berlin  nous  ait  transmis.  Bien  que  les  Mémoires  dont  l'illustre  Géomètre  avait  à  rendre 
compte  soient  absolument  dépourvus  d'intérêt,  nous  avions  le  devoir  de  conserver  les  Rapports 
qui  les  concernent.  (Note  de  V Éditeur,) 
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simple  — >  et  l'Auteur  la  donne  pour  exacte  et  rigoureuse  ;  de  sorte  que 

par  cette  seule  raison  on  est  déjà  en  droit  de  la  regarder  comme  fausse. 

Mais,  pour  pouvoir  mieux  juger  de  combien  elle  s'éloigne  de  la  vérité, 
je  la  réduis  en  décimales,  ce  qui  me  donne  3,i4i4***»  où  les  deux  chif- 
fres 1/4  reviennent  k  Tinfini.  Cette  valeur  étant  comparée  avec  la  valeur 
connue  3,i/|i59...,  on  voit  qu'elle  est  fausse  dès  la  quatrième  décimale, 
et  qu'elle  est  nécessairement  moindre  que  la  véritable  valeur  du  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre.  Ainsi  il  existe  nécessairement  une  in- 
Knité  de  polygones  inscrits  au  cercle  dont  les  périmètres  sont  plus  grands 
que  la  prétendue  valeur  que  l'Auteur  assigne  à  la  circonférence,  ce  qui 
doit  suffire  pour  en  prouver  la  fausseté. 

Snellius,  à  l'exemple  d'Archimède  et  pour  renchérir  sur  le  travail  de 
ce  grand  homme,  a  pris  la  peine  de  calculer  en  nombres  la  valeur  des  pé- 
rimètres de  quelques  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle,  en  par- 
tant des  polygones  de'5  côtés  et  doublant  continuellement  le  nombre  des 
côtés.  Et  Ton  voit  par  les  Tables  qu'il  en  donne  dans  son  Çyclornetricus, 
page  17,  que  le  polygone  inscrit  de  640. côtés  a  son  périmètre  plus  grand 
que  3, 14157,  ce  qui  est,  comme  Ton  voit,  plus  grand  que  la  valeur  pré- 
tendue de  la  circonférence. 

Mais  on  peut  trouver  des  polygones  inscrits  d*un  moindre  nombre  de 
côtés  dont  les  périmètres  soient  aussi  plus  grands  que  cette  valeur.  Il  n'y 
a  pour  cela  qu'à  consulter  les  Tables  que  M.  Nicole  a  données  dans  les 
Mémoires  de  Paris  pour  l'année  1747»  à  l'occasion  d'une  nouvelle  pré- 
tendue (|uadralure  du  cercle. 

Dans  ces  Tables  on  trouve  les  valeurs  numériques  des  aires  et  des  pé- 
rimètres des  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle,  dans  lesquels  le 
nombre  des  côtés  augmente  dans  la  progression  double  depuis  le  triangle 
équilatéral  jusqu'au  polygone  régulier  de  3.2*'  ou  393ai6  côtés,  valeurs 
qui  sont  poussées  par  l'extraction  des  racines  carrées  jusqu'à  i5  déci- 
males. 

On  voit  donc  par  ces  Tables  que  le  polygone  inscrit  de  96  côtés  a  pour 
périmètre  fen  supposant  le  diamètre  i)  3,f4ïo3i95...,  ce  qui  est  moin- 
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dre  que  la  valeur  proposée;  mais  que  le  polygone  suÎTantde  192  côtés  a 
pour  périmètre  3,i4i4^^47--*»  quantité  plus  grande  que  cette  valeur. 

Ainsi  la  prétendue  valeur  de  la  circonférence  du  cercle  se  trouve 
moindre  que  le  périmètre  du  polygone  régulier  de  192  côtés;  ce  qui  est 
une  preuve  palpable  de  sa  fausseté,  puisqu'il  saute  aux  yeux  que  la'  pé- 
riphérie du  cercle  est  nécessairement  plus  grande  que  le  périmètre  de 
tout  polygone  inscrit. 

Si  l'Auteur  savait  assez  de  Géométrie  et  d'Arithmétique  pour  faire  lui- 
même  le  calcul  de  ce  polygone,  il  pourrait  se  convaincre  de  la  vérité  de 
ce  que  je  viens  d'avancer.  Et,  s'il  voulait  se  fier  pour  cet  effet  aux  Tables 
trigonométriques  déjà  calculées,  il  n'aurait  qu'a  remarquer  que  le  côté 

du  polygone  inscrit  de  192  côtés  étant  la  corde  de  l'angle >  et  par 

conséquent  le  double  du  sinus  de  la  moitié  de  cet  angle,  c'est-à-dire  de 

36o** 
l'angle  -007-  =  56'i5",  il  suffit  de  multiplier  le  sinus  de  56'i5"  par  384 

pour  avoir  le  périmètre  cherché  du  polygone  de  192  côtés. 
Faisant  donc  le  calcul  par  les  logarithmes,  on  a 

log  sin  56' 1 5"  r=' 8,2138293 
log384=:  2,5343312 

0,7981605 
Nombre  :  6,^8290.* 

Ainsi  6,28290  est  la  valeur  approchée  de  ce  périmètre  en  prenant  le 

rayon  pour  l'unité;  donc,  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  l'unité,  on  a 

3, 14145  pour  la  valeur  dont  il  s'agit,  laquelle  s'accorde,  comme  Ton 

voit,  avec  celle  de  M.  Nicole,  et  qui  est  évidemment  plus  grande  que 

celle  de  la  prétendue  quadrature. 

3,1 
Je  dois  remarquer  au  reste  que  la  fraction  — ?  adoptée  par  l'Auteur, 

est  une  de  celles  de  la  suite  des  fractions  convergentes  vers  le  rapport 

de  la  périphérie  au  diamètre,  mais  plus  petites  que  ce  rapport,  comme 

on  le  voit  par  la  Table  que  j'en  ai  donnée  dans  les  Additions  à  l* Algèbre 

de  M.  Euler^  page  44o« 

90. 
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Ainsi  cette  fraction  a  l'avantage  qu'elle  approde  plus  de  H  ^rilé  qae 
ne  pourrait  faire  aoeane  aatre  fraction  plus  petite  qiu)  la  tm»  valeor  et 
dent  le  dénominateor  sMait  moindre  qtu  99;  mua  elle  approdie  moins 
que  la  fraction  qui  la  suit  immédiatement  et  qui  etÂ  -rgï  et  moins  encore 
que  la  fraction  -»  qui  est  ïelle  de  Hetius,  mais  qntwtliliia.  grande  que 

la  vraie  valeur.  Je  conclus  donc  : 

1°  Que  la  qqadratnrd  fnvposée  est  fansse.  parea  qa'i^  SIR»e  des  ré- 
sultats connus,  et  qu'elle  donne  pour  la  circonféreBoedii  <er^  «œ  va-  • 
leur  moindre  que  le  périmètre  du  potyf^ne  inscrit  de  193  cMés;* 

3°  Que  l'on  ne  peut  porter  aucun  jogement  sur  la  méthode  «t  les  rai- 
sonnements de  l'Auteur,  parce  qu'ils  sont  inintelligibles; 

3*> -Qu'il  eonviendrnt  d'exhorter  cet  Auteur,  qui  inratt  d'ulleors  aases 
laborieux,  i  employer  son  temps  et  son  travail  li'des  -objets  qni  soient 
plus  k  sa  portée  et  surtout  qui  puissent  éb«  d'une  ^Uv  grande  utilité; 
car,  outre  qu'il  n'y  a  aucune  récompense  {ti-omîse  ou  à  espérer  pour 
celai  qui  carrera4e  cercle,  il  ne  résulterai)  même  de  cette  quadrature 
aucun  avantage  réel  pour  la  Géométrie.  En  effet,  s'il  était  possible  Je 
trouver  une  expression  finie  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
cette  expression  serait  nécessairement  si  compliquée  de  radicaux,  que 
pour  en  faire  usage  il  faudrait  toujours  la  réduire  en  décimales»  et  par 
conséquent  &  une  valeur  seulement  approchée;  or  on  a  déjà  des  valeurs 
qui  approchent  si  près  de  la  vraie  mesure  de  la  circonférence  du  cercle, 
que  Terreur  est  moindre  qu'une  fraction  qui  aurait  l'unité  pour  numé- 
rateur, et  pour  dénominateur  l'unité  suivie  de  126  zéros;  car  telle  est  ta 
valeur  trouvée  par  M.  Lagny  dans  les  Jlf«>7toire5  tfc  Pari»  de  1719. 

Rapport/ait  à  l'académie  le  3  août  1782  d' un  Mémoire  intitulé  : 
Mét/toele  pour  connaître  si  ta  Terre  est  aplatie  vers  les  pôles 
et  renflée  sons  l'équateur. 

La  méthode  que  l'Auteur  de  ce  Mémoire  propose  pour  déterminer  la 
figure  de  la  Terre  avec  plus  de  précision  et  moins  de  peine  qu'on  ne  l'a 
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fait  jusqu'ici  consiste  à  placer  verticalement  différents  styles,  les  uns 
sous  Téquateur»  les  autres  sous  un  même  méridien  quelconque,  en  sorte 
que  les  premiers  soient  éloignés  de  ce  méridien  de  i5,  3o,  4^  degrés,  et 
que  les  seconds  soient  pareillement  éloignés  de  i5,  3o,  4^  degrés  de  l'é- 
quateur.  L'Auteur  veut  que  Ton  observe  l'ombre  de  chacun  de  ces  styles 
sur  un  plan  horizontal,  lorsque  le  Soleil  sera  à  la  fois  dans  l'équateur 
et  dans  le  méridien  donné,  ce  qui  a  lieu  le  jour  de  l'équinoxe  à  midi  par^ 
rapport  à  ce  méridien;  et  il  prétend  pouvoir  conclure  la  figure  du  mé- 
ridien de  la  comparaison  de  l'ombre  des  styles  avec  celle  des  styles  de 
l'équateur. 

<  Car,  dit-il,  si  le  méridien  était  parfaitement  semblable  et  égal  à  l'é- 

>  quateur,  qui  dans  une  Planète  qui  roule  sur  elle-même  ne  peut  ne  pas 
»  être  un  cercle  parfait,  les  styles  plantés  sur  l'équateur  et  sur  le  méri- 

>  dien  seraient  également  obliques  aux  rayons  solaires,  et  les  ombres 
»  projetées  par  les  styles  du  méridien  seraient  alors  rigoureusement 
»  égales  aux  ombres  projetées  par  les  styles  correspondants  de  l'équa- 

>  teur.  11  est  donc  de  la  dernière  évidence  que  si  les  ombres  des  styles 

>  du  méridien  sont  respectivement  plus  longues  que  les  ombres  des 

>  styles  correspondants  de  l'équateur,  les  styles  du  méridien  sont  plus 
»  obliques  que  ceux  de  l'équateur  aux  rayons  du  Soleil.  Or  les  styles  du 
»  méridien  ne  peuvent  être  plus  obliques  aux  rayons  du  Soleil  que  ceux 
»  de  l'équateur,  que  parce  que  le  méridien  est  une  circonférence  qui  va 

>  en  s'aplatissant  de  l'équateur  aux  pôles.  > 

Quant  à  la  distance  des  styles,  l'Auteur  ne  trouve  pas  la  moindre  dif- 
ficulté à  la  déterminer  :  <  L'élévation  du  pôle,  dit-il,  pour  déterminer 

>  les  points  différents  où  les  styles  doivent  être  plantés  sur  les  méridiens, 

>  et  l'élévation  du  Soleil,  pour  déterminer  les  points  également  distants 
»  où  doivent  être  plantés  sur  l'équateur  les  styles  correspondants,  sont 

>  une  règle  qui  ne  saurait  manquer.  > 

Telle  est  la  méthode  que  l'Auteur  a  imaginée,  et  qu'il  croit  préférable 
à  celles  qui  ont  été  employées  dans  ces  derniers  temps  pour  déterminer 

■ 

la  figure  de  la  Terre.  Or,  sans  parler  de  la  difficulté  de  placer  exactement 
les  styles,  ni  de  la  difficulté  encore  plus  grande  d'y  faire  les  observations 
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demandées  avec  une  précision  assez  grande  pour  pouvoir  en  déduire  des 
conséquences  bien  justes  sur  la  courbure  des  méridiens  et  de  l'équateur, 
il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  méthode  est  en  elle-même  illusoire, 
du  moins  sous  le  point  de  vue  où  TÂuteur  la  présente.  En  effet»  puisqu'on 
y  suppose  que  les  lieux  des  styles  du  méridien  y  soient  déterminés  par 
les  hauteurs  du  pôle,  déduites  à  Tordinaire  de  l'observation  de  l'éléva- 
tion des  astres  sur  Thorizon,  il  n'est  pas  difficile  de  concevoir  que  l'in- 
clinaison des  styles  aux  rayons  du  Soleil  dépendra  uniquement  de  leurs 
distances  en  latitude,  et  que  si  ces  distances  sont  égales  aux  distances 
en  longitude  des  styles  de  l'équateur,  les  ombres  des  styles  correspon- 
dants seront  nécessairement  les  mêmes,  quelle  que  puisse  être  la  figure 
du  méridien.  11  faudrait,  pour  que  la  méthode  de  l'Auteur  pût  servir  à  la 
détermination  de  la  figure  de  la  Terre,  que  les  distances  en  latitude  des 
styles  du  méridien  fussent  déterminées  par  la  mesure  immédiate  des  de- 
grés; alors  les  observations  de  l'ombre  projetée  par  ces  styles  tiendraient 
lieu  des  observations  astronomiques  nécessaires  pour  déterminer  l'am- 
plitude des  arcs  du  méridien  compris  entre  les  styles.  Mais  cette  méthode 
rentrerait  ainsi  dans  celle  qui  a  été  mise  en  usage  par  les  Académiciens 
français;  seulement  elle  serait  moins  exacte  et  moins  sûre,  car  il  est  im- 
possible que  des  observations  faites  avec  des  styles  puissent  jamais  at- 
teindre au  degré  de  précision  de  celles  qui  ont  été  faites  avec  de  très- 
grands  secteurs,  et  avec  tai\t  de  soin  et  de  scrupule. 

Il  paraît  donc  parla  que  l'Auteur  de  ce  Mémoire  n'a  pas  une  idée  nette 
de  la  question,  et  encore  moins  des  difficultés  qu'elle  renferme:  et  que 
le  nouveau  moyen  qu'il  propose  pour  la  décider  ne  peut  en  aucune  ma- 
nière mériter  l'attention  des  Savants. 


FIN   DU   TOME   CINQUIÈME. 
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